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CHAPITRE  !•'.  Principe  général  de  la  Djna^ 
miquCj  page  x 

Énoncé  de  ce  principe,  dont  Tauteur  est  D'Alembert,  et 
d'après  lequel  on  ramène  toutes  les  questions  de  Dynamique 
à  de  simples  problèmes  de  Statique ,  h*  39o 

Antre  énonce  du  ménie  priiici|^,  dont  l'avantage  est  de  con- 
duire immédiatement  à  des  équations  entre  les  données  et 
les  inconnues  de  chaque  problème ,  h?3Si 

En  Terttt  de  ce  principe^  les  tëhsioM  des  liens  physi)|ue9  d'un 
système  de  points  matériels ,  et  les  pressions  exercées  tût  des 
surfaces  ou  des  courbes  données,  se  déterminent,  dans  UéCat 
de  moliTement  ^  par  les  mêmes  règles  que  dans  l'état  d'équi- 
libre ;  les  forces  motrices  qui  agissent  sur  les  mobUes  se 
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(lécoin[MiscniciiyôrLeJ^er(/u«,  <|ui  proHuiBent  ces  (onsion» 
■ou  pressions ,  et  en  d'autres  forces  qui  font  vaiicv  les  vi- 
tesses des  mobiles  j  exemples  de  ce  double  effet  des  forces 
données  ,  n"  352 

Ëxleusioii  du  principe  {■ciiéral  de  la  Dynamique  aux  percus- 
sions consideiees  comme  des  forces  motrices  qui  ont  lieu 
pendant  un  temps  très  court  et  produisent  de»  cliangemens 
brusques  de  vitesse;  influence  que  peut  avoir  le  frottement 
pendant  faction  de  ces  forces,  n"  353 

Appbcalion  du  principe  général  au  mouvement  de  deiu  corps 
pesans  poses  sut  des  plans  inclines  et  liés  par  uu  fil  inex- 
tensible ;  tension  de  ce  iil  ;  détermination  dei  vitesses  ini- 
tiales ,  n"  354  et  355 

Mouvement  d'une  clialnc  pesante  posée  sur  deux  plans  in- 
clines; dans  quel  cas  la  chaîne  demeurera  en  équilibre, 

n''356 

Mouvement  rectili{;ne  de  deux  points  matériels  soumis  à  leurs 
répulsion  ou  attraction  mutuelles ,  n'  35; 

Les  formules  de  ce  mouvement  s'étendent  à  deux  corps  solides 
dont  tous  les  points  ont  des  vitesses  parallèles  k  une  même 
droite  ;  mouvement  du  boulet  et  du  canon  pendant  que  le 
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clioc  des  corp«  0|ihérique8  y  mous  ou  élastiques,  sont  confir- 
mées par  Texpérience ,  n**  362  et  363 

Cooser?ation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  dans  le  cboc 
de  deux  corps  sphériques ,  n^  364 

Théorie  imparfaite  de  la  résistance  des  milieux  ,  dans  laquelle 
cette  résistance  est  assimilée  à  une  suite  de  chocs  du  mobile 
contre  les  molécules  du  fluide  qu'il  traverse;  expression  de 

.  la  résistance  sur  une  surface  plane  et  sur  chaque  élément 
d'une  surface  courbe  ;  calcul  de  la  résistance  sur  une  sur- 

.    face  de  révolution,  et,  en  particulier,  sur  une  sphère, 

n«*  365  et  366 

Le  coefficient  de  la  résistance  relative  an  mouvement  des  pro- 
jectiles dans  Tair,  qui  résulterait  de  cette  théorie,  n'est  pas 
d'accord  avec  l'observation;  valeur  de  ce  coefficient,  que 
l'on  a  déduite  de  l'expérience;  en  quoi  consiste  réellement 
la  résistance  des  fluides  ;  elle  n'a  encore  été  déterminée, 
d'après  les  lois  de  la  Mécanique  (n®  191  ) ,  que  dans  le  cas  des 
petites  oscillations  d'un  pendule ,  n°  367 

CHAPITRE  n.  Détermination  des  momens  dinertie 

et  des  axes  principaux ,  page  4^ 

« 

Intégrales  définies  qui  se  présenteront  dans  les  équations  du 
mouvement  des  corps  Solides ,  dont  les  masses  seront  dé- 
composées, pour  plus  de  simplicité,  en  élémens  infin'unent 
petits  (n**  98)  ;  définition  des  momens  dinertie  et  des  axes 
principaux ,  .  n**  368 

Calcul  du  moment  d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle. 
Taxe  étant  une  de  ses  arêtes ,  n°  369 

Calcul  du  moment  d'inertie  de  l'ellipsoide ,  par  rapport  à  l'un 
de  ses  axes  de  figure ,  n®  370 

Moment  d'inertie  d'une  sphère  composée  de  couches  concen- 
triques de  différentes  densités ,  n®  3^  i 

Les  intégrales  triples  d'où  dépendent,  en  général,  les  momens 
d'inertie ,  se  réduisent  à  des  intégrales  simples  dans  le  cas 
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d'un  solide  de  rt-volulion  ;  application  ii  lu  ajiliîirt; ,  au  cAm 
et  au  cylindre  ,  n"  3^3  ci  373 

ConnaiasBut  le  moment  il'inerlie  d'un  corps  quelconque  par 
rapport  à  un  asu  passant  par  son  centre  de  gravité,  on  en 
déduit  le  moment  d'inertie  du  mciRe  corps  par  rapport  A 
un  axe  parallèle  au  premier,  n'  874 

Counaissant  les  inomens  d'inertii:  par  rapport  aux  trois  aies 
principaux  qui  se  coupent  en  un  point,  on  en  conclut  le 
inomuut  d'inertie  l'elatîf  à  un  axe  quelconque  passant  par 
ce  point,  n"  375 

Propriëlcs  des  mumeji5  d'inertie  principaux,  ou  qui  répondent 
aux  axes  principaux ,  n*  376 

Avant  de  de'iuunCrer  l'enistcnce  des  axes  principaux,  et  d'en 
déterminer  la  direction  ,  on  rappelle  d'abord  les  formules 
générales  de  la  transformation  des  coordonnées  ,  n"  377 

Les  neuf  coefTiL-iens  qui  entrent  dans  ces  formules  sont  des 
fonctions  de  trois  angles  indépeudans  entre  eux  ;  di%nitioa 
de  ces  trois  angles;  sens  déterminé  suivant  lequel  ils  devront 
être  comptés ,  et  comment  ils  pourront  croître  dans  le  mou- 
vement d'un  corps  solide  ;  valeurs  des  neuf  coefficieus  en 
fonctions  de  ces  trois  angles  ;  moyen  d'obtenir  ces  valeurs, 
n"  378  et  379 

On  démontre  qu'il  existe  toujours  trois  axes  principaux  rec- 
tangulaires qui  se  coupent,  en  cbaque  point  d'un  corps 
quelconque  ,  et  l'on  donne  les  formules  propres  à  les  dé- 
terminer ,  n"  38o 

Il  n'y  a  qu'un  seul  système  de  trois  axes  principaux  ,  quand 
les  trois  momens  d'inertie  qui  s'y  rapportent  sont  iiii'gaux  ; 
leur  nombre  est  infini,  lorsque  deux  de  ces  maraens 
sont  égaux  ;  si  les  momens  d'inertie  relatifs  h  trois  axes 
principaux  ,  qui  se  coupent  en  un  point ,  sont  égaux  ,  toutes 
les  droites  passant  par  ce  point  sont  des  axes  principaux , 
auxquels  répondent  des  momens  d'inertie  égaux  ,       n°  38l 

Détermination  des  points  singuliers,  qui  jouissent  de  cette 
dernière  propriété  ;  application  à  l'ellipsoïde  et  au  parsllélé- 
pipède,  n-38aet3ti3 
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CHAPITRE  III.  Du  mous^ment  et  un  corps  solide 
autour  if  un  axe  Jixe,  page  77 

^  I**.  Mouvement  de  rotation  uniforme  ,  ibid* 

Définition  de  la  vitesse  angulaire  commiiiie  k  tous  les  points 
d'an  système  de  forme  inTariable  y  tournant  autour  d'un 
axe  fixe,  n^384 

Déteffmtiiation  de  cette  ritesse,  lorsque  les  points  du  système 
ont  éprouve' simultanément  des  percussions  qui  leur  auraient 
imprime,  s'ik  étaient  libres,  des  vitesses  données,  n*  38S 

Cas  où  le  système  se  change  en  un  eorps  solide ,  frappé  par  un 
ou  plusieurs  autres  corps,  qui  lui  restent  attachés  après 
lefcLoci  .  n*  BBS 

Comment  on  peut  déterminer  la  percuf^qn  que  l'a^e  éprouve 

,  à  Tinstaut  du  choc  ;  conditions  nécessaires  pour  que  Tase 

n'éprouve  aucune  percussion  }  fi^^OÎtî^P  du  centre  de  pérr 

cussion  ,  n"*  387  et  388 

PrêaiioBS  exercées  sur  Taxe  pendant  le  mouvement  de  roU^ 
tÂoni  6t  dues  aux  forces  centrifuges  de  tops  les  points  du 
coFpf.;  propriété  générale  des  axes  principaux  dans  le  mou- 
vement uniforme  de  rotation;  propriété  particulière  des 
axes  principaux  qui  passent  par  les  centres  de  gravité  du 
mobile,  n**^  38g  et  390 

f  II.  Mouvement  de  rotation  varié ,  page  92 

Équation  différentielle  de  ce  mouvement  ;  différentielle  de  la 
Vf  t^sse  angulaire  ;  on  en  déduit  la  vitesse  constante  prove- 
nant d'une  percussion ,  que  l'on  a  précédemment  donnée , 

n<"  391  et  392 

Calcul  des  pressions  totales  exercées  sur  l'axe  à  un  instant 
quelconque  y  n*  393 

Mouvement  d'un  pendule  composé ,  dans  le  vide  ;  réduction 
du  pendule  composé  au  pendule  simple  ,         n***  394  et  396 

Définition  du  centre  d'oscillation^  réciprocité  du  centre  d'os- 
cillation et  du  centre  de  suspension  ;  méthode  fondée  sur 
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celle  reciprociti'  ,  pour  dettirmincr  la  longueur  du  pendule 
simiile,  correspondant  à  un  penduli;  donne  ;  on  fait  voir  que 
pour  un  mcLiii.-corp^,  il  y  a  une  infinité  d'axes  a^itour  desquels 
les  peiiies  oscillnûons  ont  U  même  durée,  u"  396,  3rf),  398 

Mouvement  d'un  pcuilute  composé,  dans  un  milieu  résistant; 
la  longueur  du  pendule  simple  qui  a  le  luème  mouvument , 
ne  dépend  pns  de  la  résistance,  a"  3qn 

Mouvement  d'un  treuil  et  de  deux  corps  pesans  ,  suspendus  au 
cylindre  et  à  la  roue  ;  application  à  la  machine  A'Aihood, 

Pendule  de  Rcbins  ;  usage  de  ce  pendule  pour  déterminer  ks 
vitesses  initiales  des  projectiles  de  l'artillerie,  n"  402  et  4o3 

CHAPITRE  IV.  Du  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d un  point  Jîxe ,  P^S^  '21 

5  I".  Formules  préliminaires ,  ibid. 

Le  mouvement  de  rotniion  d'un  syst^e  de  forme  invariable  , 
autour  d'un  point  fixe ,  a  lieu  autour  d'une  droite  variable 

instante  l'autre,   que  l'on  appelle  axe  instaniané  de 
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(cqrps  A  an  inftant  quelconque ,  par  rapporta  tréiê  m%es 
passant  par  le  point  fixe  ;  cas  où  ces  trois  drcûtet.sont  les 
axes  principaux  qui  se  coupent  en  ce  point;  signe  de  chacun 
de  ces  momens ,  d'après  le  sens  de  la  rotation  autour  de 
Taxe  correspondant  ;  moment  principal  de  ces  mêmes  qjauÈXt^ 
tités  de  mouvement,  et  direction  de  son  axe,  n*4û9 

Équations  différentielles  qui  ont  lieu  entre  les  trois  anglea 
dnn*  378,  d'où  dépend  la  position  du  mobile  à  chaque 
instant ,  et  les  trois  composantes  de  sa  yitesse  anguliïre 
par  rapport  à  ses  trois  axes  principaux  ,  .  n*  4xo 

Autres  formules  qui  pourront  être  utiles  dans  la  suite,  n*  ^i  i 

J  II.  Équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation 
autour  éCun  point  fixe ,  P&gc  i  36 

Ces  équations ,  au  nombre  de  trois ,  s'obtiennent  très  facile- 
ment ,  au  moyen  des  formules  du  n*  4^  ®^  ^^  principe 
de  IXAlembert;  on  les  réduit  à  leur  forme  la  plus  simple,, 
en  rapportant  les  composantes  de  la  force  accélératrice 
d'un  point  quelconque  du  mobile ,  à  ses  trois  axes  prin- 
cipaux ;  le  problème  général  du  mouvement  de  rotation 
dépend  de  six  équations  du  premier  ordre ,  savoir,  celles 
qu'on  vient  de  former,  et  celles  du  n®  4'^>  ^*  ®ù  là 
pesanteur  est  la  seule  force  qui  agit  sur  les  points  du 
mobile ,  u®*  4>3  ^^  4'3 

Quand  ce  mobile  n'est  soumis  à  aucune  force  motrice ,  ou 
bien  ,  quand  il  s'agit  d'un  corps  pesant ,  et  que  le  point 
fixe  est  son  centre  de  gravité ,  on  parvient  à  intégrer  les  six 
équations  du  mouvement  de  rotation ,  et  à  faire  dépendre 
les  inconnues,  de  deux  fonctions  elliptiques;  dans  ce  mou- 
vement ,  produit  par  des  percussions  initiales ,  les  momens 
des  quantités  du  mouvement  de  tous  les  points  du  corps, 
par  rapport  à  des  axes  passant  par  le  point  fixe,  sont 
constans  ;  leur  moment  principal  et  sa  direction  sont  in- 
variables, et  cette  considération  facilite  l'intégration  des 
équations  du  problème  ,  n*'*  4^49  4>^9  4^^  ^^  4'7 

Détermination  complète  des  constantes  arbitraires,  contenues 
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(Uni  les  intégrales  de  ces  équations,  en  supposant,  pour 
fixer  les  idées,  que  le  mobile  a  été  frappé,  à  l'origine  du. 
mouvement,    par  un  autre  corps  qui  y  est  resté  attaché, 

DÏTenes  propriétés  générales  du  iDOUvemeiit  de  rotation  d'an 
cprps  qui  n'est  soumis  à  auciuie  force  motrice,  4'9 

Détermination  de  ce  mouvement ,  plus  simple  que  la  précé- 
dente ,  mais  seulement  approchée ,  lorsque  l'axe  instantané 
de  rQtation  s'écarte  constamment  très  peu  de  l'un  des  (rois 
axes  principaux  du  mobile,  et  qui  se  coupeut  au  point  fixe  ; 
on  retrouve  la  propriété  des  axes  principaux  déjà  démontrée 
dans  le  n"  389;  on  fait  voir,  de  plus,  que  le  mouvement 
est  stable  autour  des  axes  du  plus  grand  et  du  plus  petit 
moment  d'inertie,  et  seuli^ment  instantané  autour  du  pre- 
mier axe  principal  ;  détermination  des  constantes  arbitraires 
dans  le  cas  de  la  stabilité  ,  n°*  420  ,  421  et  4^2 

Le  mouvement  de  rotation  produit  par  des  percussions  ini- 
tiales, devient  plus  simple  ,  quand  le  mobile  est  un  solide 
de  révolution  ,  et  que  son  axe  de  figure  passe  par  le  point 


TABLE  DBS  MàTIÈRES.  ix 

gicDt ,  et  les  mcomiaet  du  problènie  s'exprîmtft  -etactmieiit 
pur  été  iDiiclkmteUipliqiies  ;  di^termiiiaiioii  des  constasles 
arbàtnîres ,  Gontemies  dans  les  mttfgrales ,     n^  4^7  ^^4^8 

Gn  oà  le  mobile  se  réduit  à  mi  point  matériel ,  dont  la 
distancé  aa  point: fixe  est  coiistantto;  on  vetronve  alors  Iéi 
fermales  dn  n**  30$ ,  relatîres  «a  pendule  fimple ,     n^  4^9 

Locsqus  Taxe  de  &gun  a  été  écarté  de  la  Terticale ,  et  «(n'a- 
pcès  aToir  imprimé  an  mobile  une  ritesse  de  rotation  autour 
de  cette  droite  inclinée ,  il  est  ensuite  abandonné  à  Im- 
•  inème  y  oti  démontre  qne  le  mouvement  du  nœud  asccn- 
dant  sera  direct  on  rétrograde ,  selon  qne  le  centre  dé 
parité  du  corps  sera  sitné  au-dessus  ou  au-dessous  du 
plan  horitontal,  passant  par  le  point  fixe  ;  quand  la  vi- 
tesse de  rotation  est  nulle ,  le  mouTeme|it  du  corps  se 
rédnit  à  celui  d'un  pendule  composé  ,  n^  4^0 

On  applique  les  formules  du  numéro  précédent ,  au  «as- Dù 
Taitf  de  rotation  a  été  j  primitivement ,  très  peu  écarté  de  la 
verticale,  et  l'on  détermine  de  cette  manière  les  valeni^ 
af^vochëes  des  angles  d'où  dépend  la  position  du  mobile  à 
un  instant  quelconque ,  n^  4^  i 

On  applique  les  mêmes  formules  au  cas  où  TincHnaison  de 
Téquateur  demeure  à  peu  près  invariable  ;  il  fisiut  ponid 
cela  qne  la  vitesse  de  rotation  soit  très  rapide  ;  on  déter- 
mine >  dans  cette  hypothèse ,  les  petites  variations  de  Tin* 
clinaison  de  l'équateur  ,  et  le  mouvement  de  la  ligne  des 
nqsuds ,  qui  est  très  lent  par  rapport  au  mouvement  de 
rotation  ,  et  à  peu  près  uniforme  ;  ce  cas  est  celui  de  la  ma- 
chine de  Bokmnbergcr,  n*  4^2 

CHAPITRE  y.  Du  moui^ement  et  un  corps  solide 
entièrement  libre ^  page  179 

Décomposition  de  ce  mouvement  en  deux  autres,  l'un  de 
roHUion  autour  d'iin  point  du  corps,  l'autre  de  translation, 
commun  à  tous  ses  points  ;  cas  où  le  second  mouvement 
est  révoltttif ,  et  où  chaque  révolution  s'achève  dans  le 
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insmu  tempe  que  chaque  rotation;  ce  cas  a  lieu  dans  le 
mouvement  des  satellites  ,  et ,  en  particulier,  daus  le  mou- 
vement de  la  lune ,  qui  tourne  ,  en  conséquence ,  constam- 
ment la  même  face  vers  la  terre  ,  n"  433 

Détermination  de  la  vitesse  que  prend  le  centre  d'un  corps 
solide,  sur  lequel  un  exerce  une  ou  plusieurs  percussions 
déterminées;  réciproquement,  cette  vitesse  fait  counaitrela 
direction  et  l'intensité  de  la  percussion,  soit  que  le  corps 
qui  a  frappé  celui  que  l'on  considère  y  soit  resté  altacbé  , 
ou  qu'il  s'en  soit  séparé  après  le  clioc,  n"  434  et  435 

Comment  ou  pourrait  déterminer  le  mouvement  initial  de  ro~ 
talion  autour  d'un  point  quelconque  du  mobile,  sï  l'on 
connaissait,  en  grandeur  et  en  direction ,  la  vitesse  Initiale 
de  ce  point  ;  quand  ce  point  est  lu  centre  de  gravité  ,  cette 
connaissance  est  inutile,  et  le  mouvement  de  rotation  ini- 
tial est  le  mèine  que  si  le  centre  de  gravite  demeurait  en 
repos ,  n"  436 

Détermination  de  l'ate  instantané  initial  qui  paise  par  le 
centre  de  gravité ,  et  de  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet 
axe  ;  cas  on  celle  droite  est  un  des  trois  axes  principaux  qui 
se  coupent  au  centre  de  {gravité  ,  n"  437 
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ccDfre di;  gravité ,  dues  à  sa  non-spbéricile ,  et pfoduitespar 
les  actions  du  soleil  et  de  la  lune  ;  ces  forces ,  qui  donnent 
lieu  à  la  précession  des  équinoxes  et  à  la  nutalion  de .  Faze 
de  la  terre ,  n'ont  cependant  aucune  influence  sensible  sur 
la  direction  de  cet  axe  dans  l'intérieur  du  globe,  ni  sur 
la  durée  de  sa  rotation  autour  de  cette  droite. moUle 
dans  l'espace ,  .  n**  44^  ®^  44^ 

L'invariabilité  du  jour  sidéral  et  du  jour  moyen  est  confirmée 
par  les  éclipses  que  les  Chaldéens  ont  observées  ;  calcul  qui 
tdXt  voir  que  la  durée  du  jo|ir  moyen  n'a  pas  varié!d'un  cen- 
tième de  seconde  en  25oo  ans,  .    n^.1^7.  et  44^ 

Examen  des  difierens  effets  qiù  peuvent  être  produits  par  le 
frottement  de  la  surface  d'un  projectile  contre  l'air  dans 
lequel  il  se  meut,  et  par  la  résistance  proprement  dite.dece 
fluide ,  n«*  444,  44fi,et  446 

CHAPITRE  YL  Du  mous^ement  dun  corps  solide 
pesant  sur  un  plan  donné  y  page  207 

^  I*'.  Cas  oà  ïon  lia  pas  égard  au  frottement ,  ibidl 

On  supposera  que  le  niobile  tou<;he  le  plan  donné  par  un  senf 
point  de  sa  surface ,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  ; 
équations  différentielles  du  mouvement  du  ceatre  de  gra-^ 
vite  et  du  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point, 

n*  447 

Équation  résultante  ^  du  contact  du  mobile  avec  le  plan 
donné  ^qui  peut  être  fixe  ou  avoir  uu  mouvement  donné  ; 
distinction  entre  le  cas  où  le  point  de  contact  se  dcrplace  à 
la  surface  du  mobile ,  et  le  cas  où  ce  point  est  constamment 
l'extrémité  d'une  pointe,  comme  dans  le  jeu  de  la  tou- 
pie ,  n®  44^ 

Cas  où  le  plan  donné  est  fixe  et  horizontal  ;  on  indique , 
comme  exemples,  les  petites  oscillations  d'un  ellipsoïde 
homogène  ou  d'une  sphère  hétérogène  ;  on  obtient  deux  in- 
tégrales premières  des  équations  différentielles  du  n®  44?  > 
qui  suffiront  pour  la  solution  rigoureuse  du  problème ,  au 
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moyen  des  fonctions  elliptiques,  quaad  le  mobile  c«t  un 
solide  de  révolution  ,  n"  4i{9  et  45o 

Mouvement  d'un  solide  de  révolution,  terminé  par  une  pointe, 
et  qui  s'appuie ,  par  son  extrémité ,  sur  un  plan  dont  les  os- 
cillations sontconnue»,  n''45i 

Quand  le  mobilt:  a  une  vitesse  de  rotation  très  rapide  par  rap- 
port aux  divers  mouvemens  du  plan  donné,  on  réduit  Iiîs 
équations  différentielles  du  problème  à  la  forme  linéaire, 
par  la  transformation  dont  La^rdogc  a  fait  uuge  dans  le 
cas  de  la  Ubration  de  la  lune ,  n"  45a  et  453 

Intégration  de  ces  équations  linéaires;  leurs  inté(;rales  font 
voir  que  les  oscillations  du  plan  sur  lequel  le  corps  s'appuie, 
s'affaiblissent  dans  le  mouvement  de  son  ane  de  figure ,  et 
deviennent  insensibles  quand  la  rotation  autour  de  cette 
droite  est  gufiisammcnt  rapide;  moyen  fondé  sur  ce  résul- 
tai, qui  a  été  proposé  pour  obtenir  à  la  mer  un  liori- 
ion  artificiel  propre  aux  observations  astronomiques , 
n"  454  et  455 

^  II.  Cas  ok  T on  a  égard  au  Jroltemeni , 

Lois  du  frottement  d'i 
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Double  mouvement  d'an  corps  qui  glitie  ffor  on  plan  horiton- 
ttl,  et  qni  towme  en  même  tempe  autour  d'un  axe  ver- 
tical j  n*  462  et  463 

Éooncë  des  diffiérens  cas  que  peut  présenter  le  mouvement  d W 
corps  soKde  qui  roule  sur  un  plan  ;  fro^meiit  de  la  pre^ 
mière  et  de  la  seconde  espèce,  *      n®  4^3  bU  {^ 

Mouvement  d'une  sphère  qui  roule  sur  un  plan  horizon- 
Ul,  n«  464 

CHAPITRE  Vn.  Du  choc  des  corps  déforme  qùeU 
conque,  page254 

En  quoi  consiste  le  problème  du  choc  des  corps,  dans  le  cas  le 
plus  général ,  n*  465 

Équations  fournies  par  le  principe  de  D'Alembert,  dans  le  cas 
de  deux  corps  de  forme  qudconque  et  entièrement  libres, 

n<^  466  et  467 

Indétermination  du  problème,  quand  on  n'a  pas  égard  à  la 
compressibilité  des  mobiles  ;  équation  nécessaire  à  sa  so- 
lution, et  qui  résulte  de  cette  compressibilité,  quelque 
petite  qu'elle  soit ,  n«  468 

Modification  des  formules  du  n*  Ifi^j^  provenant  du  degré 
d'élasticité  des  mobiles  ;  le  problème  est  complètement  ré- 
solu dans  les  deux  cas  des  corps  entièrement  dénués  d'é- 
lasticité ,  et  des  corps  parfaitement  élastiques ,        n®  4^ 

Le  choc  de  deux  corps  n'altère  pas  les  vitesses  de  leurs  cen- 
tres de  gravité ,  parallèlement  au  plan  tangent  à  leurs  sur- 
Êices,  mené  par  leur  point  de  contact,. non  plus  que  les 
moraeps  de  leurs  quantités  de  mouvement ,  rapportés  à 
leur  normale  commune ,  n^  470 

Quand  cette  normale  passe  par  le  centre  de  gravité  de  l'un  des 
deux  corps ,  sou  mouvement  de  rotation  autour  de  ce 
point  est  le  même  aVant  et  après  le  choc  ;  cas  où  cette 


(*)  Le  numéro  qui  devrait  se  trodver  au  bas  de  la  page  a47  a  ctd  omis  par 
errenr ,  et  Toft  est  oUigé  de  rvp^ter  le  numéro  prêchent. 
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droite  passe  par  les  deux  cend-esdc  gravitéj  cas  où  ces  points 

se  mouvaient ,  en  outre  ,  sur  celte  normale  avant  le  clioc  , 

n°47i  et  4;a 

Choc  de  deux  corps  élastiques  éf^aux  en  masse  ;  cboc  d'un 
corps  parfaitement  élaslique,  conire  un  obstacle  Gxe  ; 
égalité  de  l'ange  d'incidence  et  de  l'angle  de  reflexion  ; 
cette  égalité  n'a  plus  lieu  ,  quand  on  a  égard  au  frottement 
du   mobile  conire  le  plan  fixe,  n"'  473  cl47^ 

On  explique  comment  on  peut  tenir  compte  du  frottement 
d'un  mobile  contre  un  aulre,  pendant  la  durée  du  choc  de 
ces  deux  mobiles ,  n°  4^5 

Influence  du  frottement  et  de  la  rotation  dans  le  dioc  d'une 
sphère  contre  un  plan  lixc,  tel  que  le  choc  d'un  boulet 
contre  le  tcrrein  ;  examen  des  diverses  circonittances  qui 
peuvent  se  présenter,  n°'  4^6  et  477 

Application  des  formules  générales  à  un  CTieniplc  où  la  nor- 
male commune  aux  deux  mobiles  ne  passe  pas  par  leur 
centre  de  gravîld  ;  calcul  de  la  quantité  de  mouvement 
imprimée  à  cbacun  d'eux ,  et  qui  mesure  l'intensité  du 
choc,  n°478 

Modification  des  formules  générales,  dans  les  dilférens  cas  où 


les  det 


entière 
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des  vibrations  très  petites  ;  les  vibrations  transvenalet  et  les 
vibrations  longitudinales  coexistent  dans  une  même  corde , 
et  sont  indépendantes  les  unes  des  autres  ;  ces  deux  sortes 
de  mouvemens  dépendent  d'une  équation  de  même  forme, 
aux  différences  partielles  du  second  ordre,  n*  4^3 

lut^^tion  de  cette  équation  sous  forme  finie  ,  n*  4^4 

Détermination  des  deux  fonctions  arbitraires  contenues  dans 
cette  intégrale,  pour  toute  la  longueur  de  la  corde ,  et  pour 
toutes  les  valeurs  du  temps,  d'après  la  figure  initiale  de  la 
corde  vibrant  transversalement ,  et  les  vitesses  initiales  de 
tous  ses  points  ,  n*  485 

Construction  géométrique  de  la  figure  de  cette  corde  à  un 
instant  quelconque  ,  n*  4^ 

Lois  des  vibrations  transversales  qui  résultent  de  cette  cons- 
truction ,  et  qui  ont  été  confirmées  par  l'expérience ,  soit 
par  rapport  à  la  tension  de  la  corde,  soit  par  rapporta  son 
poids  et  à  sa  longueur  ;  l'élévation  du  ton  est  mesurée  par 
le  nombre  des  vibrations  dans  l'unité  de  temps ,        n*  487 

Discontinuité  des  lignes  employées  dans  la  construction  pré« 
cédente  ;  restriction  qu'on  doit  apporter  à  la  discontinuité 
de  la  courbe  qui  représente  la  figure  initiale  de  la  corde  ; 
cette  condition  restrictive  subsiste  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement ,  et  fournit  une  des  équations  nécessaires  au 
problème,  dans  le  cas  d'une  corde  composée  de  deux  parties 
de  matières  différentes,  n**  lfi& 

Antre  solution  du  problème  des  cordes  vibrantes,  dans  la- 
quelle l'ordonnée  courante  de .  la  corde  est  exprimée  par 
une  série  de  quantités  périodiques  ,  n°  489 

Cas  particuliers  où  le  ton  d'une  corde  s'élève  au-dessus  du 
ton  fondamental ,  et  répond  à  une  partie  aliquote  de  sa 
longueur  ;  nœuds  de  vibrations  qui  ont  lieu  dans  ces  sortes 
de  cas ,  n®  49<> 

Lois  des  vibrations  longitudinales  d'une  corde  tendue,  n^  491 

Rapport  très  simple  entre  leur  nombre  et  celui  des  vibrations 
transversales  de  la  même  corde  ,  n*  49^ 
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5  II.  f^ibrations  longitudinales  d'une  vierge  élastique,  page  3 16 

Hypothèses  que  l'on  fait  sur  cette  vet^;  son  mouvemeat 
longitudinal  dépend  de  U  munie  équatioa  aus  difFerences 
partielles  que  celui  de  la  corde  tendue  ,  et  ne  dUI^re  de 
celui-ci  que  par  les  coitditiuus  relatives  aux  extréinitëa  de  la 
verge,  u"'  493  et  49$ 

fiolulion  du  problème  ,  analogue  à  celle  du  n"  489  ;  lois  des 
vibrations  dan»  les  dilTereus  cas  Telalifs  aux  extrémités  ; 
élévation  du  too  fondamental ,  -i  raison  dei  nœuds  de 
vibrations  ,  n°  49^ 

Cas  ou  la  verge  s'étend  indéfiniment  ;  propagation  des  ondes 
sonores  dans  une  barre  bouiogène ,  cylindrique  ou  pris— 
maliquei  couditions  pour  qu'une  onde  sonore  ne  se  par- 
tage pas  en  deux  autres;  comment  la  vitesse  constante  de 
celle  propagation  se  conclura  du  ton  longitudinal  d'une 
verge  élastique  de  la  même  matière  que  la  barre  , 
n"  496  et  497 

Cas  où  la  barre  est  terminée  d'un  côté  ;  réflexion  du  son  à 
cette  extrémité  i  les  lois  de  la  propagation  et  de  la  ré- 
flexion du  son  dans  un  canal  cylindrique  rempli  d'air, 
quelconque,  ou  d'un  liquide ,  sont  les  mêmes  g 
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Équations  communes  à  tous  les  points  des  deut  veines ,  ex- 
cepté les  points  extrêmes  par  lesquels  elles  se  dioquent , 

n*5oi 

Application  des  formules  du  n*  49$  au  choc  dtfideux  yerges 
entièrement  litNres  ;  sommation  des  séries  périodiques 
cpi'elles  renferment  ;  on  vérifie  qu'elles  représentent  l'état 
initial  des  deux  Terges ,  n*  5o2  et  5o3 

Les  deux  verges  de  même  matière  et  de  même  diamètre  se 
séparent  dans  le  seul  cas  où  elles  ont  une  même  longueur  ; 
durée  de  ce  choc;  échange  des  vitesses  primitives  ;  cas 
où  l'une  des  deux  verges  est  composée  de  plusieurs  parties, 
éont  une  se  sépare  des  autres  après  le  choc ,  n*  5o4 

CbfK  d'une  verge  dont  l'extrémité  est  fixe ,  par  une  verge 
entièrement  libre  ;  réflexion  de  celle-ci  avec  une  vitesse 
€%ale  et  contraire  à  la  vitesse  primitive ,  quelles  que  soient 
les  longueurs  des  deux  vei|;es  ;  durée  du  choc,  n^  5o5  et  5o6 

^  lY.  Digression  sur  les  intégrales  des  équaiions  aux  diffé- 
rences pariielles  ^  P^^  347 

Le  nombre  des  fonctions  arbitraires  que  renferme  l'intégrale 
complète  d'une  équation  aux  différences  partielles,  peut 
être  moindlW|ue  le  nombre  qui  marque  l'ordre  de  cette 
équation  ;  il  peut  changer  avec  la  variable  par  rapport  à 
laquelle  la  série  est  ordonnée  ;  toutes  les  fonctions  arbi- 
traires peuvent  disparaître ,  et  se  trouver  remplacées  par 
des  séries  infinies  de  constantes  arbitraires;  dans  ce  cas 
ringulier,  l'intégrale  complète  est  exprimée  par  la  somme 
d'un  nombre  illimité  d'intégrales  particulières,  n^  507  et  5o8 

Exemples    très    simples  de  ces    diverses    transformations , 

n***  509  et  5io 

Les  séries  qui  se  présentent  dans  cet  exemple  ,  et  l'intégrale 
de  l'équation  donnée ,  peuvent  s'exprimer  sous  forme  finie, 
au  moyen  d'une  intégrale  définie,  n*'5ii 

Valeur  d'une  intégrale  définie  qu'on  a  souvent  occasion  d'em- 
ployer, n**5i2 

Application  de  ces  considérations  générales  aux  équations 

h 
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elativcs  A  lies  problèmes  de  Pliysiquc  cKleMé- 


xviij 
li» 

caiiiqiie  ;  leui's  itilcgralcs  c 
leiiient ,  par  des  sdnes  d't 
cDsiuus,  4ont  les  exposaos 
au  temps  ;  par  la  iiiaDiére 
est  certain  que  ces  expressii 
piuLlèine 


piétés  s'expriment ,  géoéra- 
ponentlelles  ou  (te  sinus  et 
u  les  arcs  sont  proportionnels 
loiit  elles  sont  obtenues,  on 
)  en  sifries,  des  inconnues  d'un 
renferment  la  solution  la  plus  générale;  il  y 


1  procédé  uniforme  pour  déterminer  dans  cliaque  cas 
les  coelficiens  de  ces  séries,  d'après  l'état  initial  du  système  ; 
après  cette  détermination  ,  si  l'on  fait  le  temps  égal  à  téi'o 
dans  ces  séries ,  on  obtient  des  séries  particulières  qui  re- 
présentent les  fonctions  arbitraires  relatives  à  cet  état  îpi— 
tial ,  mais  seulement  dans  l'étendue  du  système  ,  n"*  5i3 , 
5i4,  5iSet546 
Tonle  solution  d'un  problème  dans  laquelle  on  n'a  pas  véri- 
fie', à  posteriori,  l'exactitude  de  ces  dernières  séries,  ou 
démontré ,  à  priori,  la  généralité  de  l'intégrale  en  série  dont 
on  a  fait  usage,  doit  être  regardée  comme  iusuQisante, 

n-5i, 

5  V.  J'ibralions  transversales  ifutu!  verge  élastique,   page  368 
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là  réalilë  des  racines  de  Vëquation  transcendante  qui  sert  à 
détenniner  les  coefficiens  du  temps  sous  les  sinus  et  cosinus 
contenus  dans  Tintégrale  en  série ,  n**  5^4 

Condition  pour  que  la  verge  exécute  des  vibrations  isochrones; 
les  différens  tons  que  la  verge  libre  peut  faire  entendre,  dé- 
pendent des  racines  de  l'équation  précédente  ;  toutes  choses 
d'ailleurs  égales ,  ils  varient  avec  la  figure  de  la  section  trans- 
versale f  et  leiy||élévation  est  eu  raison  inverse  du  carré  de 
la  longueur  ;  oelennination  des  nœuds  de  vibration  qui  leur 
correspondent,  n^  5a5  et  626 

Vibrations  isochrones  d'une  verge  encastrée  par  une  extrémité, 
et  libre  â  l'autre  bout ,  n*  627 

Calcul  du  nombre  de  vibrations  correspondant  an  ton  fonda- 
mental et  aux  tons  plus  élevés ,  dans  le  cas  de  cette  dernière 
verge  élastique ,  et  dans  le  cas  de  la  verge  libre  aux  deux 
extrémités,  n^  628 

Comparaison  des  nombres  de  vibrations  transversales  et  lon- 
gitudinales d'une  même  verge,  n*  529 

CHAPITRE  IX.  Équations  et  propriétés  générales  du 
motwement  dun  système  de  corps,  page  5g5 

J  I**.  Equations  générales  du  mouvemeni ,  ibid. 

Combinaison  du  principe  de  D'Alembert  et  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles ,  n^  53o 

Elle  conduit  à  une  formule  générale,  d'où  l'on  déduira,  par 
un  procédé  uniforme,  toutes  les  équations  différentielles  du 
mouvement  d'un  système  de  points  matériels ,  dont  la  liai- 
son mutuelle  est  exprimée  par  des  équations  données  ;  ce 
procédé  fera  aussi  connaître  les  tensions  des  liens  physi- 
ques ,  et  les  pressions  sur  des  surfaces  ou  sur  des  courbes 
données,  qui  auront  lieu  pendant  le  mouvement,      n**  53 1 

On  indique  l'usage  de  la  méthode  fondée  sur  la  variation  des 
constantes  arbitraires  pour  la  résolution  des  équations  pré- 
cédentes ,  n°  532 

b.. 
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C^s  où  l'une  deseqiislJons,  qui  expriment  la  liaison  des  point!) 
dueystùiiu,  est  une  suite  d'une  ou  de  plusieui-sautrcsdeci» 
équations;  exemple  d'un  problème  indëtermind,  quand  on 
fait  abstracliou  de  l'cxleusitiilité  des  liens  physiques,  et 
dcleniiinc ,  quand  on  y  a  é^rd,  quelque  petite  qu'elle 
6oit ,  n"  533  et  534 

Formule  analogue  k  celle  du  a'  53i,  et  relative  aux  diange- 
mcns  bruiqut't  de  vitesse  ,  ^  -  n"  535 

Co  liai  (le  ration  eBseulicUe  à  laquelle  il  faudra  avoir  t^^ard  dans 
les  usnjjes  qu'on  fera  de  celte  formule  ;  comment  ou  tiendra 
compte,  dans  cette  formule,  de  l'efTet  du  frottement  pen- 
dant la  durée  des  clian{;enieiis  brusques  ;  ce  serait  une  er- 
reur d'y  introduire  les  effets  desjbrces  moléculairet ,  qui  y 
sont  déjà  compris  implicitement ,  n"  536  et  537 

Équations  dilTéren licites  du  mouvement  de  translation  d'uu 
^yslcme  entièrement  libre ,  qui  sont  celles  de  son  centre  de 
eraviic,  n"  538 

Équations  différentielles  du  mouvement  de  rotatiou  du  même 
système;  elles  conservent  la  même  forme,  soil  que  le 
centre  du  mouvement  soit  un  point  fixe ,  ou  qu'il  soit  le 
centre  de  p-avilé  du  système,  n°'  SSg  el  5^o 
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tèméy  et  dés  expressions  des  forces  qui  leur  sont  appli- 
quées, n**  544 

Formation  des  équations  diflférentielles  linéaires  et  du  second 
ordre ,  d'où  dépendent  les  valeurs  approchées  des  inconnues 
du  problème,  auxquelles  valeurs  on  s'arrête  toujours  dans 
les  questions  de  ce  genre  ;  le  nombre  de  ces  équations,  é|;al 
à  celui  des  inconnues  indépendantes  entre  elles ,  peut  s'éle- 
ver depuis  on  jusqu'à  trois  fois  le  nombre  des  mobiles  ; 
quand  les  mobiles  sont  des  points  matériels  en  nombre  in- 
fini ,  les  équations  différentielles  se  changent  en  équations 
aux  différences  partielles,  n*  545 

lotëgntioii  générale  de  ces  équations  différentielles  ;  consé- 
quences qui  s'en  déduisent  ;  principe  de  la  coexistence  des 
peiiies  oscillations,  n**  546  et  547 

Cas  où  les  oscillations  ont  lieu  dans  un  milieu  résistant, 

n*548 

Exemples  de  la  coexistence  des  petites  oscillations  ;  applica- 
tion du  principe  précédent  au  mouvement  d'un  point  pe- 
sant sur  un  ellipsoïde ,  n*  549 

Antre  théorème  général,  distinct  du  précédent,  et  qu'on  peut 
appeler  principe  de  la  superposition  des  petits  mouvemens; 
applications  nombreuses  de  ce  principe,  n^  55o  et  55 1 

C  m.  Principes  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  et  de  la  conservation  des  aires,  page  44? 

Loi  générale  de  Vénalité  de  faction  à  la  réaction ,  u*  552 

Principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gra^ 
¥ité ,  fondé  sur  cette  loi  de  la  nature  ;  conséquences  diverses 
de  ce  principe ,  n**  553 

Dans  le  mouvement  d'un  système  de  points  qui  ne  sont  soumis 
qu'à  leurs  actions  mutuelles ,  les  niomens  de  leurs  quanti- 
tés de  mouvement  sont  constans,  par  rapport  à  trois  axes 
qui  se  coupcmt ,  soit  enjin  point  fixe ,  soit  au  centre  de  gra* 
vite  du  système,  soit  A  un  point  animé  d'un  mouvement 
rectiligne  et  uniforme  ;  le  même  tlicorème  a  encore  lieu ,  par 
rapport  à  un  point  fixe ,  quand  les  mobiles  sont ,  en  outre, 
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sollicites  par  des  forces  (tiri}-écs  vers  ce  point,  ti"'  354.  ^^5 

cl  556 

Dctermlnation  du  nioinenl  principal  de  ces  quantités  de  mou- 
vement ,  et  de  la  direction  de  son  axe ,  ti"  557 

Dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  ,  ce  moment  prin- 
cipal est  indépendant  du  refroidissement  du  globe,  des  ex- 
plosions volcaniques,  du  souille  des  vents,  etc.;  consé- 
quence qui  en  résulte  relativement  à  la  durée  du  jour, 

n"558 

Autre  c'noncë  des  théorèmes  pre'cédens  ;  principe  de  ta  conser- 
vation des  aires,  n"  55g 

TLéorème  Aaplan  invariable,  dans  toute  sa  généralité',  n"  5Go 

Usage  de  ce  plan  et  d'une  droite  invariable  dont  il  est  ac- 
compagné dans  le  système  solaire,  n°56i 

Formules  pour  déterminer  ce  plan  ;V  un  instant  quelconque, 
en  ayant  é{;ard  au  mouvement  de  translation  et  au  mouve- 
ment de  Imitation  des  corps  célestes  ;  les  termes  qui  provien- 
nent du  tDouvcment  de  rotation  dépendent  deJa  constitu- 
tion intérieure  de  ces  corps,  et  demeureront  toujours 
inconnus;  on  fait  voir  qu'en  négligeant  la  partie  variable 
1  résultera  aucune  erreur  que  les  ob- 
servntioDs  puissent  jamais  rendre  sensible , 
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diminutions  de  force  vive  y  qui  finissent  par  anéantir  le 
mouvement  du  système,  quand  ces  pertes  ue  sont  pas  répa- 
rées par  d'autres  forces ,  n*"  567  et  568 
Comment  la  force  vive  absolue  d'un  système  se  déduit  de  la 
force  vive  due  aux  vitesses  deses  différentes  parties  dans  leuK 
mouvement  relatif  autour  du  centre  de  gravité  ;  application 
de  l'équation  générale  du  principe  des  forces  vives^u  système 
solaire  ;  usage  de  cette  équation  pour  reconnaître  si  l'action 
des  comètes  a  une  influence  sensible  sur  les  mouvemens  des 
autres  corps  célestes  y  n*  569 
La  proposition  relative  à  la  stabilité  de  l'équilibre  qu'on  a 
supposée  dans  le  n*  347»  est  maintenant  démontrée  j  à  l'aide 
du  principe  des  forces  vives,  n*  570 
Équation  relaUire  aux  changemens  brusques  de  vitesse,  et 
analogue  à  l'équation  du  principe  des  forces  vives  ;  vérifiea* 
tion  de  cette  équation  dans  le  mouvement  initial  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe  ,  n**  5^  i 
Au  moyen  de  cette  équation ,  on  démontre  qu'il  y  a  toujouss 
perte  de  force  vive  dans  le  choc  des  corps  dénués  d'élasti- 
âté,  augmentation  dans  les  explosions  qui  séparent  les  par- 
ties des  corps ,  et  invariabilité  dans  le  choc  des  corps  par- 
faitement élastiques,  n^  67 a 
Énoncé  général  du  principe  de  la  moindre  action  ;  ce  prin- 
cipe, en  cela  difiîérent  des  précédens,  ne  fait  connaître  au- 
cune intégrale  des  équations  difiiérentielles  du  mouvement  ; 
résumé  des  intégrales  qui  sont  fournies  par  les  principes  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  de  la 
conservation  des  aires  et  des  forces  vives ,                   n*  $78 
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LIVRE  CINQUIÈME. 

HYDROSTATIQUE. 

CHAPITRE  1°'.  Notions  préliminaires,        page  5o5 

Objet  de  V Hydrostatique  ;  conmient  on  y  considérera  les 
fluides,  n-S-/^ 

Disûnclion  entre  les  liquides,  les  fluides  a^rlforines  et  les  va- 
peurs ,  n*  5-;5 

Propriété  caractéristique  des  fluides,  que  l'on  prendra  pour 
une  donnée  de  l'expéritmce,  et  qui  servira  de  base  à  t'Ilydros- 
taiique ,  n*  5^6 

Explication  d^Uilloe  de  cette  propriété;  dcfînîtion  delà  pres- 
sion i-apporléi;  à  l'unilc  de  surface  ,  n"  5^^  et  5n8 

Démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles  dans  l'cqtii- 
libre  d'un  liquide  ,  ii'  5^9 

Pression  exercés  par  aa  fluide  élastique  ,  11"  5Ho 
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Lois  de  la  deosité  et  de  la  pression  dans  un  fluide  élastique  en 
équilibre ,  n**  587 

Cas  où  les  forces  qui  agissent  sur  les  points  d*un  fluide  sont 
leurs  actions  mutuelles  ;  parmi  ces  forces,  on  ne  doit  pas  te- 
nir compte  de  celles  qu'on  appelle  proprement yôrcey  moU" 
culaires,  et  ({ui  produisent  la  pression  à  laquelle  on  a  déjà  eu 
égard  dans  les  équations  générales  de  hydrostatique  ;  ces 
équations  sont  nécessaires  et  sujffisantes  pour  l'équilibre  des 
fluides ,  n*"  588 

Figure  constante  d'un  fluide  qui  tourne  autour  d'un  axe  fixe , 
on  équilibre  des  forces  qui  le  sollicitent  et  deS'forces  cen- 
trifuges provenant  de  la  rotation ,  n^  689 

Figure  d'un  liquide  pesant ,  contenu  dans  un  vase  qui  tourne 
autour  d'un  axe  vertical ,  n^  690 

La  figure  elliptique  de  révolution  satisfait  à  l'équilibre  d'un 
liquide  homogène  y  tournant  autour  d'un  axe  fixe  et  soumis 
à  l'attraction  mutuelle  de  ses  points  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  dbtance  ,  pourvu  que  la  vitesse  de  rotation  ne 
dépasse  pas  une  certaine  limite;  en  deçà  de  cette  li-* 
mite  il  y  a  toujours  deux  aplatissemens  de  l'ellipsoïde , 
qui  répondent  à  une  vitesse  donnée  ;  au— delà ,  la  figure 
elliptique  est  impossible  ;  mais  ce  n'est  que  quand  on  sup- 
pose l'aplatissement  très  petit ,  qu'il  est  démontré  que  la 
figure  elliptique  soit  la  seule  qui  convienne  à  l'équilibre , 

n**  591 

Application  des  formules  du  numéro  précédent  ;  cas  où  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  l'attraction  totale  y  qui  a 
lieu  à  l'équateur  ,  est  une  très  petite  fraction ,  comme  dans 
le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  ,  11®  699 

DiiTérence  essentielle  entre  les  couches  de  niveau  dans  un 
fluide  soumb  à  l'action  mutuelle  de  ses  différens  points  ,  et 
dans  un  fluide  dont  les  points  sont  sollicités  par  des  forces 
dirigées  vers  des  centres  fixes  et  donnes ,  n?  698 

Équilibre  d'un  fluide  dont  les  points  s'attirent  proportion- 
nellement à  leurs  dislances  mutuelles ,  n*  B94 
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CHAPITRE  III.  De  l'équilibre  des  Jluïdes  pesa/is. 
page  55/f 

Ëqailibre  d'un  liquide  homogène  contenu  dans  un  vase  ;  la 
pression  sur  le  foail  du  vaae  est  indépcudanle  de  sa  forme  , 

Ét^uîlibre  de  plusieurs  liquides  superposés  ;  valeur  de  la  pres- 
sion sur  le  fond  du  vase,  n"  SgG 

Lois  de  l'équilibre  des  liquides  contenus  dans  des  vases  com- 
muniquans  ,  n°  597 

Ënumcration  des  applications  principales  dont  ces  lois  sont 
susceptibles  ;  siphon,  presse  hydraulique  ,  barom'etre  , 
pompe,  n"  SgS 

Pression  exerce'e  par  un  liquide  sur  une  paroi  plane  inclinée  ; 
le  centre  de  pression  est  toujours  plus  bas  que  le  centre  de 
gravité  ,  n"  699 

Exemples  de  la  détermination  du  centre  de  pression ,     n°  600 

Pression  exercée  sur  un  corps  plongé  dans  un  liquide;  les 
pressions  horizontales  se  détruisent  ;  résultante  des  pres- 
sions verticales,  n"  601  ,  ôoa,  6o3 

Perte  de  poids  d'un  corps  pesé  dans  un  fluide;  détermina— 
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Équilibre  d*aii  prisme ,  d'un  cylindre  et  d*an  solide  de  ré- 
Tolulion ,  dans  une  situation  verticale  ;  usage  des  pèse^ 
liqueurs  f  n*  6ii 

Règle  du  métacentre  pour  s'assurer ,  dans  un  cas  particulier, 
de  la  stabilité  de  l'dquilibre  d'un  corps  flottant ,       n*  6ia 

Application  du  principe  des  forces  vives  au  mouvement  d'un 
corps  flottant  de  forme  quelconque ,  très  peu  écarté  d'une 
position  d'équilibre;  condition  générale  de  la  stabilité  de 
cet  équilibre,  n~6i3,  6i4f  6i5et6i6 

Détermination  des  petites  oscillations  d'un  corps  flottant; 
symétrique  par  rapport  à  une  section  verticale;  oscilla- 
tions verticales  du  centre  de  gravité  ;  osciIlations<lu  corps 
autour  d'un  axe  passant  par  ce  point  et  perpendiculaire  à 
cette  section ,  n~  6i  7  et  618 

CHAPITRE  V.  Deja  mesure  des  hauteurs  par 
Pobservation  du  baromètre^  page  609 

La  pression  barométrique  est  égale  au  poids  de  U  colonne 
d'air  supérieure  ;  sa  diminution  fera  connaître  la  hauteur 
verticale  de  l'élévation  ,  n**.  61  g 

Masse  totale  de  l'atmosphère  comparée  à  celle  de  la  terre  ; 
limite  de  la  hauteur  de  l'atmosphère  ;  décroissement  de  la 
température  à  mesure  qu'on  s'élève  au-dessus  de  la  terre  , 

n**  620 

Manomètre  ^  usage  qu'on  pourrait  faire  de  cet  instrument 
pour  comparer  les  intensités  de  la  pesanteur  à  différentes 
latitudes,  n®  621 

A  température  égale ,  la  densité  d'un  fluide  élastique  est 
proportionnelle  à  la  pression  qu'il  éprouve  »  ce  qui  cons- 
titue la  loi  de  Mariotle  ,  n®  62a 

Usage  de  cette  loi  pour  calculer  l'élévation  de  l'eau  dans 
une  pompe ,  quand  il  se  trouve  de  l'air  au-dessous  du 
piston  y  n°  623 

Dilatation  égale  et  uniforme  de  tous  les  gaz  par  les  vapeurs, 
pour  des  degrés  égaux  de  température  ,  mesures  sous  une 
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pression  constante  par  le  tliennomùtre  à  sur;  coL'fTicientde 
la  dilatation  pour  chaque  defird  ;  ce  coclHcieut,  coininuit 
h  tous  les  fluides  élastiques,  n'est  pas  rigoureusement 
constant ,  quand  la  température  est  mesurée  par  un  ther- 
momètre à  mercure  ;  u'quatîon  qui  donne  la  preiisîon  en 
fonction  de  la  densité  et  de  la  température  ;  calcul  du 
rapport  de  la  pression  h  la  densité  ,  dans  l'air  parfaite- 
ment sec  et  dan»  l'air  au  maximum  d'Iiumidilé,  pour  la 
température  léro  ,  n"  6a4  et  GaS 

Équation  d'équilibre  d'une  colonne  verticale  de  l'atmosplière  ; 
loi  de  la  pression  et  de  la  densité  ;  on  vérifie  que  le  poids 
total  de  la  colonne  est  équivalent  h  la  pression  inférieure , 

n°6a6 

Houvement  d'ua  ballon  qui  s'élève  dans  l'air  ,  n'  627 

Formule  pour  la  mesure  des  liauteurs  par  l'observation  du 
baromètre  ;  le  coefTicient  constant  de  cette  formule  8*a£-' 
corde  avec  la  moyenne  d'un  grand  nombre  de  liaateurs 
mcsurccs  trigonométriquemenl,  n' 6a8 

Modification  qu'on  doit  faire  subir  à  cette  formule,  d'après 
la  remarque  do  nf  255,  quand  on  veut  la  faire  servir  .à 
calculer  la  hauteur  d'un  lieu  eu-dessus  du  niveau  de  la  mer  f 
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CHAPITRE  VI.  De  la  force  élastique  et  de  la  cha- 
leur des  gaz  ,  page  637 

Cas  ou  Ton  a  besoin  de  connaitre  les  variations  de  la  pression 
et  de  la  température  d'un  gai,  produites  par  oelles  de  la 
densité ,  sans  que  la  quantité  de  chaleur  varie ,  n*  633 

Définition  de  la  chaleur  spécifique ,  soit  è  volume  constant, 
soit  à  pression  constante;  équation  aux  différences  par- 
tielles d'où  dépend  la  quantité  de  chaleur  en  fonction 
de  la  pression  et  de  la  deiksité ,  n*  634 

Expérience  propre  à  déterminer  l'accroissement  de  tempé- 
rature d'un  gaz  ,  correspondant  à  une  petite  condensation 
sans  perte  de  chaleur  ;  calcul  numérique  de  cet  accroisse- 
ment de  température ,  qui  peut  aussi  se  déduire  de  la 
vitesse  du  son  ,  n*  635 

Gomment  cet  accroissement  de  température  est  lié  au  ra|>- 
port  des  deux  chaleurs  spécifiques  du  gaz  ;  valeurs  diffé- 
rentes de  ce  rapport  y  données  par  Texpérience;  on  le 
regarde  comme  indépendant  de  la  température  et  de  la 
pression  dans  Tair  atmosphérique  ,  n^  636  et  637 

Intégration  de  l'équation  du  n®  634  9  ^"oa  l'hypothèse  de  ce 
rapport  constant  ;  lois  de  la  pression  et  de  la  température 
en  fonctions  de  la  densité,  quand  la  quantité  de  chaleur 
est  invariable  ,  n**  638 

Expression  de  la  quantité  de  chaleur  en  fonction  de  la  tem- 
pérature et  de  la  densité  ,  dans  l'hypothèse  que  la  chaleur 
spécifique  du  gaz  est  indépendante  de  la  température 
mesurée  par  un  thermomètre  à  air  ;  chaleur  spécifique 
en  fonction  de  la  pression  ;  application  à  l'air  atmosphé- 
rique ;  rapport  des  quantités  de  chaleur  perdue ,  par  un 
même  volume  d'air ,  sous  différentes  pressions;  ce  rapport 
est  confirmé  par  l'expérience ,  n^  639 

Application  des  formules  précédentes  à  la  vapeur  d'eau  ;  re- 
marque relative  aux  machines  à  vapeur  à  hautes  pressions, 

n**  64©  et  64 1 
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Mouvement  du  piston  dans  une  uiBcliine  :i  vapeur;  étal  de 
U  vapeur  à  un  instant  quelconque  ;  calcul  de  la  force  vive 
produite  par  la  chute  ou  l'élévation  <la  piston  ;  détente  de 
U  vapeur,  n"  64a 

La  force  élastique  du  mélange  de  plusieurs  ga*  est  e'(>nlf  à 
la  somme  des  forces  élastiques  de  ces  fluides  ;  équation  qui 
détemiine  la  chaleur  spécifique  du  mélange,  d'après celk's 
des  gai  mélangés ,  en  proportion  donnée  ;  le  rapport  des 
chaleurs  spécifiques  ;i  pression  constante  et  à  volume  cons- 
tant ,  ne  peut  pas  ètie  indépendant  de  ta  pression  dans 
les  gaz  mélangés  ,  n"  643  et  644 
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CHAPITRE  I".  Équations  générales  du  mouvement 
desjîuides,  P^ge  6(i5 
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D'Aleinbert;  équation  relative  à  la  sarface  libre  d'an  fluide 
en  mouvement ,  n**  64? 

Quatrième  équation  du  mouvement  des  fluides  ;  sa  décompo* 
sition  «n.  deux  autres,  dans  le  cas  des  liquides  ;  valeur  de 
la  pression  en  fonction  de  la  température  et  de  la  den- 
sité y  dans  le  cas  des  fluides  élastiques ,         n**  648  et  649 

Dans  un  liquide  en  mouvement  dont  la  température  varie 
4l'un  point  à  un  autre  et  avec  le  temps ,  la  distribution 
de  la  chaleur  dépend  de  la  même  équation  que  dans  on 
corps  solide  hétérogène  ;  dans  un  fluide  élastique ,  cette 
équation  doit  être  remplacée  par  une  autre,  dont  on  in- 
dique la  formation ,  n*  65o 

On  explique  pourquoi  la  quatrième  équation  du  mouvement 
des  fluides  s'appelle  équation  de  la  continuité  ;  exemples 
de  mouvemens  dans  lesquels  elle  n'a  pas  lieu  ,  n*^  65i 

Conditions  relatives  à  la  superficie  des  fluides,  que  Ton  a 
coutume  d'ajouter  aux  équations  de  leur  mouvement,  dans 
les  difierens  problèmes  d'hydrodynamique,  65a 

Réduction  des  équations  du  mouvement  des  fluides  à  un 
moindre  nombre  et  à  une  forme  plus  simple ,  dans  un 
cas  très  étendu ,  n®  653 

On  démontre ,  en  général^  que  si  la  condition  nécessaire  pour 
que  celte  réduction  ait  lieu  ,  se  vérifie  à  l'origine  du  mou- 
vement, elle  sera  satisfaite  pendant  toute  sa  durée  ,  n®  654 

Mouvement  d'un  liquide  qui  tourne ,  sans  changer  de  figure, 
autour  d'un  axe  fixe  ;  on  retrouve ,  d'après  les  équations 
générales  de  l'hydrodynamique ,  l'équation  de  la  surface 
qu'on  avait  déduite  précédemment  (u"  589)  de  l'équi- 
libre des  forces  centrifuges ,  jointes  aux  forces  motrices  des 
points  du  fluide  ,  n*  655 

CHAPITRE  \l.  De  la  propagation  du  sorij  page  69? 

Indication  des  ouvrages  où  l'on  trouvera  les  principaux  résuU 
tats  qui  ont  été  déduits,  jusqu'à  présent,  des  équations 
générales  du  mouvement  des  fluides  ,  n**  656 

Équation  générale  aux  difierences  partielles,  d'où  dépend  la 
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thcoriu  du  son,  dnns  la  supposUîon  du  n"  653,  qui  con- 
vient aux  deux  cas  particuliers  qu'on  va  considi^rer  ,  n°65'j 

Cas  où  l'air  est  couieuu  dans  un  tuyau  cytiodrique  ;  lu 
Diouvenient  est  te  même  que  suivant  la  longueur  d'une 
Ter{;c  élastique  ;  comment  les  difl'ërens  tous  d'un  instru' 
luenl  à  vent  peuvent  servir  à  déterminer  le  rapport  des 
dialcurs  spéciliques  à  volume  constant  et  sous  une  pression 
constante,  pour  les  diAerens  gax  que  l'on  fait  vibrer  dans 
cet  instrument  ,  n"  658 

Propagation  du  son  à  l'air  libre,  dans  le  cas  où  le  niouve- 
luent  est  soinblablo  eu  tous  sens  autour  du  centre  de  l'é- 
branlement ^  inlejjration,  sous  forme  finie,  de  l'équation 
i-elative  à  ce  mouvement  ;  délerminaiiou  des  deux  foiic4 
lions  arbitraires  qu'elle  renferme,  n"  659  et  660 

La  vitesse  de  cette  propagation  est  la  même  que  dans  un 
tuyau  cylindrique;  inlensitc.  du  son  à  une  grande  distance 
du  lieu  de  l'ébranlement  ;  elle  dépend ,  toutes  choses  d'ail- 
leurs égales  ,  de  la  densité  de  l'air  en  cet  endroit;  à  quoi 
l'on  doit  attribuer,  suivant  Eulcr,  la  différence  d'une 
syllabe  à  une  autre  ,  chantées  avec  la  uiêmc  force  et  sur  le 
même  ton  ,  n"  661 

Coexistence  des  sons  dans   un  air  ébranle'  simultanément  en 
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BOUS  la  dénQmînation  d'hjrpothèse  du  parallélisme  des 
tranchée^  elle  réduit  le  problème  à  la  de'termination  de 
deux  inconnues ,  savoir ,  la  pression  et  la  vitesse  de  chaque 
tranche ,  n**  667 

Formules  qui  feront  connaître  ces  deux  inconnues,  en  un 
point  quelconque  du  vase  d'où  le  liquide  s'écoule  par  un 
oiiâce  horizontal  y  lorsque  l'on  connaîtra  la  vitesse  qui  a 
lieu  à  cet  orifice,  n*** 668  et  669 

Equations  différentielles  d'où  dépend  cette  vitesse  et  la  hau- 
teur du  niveau  du  liquide  au-dessus  de  l'orifice,         n**  670 

Solution  complète  du  problème ,  et  calcul  de  la  dépense  du 
fluide,  dans  le  cas  où  le  niveau  du  liquide  est  entretenu  à 
une  hauteur  constante ,  n*  67 1 

Cas  où  le  niveau  est  variable  ;  application  au  mouvement  de 
Teau  qui  sort  d'un  cylindre,  par  un  orifice  horizontal, 

n*»*  67a  et  673 

Examen  particulier  du  cas  où  Torifice  est  très  petit  ;  théo- 
rème relatif  à  la  vitesse  du  fluide  à  cet  orifice ,  horizontal 
on  incliné ,  n^  674  et  67$ 

La  dépense  observée  s'écarte  beaucoup  de  celle  qui  résulterait 
de  ce  théorème ,  dans  le  cas  de  l'orifice  en  mince  ptiroi; 
explication  qu'on  donne  de  cette  difierence  ;  coniraciion 
de  la  veine  fluide;  augmentation  de  la  dépense  produite 
par  un  ajutage,  n*'676 

Mouvement  d'un  fluide  élastique  qui  sort  d'un  vase  par  un 
orifice ,  dans  l'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  ; 
vitesse  de  l'écoulement;  cas  où   l'onfice  est  très  petit, 

n«*  677  et  778 

ADDITION 

Bekuii^e  à  Vusage  du  principe  des  forces  vives  dans  le  calcul 

des  machines  en  mouvement. 

Objet  de  cette  addition,  n®  679 

Définition  des  forces  mouvantes  et  des   forces  résistantes  ; 

équation  différentielle  suffisante  pour  déterminer  le  mouve- 

C 
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ment  d'une  macliincr  ;  transfonnatiou  de  cette  équation  , 
dans  laquelle  ces  deux  sortes  de  forces  sont  distinguées 
l'une  de  Vautre  ,  n^eSoetÔSi 

Ëquation  du  principe  des  forces  vives ,  sous  la  forme  où  on 
l'emploie  dans  te  calcul  des  inacliines  en  mouTemcnt;  défi- 
nition de  la  quantité  de  travail  élémentaire ,  du  travail 
moteur  et  du  travail  résistant,  d'  68a 

Quantité  de  travail  due  à  la  cbuie  ou  à  l'élévation  d'un  poids  ; 
unité  dynamique  ;  mesures  d'une  quanlîlé  de  travail  et 
d'une  force    vive    quelconques ,    en   unités    dynamiques , 

n"683 

Ëquations  qui  ont  lieu  quand  une  inacbîne  part  du  repos 
et  quand  elle  est  parvenue  à  un  état  permanent;  considé- 
ration du  frottement  et  des  autres  résistances  ;  effet  gé- 
néral d'une  macliine,  n'  684 

Défînîiion  et  usage  du  votant  dans  les  machines,         n°  685 

Effets  nuisibles  des  chocs  et  des  chan^emens  brusques  de 
vitesse  dans  les  machines,  n'  686 

La  diminution  graduelle  de  la  force  vive ,  due  aux  frottemens 
[  résistances  des  milieux  ,  peut  aussi  être  produite 
]iartie  du   mouvement  aux 
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ceux  qui  rëtaltent  de  leon  TÎtesses  absoliiet,  et  ceux  qoi 
résoltent  de  leurs  vitesses  relatives ,  n^  691  et  6ga 

Équation  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  relatives  des  points 
d'une  machine  ;  équation  résultante  de  la  combinaison  de 
celle  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  absolues,  et  de  celle 
des  forces  vives  dues  aux  vitesse»  relatives  ;  autre  équation 
qui  se  déduit  de  la  précédente  dans  un  cas  particulier,  et 
qu'on  peut  regarder  comme  évidente  en   elle-même  , 

n**693et694 

Application  de  cette  dernière  équation  an  choc  d'un  corps  so- 
ude contre  un  plan ,  et  à  la  pression  d'un  corps  pesant  contre 
un  plan  animé  d'une  vitesse  donnée  >  n®  696 

Usage  de  cette  même  équation ,  pour  déterminer  la  pression 
d'une  veine  fluide  en  mouvement  contre  un  plan  incliné 
ou  perpendiculaire  à  sa  direction,  en  mouvement  ou  en 
repos,  u®6g6 
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PRINCIPE   GENEHAL   DE  LA  DTNAjaQUE. 

35o.  Lorsque  des  points  matériels,  soumis  à  des 
forces  données,  sont  liés  entre  eux  dune  manière 
quelconque,  ils  prennent,  à  chaque  instant,  des  vi- 
tesses infiniment  petites,  différentes  de  celles  que  ces 
forces  leur  imprimeraient  s'ils  étaient  libres.  Ces 
forces  étant  connues,  ces  dernières  vitesses  le  sont 
aussi;  et  le  problème  général  de  la  Dynamique 
consiste  à  en  déduire,  en  grandeur  et  en  direction, 
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lus  accroisse  mens  du  vitesse  qui  ont  rbcllcment  lîeu. 
Sa  solution  dépend  d'un  principe  très  simple  que  l'on 
doit  à  D'Alembert ,  et  d'après  lequel  on  ramené  toutes 
les  questions  relatives  au  mouvement,  a  de  simples 
questions  d  équilibre,  toujours  résolubles  par  les  rè- 
gles exposées  dans  le  livre  précédent. 

Pour  énoncer  te  principe  d'une  manière  précise, 
«oîent  m  la  masse  d'un  des  points  matériels  que  l'on'* 
considère,  et  ut  la  vitesse  que  la  force  qui  te  solli- 
cite lui  imprimerait,  s'il  était  libre,  dans  un  temps  r 
infiniment  petit.  Appelons  çt  l'accroissement  de  vi- 
tesse qui  aura  également  lieu  pendant  ce  même  ins- 
tant, et  dont  la  direction  différera  ,  en  général,  de 
celle  de  la  vitesse  donnée  ur.  Par  la  règle  du  paral- 
lélogramme des  forces,  qui  s'applique  également  aux 
vitesses  [n*  i^S),  décomposons  ur  en  deux  autres  vi- 
tesses, dont  l'une  soit  qr ,  et  l'autre  sera  représentée 
par  pT.  La  force  motrice  appliquée  au  mobile  aura 
le  produit  mu  pour  mesure;  celles  qui  seraient  capa- 
bles des  vitesses  qr  et  pr ,  auront  pour  valeui-s  ma 
et  mpi  et  nous  pourrons  regarder  la  force  donnée 
mu  comme  la  résultante  de  la  force  nig,  à  laquelle  est 
dû  l'accroissement  de  vitesse  qui  a  réellement  lieu  , 
et  de  la  force  mp,  dont  l'eft'et  est  détruit  par'la  liaison 
des  points  du  système.  Nous  appellerons  cette  der- 
nière la  foi-ce  perdue. 

Désignons  par  les  mêmes  lettres  avec  des  accens , 
savoir,  m',  n\  <}',  p  ;  ni",  rt",  tj",  p",  etc.,  les  quan- 
tités analogues  a  m,  u,  q,  p,  qui  répondent  aux  au- 
tres points  du  sj-stème.  Quels  que  soient  leur  nOnibre 
et  leur  liaison  mutuelle,  il  est  évident  que  les  forces 
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perdues  jnp ^  m^p\w!'^f^\  ctc*,  devront  se' faire  ëc{ui^ 
lilK  ;  car  si  cet  À{ailibre  n'avait  pas  lieu ,  ces  forces 
prodaîkaiént  de  certaines  vitesses  infiniment  petites 
pendant  l'instant  r^  et  ^  par  conséquent ,  qx  ^  q'r', 
^■T^,  etc.r,  ne  ser&ietit  plus,  contre  l'hypothèse ,  les 
accroissemens  de  vitesse  qui  ont  réellement  lieu. 

Cesf  en  cela  que  consiste  le  principe  de  D'Âlem- 
bert.  Au  lien  des  fonces  mp ,  mfp%  m"pf',  etc.,  on  peut 
nlettr0 ,  dans  les  équations  d'équilibre  du  système 
que  l'on  considère,  leis  quantités  de  mouvement  mpr^ 
m^pW^  mîyV,  qui  leur  sont  proportionnelles,  et 
alors  on  dit  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  quantités  de 
monvemeàl  infiniment  petites,  peignes  dans  chaque 
instant  par  tous  les  points  du  système  ,^n  vertu  de 
leur  liaison  'mutuelle. 

33'x.  On  peut  changer  cet  énoncé  général  en  un 
autre  qtii  sera  souvent  plus  commode. 

Observons,  pour  cela ,  que  mu  étant  la  résultante 
de  niq  et  mp,  chacune  de  ces  composantes,  la  se- 
conde: pSLT  eicemple ,  est  aussi  la  résultante  de  mu  et 
de  loutre  oômposante  mq ,'  prise  en  sens  contraire  de 
sa  direction;  en  remplaçant  ainsi  chacune  des  forces 
perdues^m^,  m'pf,  m"pf',  etc.,  parles  deux  forces  dont 
elle  est  la  résultante ,  nous  voyons  que  le  principe  de 
D'Alembert  revient  à  dire  qu'il  y  a  constamment  équi- 
libre entre  les  forces  données ,  qui  agissent  sur  tous 
les  points  d'un  système  de  points  matériels  en  mou- 
vement, et  les  forces  auxquelles  sont  dus  les  accrois- 
semens infiniment  petits  de  vitesse  qui  ont  lieu  à 
chaque  instant ,  ces  dernières  forces  étant  prises  en 
sens  contraire  de  leurs  directions.  On  remplacera ,  si 
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Ton  yeut ,  les  premières  forces  par  les  quantités  de 
mouvement  mur ,  rrlvlx^  mW,  etc.,  et  les  demièrea 
par  mqx ,  m'ç'r,  ni'^'r^  etc. ,  en  donnant  à  chacune 
des  vitesses  q ,  q\  q^'^  etc. ,  une  direction  contraire  à 
la  sienne ,  et  laissant  k  u^u',  ii\  etc. ,  leurs  propres 
directions. 

Ce  second  énoncé  a  Tavantage  de  conduire  immé- 
diatement  à  des  équations  entre  les  inconnues  q ,  ç', 
((^  etc.,  et  les  données  du  problème ,  qui  sont  les  vi- 
tesses u ,  u,  u!',  etc.  Ces  équations  résulteront ,  soit 
des  conditions  d'équilibre,  soit  des  liaisons  qui  au- 
ront lieu ,  dans  chaque  cas ,  entre  les  points  du  sys- 
tème ;  elles  seront  toujours  en  même  nombre  que  les 
coordonnées  de  tous  ces  points  (n*  340'  ^^9  consé- 
quemment,  en  même  nombre  que  les  composantes 
des  vitesses  q ,  q',  ^',  etc. ,  parallèles  aux  axes  de  ces 
coordonnées  ;  en  sorte  qu'elles  feront  connaître ,  en 
grandeur  et  en  direction ,  les  accroissemens  de  vitesse 
de  tous  les  mobiles  à  chaque  instant  ;  ce  qui  est , 
comme  nous  l'avons  dit,  la  solution  générale  du  pro- 
blème de  la  Dynamique.  Picmonter  ensuite  de  ces  ac- 
croissemens infiniment  petits  aux  vitesses  et  aux 
coordonnées  du  mobile  en  fonctions  du  temps,  est 
une  question  de  calcul  intégral. 

353:  Loi-sque  les  forces  mq ,  mfq',  ni'cj[\  etc.,  au- 
ront été  déterminées,  si  on  les  prend  en  sens  con- 
traire de  leurs  directions ,  et  qu  on  les  compose  avec 
les  forces  données  inu^  wlu\  niUi\  etc. ,  on  aura  les 
forces  perdues  mp ,  yrip\  m'y,  etc.  Cest  à  ces  der- 
nières forces  que  sont  dues  les  tensions  des  fils ,  des 
verges  élastiques  et  de  tous  les  liens  physiques  qui 
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peuvent  exister  entre  les  différens  points  du  système, 
ainsi  que  les  preasicuis  exercées  sur  les  surfaces  et  les 
courbes  données  qu'ils  peuvent  être  obligés  de  par- 
courir; et,  d'après  le  premier  énoncé  du  principe  de 
D'Alembert,  ces  pressions  ou  tensions  se  détermine- 
ront, dans  l'état  de  mouvement  de  nystème ,  par  les 
règles  de  la  Statique  appliquées  aux  forces  per- 
dues (no  343). 

Pendant  le  mouvement,  une  partie  de  la  force 
donnée,  qui  agit  sur  chaque  mobile,  est  donc  em- 
ployée à  Élire  varier  sa  vitesse,  et  n'a  aucune  in- 
fluence sur  les  pressions  ou  tensions  dont  il  s'agit;  et 
l'autre  partie,  qu'on  regarde  comme  détruite  ou  pei^ 
due,  produit  ces  tensions  ou  pressions,  et  n'influe 
nullement  sur  la  vitesse.  Lorsque  le  système  est  par- 
venu a  un  état  permanent  dans  lequel  tous  les  points 
qui  le  composent  se  meuvent  uniformément,  la  pre- 
mière partie  de  chaque  force  est  nulle ,  et  la  force  en- 
tière est  détruite ,  c'est-à-dire ,  employée  à  produire 
les  pressions  contre  les  obstacles  fixes,  et  les  ten- 
sions des  liens  physiques  ,  comme  si  ce  système 
était  en  équilibre. 

Supposons,  d'après  cela,  qu'une  corde  soit  en 
mouvement  suivant  sa  longueur,  et  que  des  forces 
données  agissent  à  ses  deux  bouts  suivant  ses  prolon- 
gemens.  Si  ce  mouvement  demeure  uniforme ,  les 
deux  forces  seront  égales,  et  leur  valeur  commune 
exprimera  la  tension  de  la  corde  ;  si ,  au  contraire , 
les  deux  forces  sont  inégales,  l'excès  de  la  plus  grande 
sur  la  plus  petite  sera  employé  à  accélérer  ou  à  re- 
tarder le  mouvement  de  la  corde,  et  sa  tension  aura 
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pour  mesure  la  partie  de  la  plus  grande  furie  dé- 
truite par  ]a  plus  petite,  ou  e'gale  et  contraire  à  celle- 
ci.  Par  exemple,  lorsqu'un  cheval  traîne  un  fardeau 
sur  une  roule,  et  que  le  mouvement  du  système  de- 
meure uniforme,  l'effort  du  cheval,  parallèlement  À 
la  route,  est  égal  au  poids  du  fardeau  décomposé 
suivant  cette  direction  ,  plus  le  frottement  du  fardeau 
contre  la  route;  il  est  constant  quand  l'état  de  la 
route  et  son  inclinaison  oc  varient  pas;  si  on  le  sup- 
pose transmis  au  fardeau  par  le  moyen  de  plusieurs 
cordons  parallèles  entre  eux  et  à  la  roule ,  l'effort  lo- 
!lal  sera  égal  à  la  somme  des  tensions  de  tous  ces 
-cordons;  et,  dans  la  pratique,  on  mesure  l'eflort 
exereé  suivant  choque  cordon  par  l'extension  d'un 
ressort  interposé  suivant  sa  longueur.  L'inclinaison 
et  l'état  de  la  route  ne  changeant  pas,  si  les  efforts  de 
l'animal  augmentent  Ou  diminuent,  le  mouvemeot 
-4u  système  s'accélère  ou  se  ralentit,  sans  que  les 
I  (tensions  éprouvent  aucune  variation .  Lorsque  la 
>ronte  est  horizontale,  le  frottement  insensible,  et 
le  mouvement  uniforme,  le  cheval  n'a  d'autre  force 
à  développer  que  celle  quî  est  nécessaire  pour  sa 
.propre  moi-clic;  il  n'exerce  aucun  effort  suivant  les 
j-cordons  attachés  au  fardeau,  et  leurs  tensions  sont 
[-constamment  nulles. 

353.  Le  principe  de  D'Alemhcrt  a  aussi  lieu  rela- 
Ifitivement  aux  quantités  de  mouvement  Unies,  per- 
dues par  des  corps  liés  entre  eux  d'une  manière 
quelconque,  et  sur  lesquels  on  exerce  des  percus- 
Bions  simultanées,  qut  ne  sont  autre  chose  que  des 
forces  motrices  agissant  sur  les  mobiles  avec  de  ti"ès 
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grandes  intensités  et  pendant  de  très  courts  intervalles 
de  temps  (n*  1 26). 

Ainsi  y  supposons  qu  une  force  4e  cette  nature  agisse 
sur  le  poiot  dont  la  masse  est  m,  pendant  uq, temps 
fini,  mais  assez  p^tit  pour  que  le  point  m  et  tous  les 
autres  points  du  système  ne  changent  pas  sensible- 
ment de  position  dans  cet  intervalle  de  temps.  R^ 
prësèntons-Iè  paï*  €,  et  par  U  la  vitesse  de  grandeur 
finie  que  cette  force   imprimerait  au  point  m ,  s'il 
était  libre  j  et  soit  aussi  Q  la  vitesse  qu'elle  lui  im- 
prime réellement ,  de  sorte  qu'au  bout  du  temps  €  il 
se  trouve  animé  de  la  vitesse  qu'il  avait  auparavant , 
de  la  vitesse  Q,  et  de  cellcqui  lui  est  communiquée, 
pendant  le  même  temps,  par  les  forces  motrices 
qui  peuvent  agir  sur  le  sy  tème,  indépendamment  des 
percussions*  Décomposons  la  vitesse  U  en  deux  autres, 
l'une  égale  à  Q,  et  l'autre  que  je  représenterai  par  P. 
Faisons  des  suppositions  semblables  à  l'yard  des  au- 
tres points  m',  m",  etc. ,  du  système ,  et  désignons , 
par  rapport  à  ces  points,  par  U',  Q',  F;  U'^,  Q", 
P",  etc.,  les  quantités  analogues  à  U,  Q ,  P.  L'équi-* 
libre  existera  dans  le  système,  soit  au  commence- 
ment ,  soit  à  la  fin  du  temps  £ ,  entre  les  quantités  de 
mouvement  perdues  mP,  niP',  m"P",  etc. 

En  effet ,  décomposons  la  durée  e  des  percussions 
en  un  nombre  infini  d'instans  infiniment  petits.  Soient 
T  l'un  de  ces  instans,  nparr ,  m'ttar'r'f  m'^V,  etc., 
les  parties  infiniment  petites  de  mP,  mT',  m'T'^,  etc., 
perdues  pendant  cet  instant,  et,  comme  précédem- 
ment, mpr,  m'/^V,  m'yV',  etc.,  les  quantités  infini- 
ment petites  de  mouvement,  provenant  des  forces 
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motrices,  et  perdues  dans  ce  même  instant.  D'après 
Icuoncé  du  n"  35o ,  il  y  aura  équilibre,  dans  le  sys- 
tème, entre  ces  deux  groupes  de  quantités  de  mou- 
\  vemeot;  chacune  des  équations  relatives  à  cet  équi- 

libre sera  de  la  forme  : 

A/n<WT  +  k'm'm'r  ~\-   A'm'W'r  +  etc. 
+  Bm/>r    -f-  Wm'p'r    ■+-  B"m"/V'r    +  elc.^o, 

en  désignant  par  A,  A',  A",  etc.,  B,  B',  B",  etc.,  des 
cocfflcicns  dépendans  des  positions  des  mobiles;  et 
cette  équation  subsistera  pendant  toute  la  durée  e  des 
percussions,  La  somme  des  valeurs  de  son  premier 
membre  qui  répondent  à  tous  les  instans  de  cette  du- 
rée, sera  donc  égale  à  zéro;  mais,  dans  cette  som- 
mation, on  pourra  regarder  les  coefBciens  comme 
invariables,  puisque,  par  hypothèse,  les  positions  des 
points  m,  m',  m",  etc.,  ne  changent  pas  sensiblement 
pendant  toute  la  durée  des  percussions;  de  plus,  les 
sommes  des  valeurs  de  mz^r,  m'':^'r,  m"'a"r,  etc.  , 
seront  les  quantités  de  mouvement  raP ,  n»'P' , 
;rt"P",  etc.  ;  celles  de  mpT,  m'p'r,  m"p"T ,  etc.,  pour- 
ront être  négligées  par  rapport  aux  premières,  parce 
que  les  effets  des  forces  motrices,  telles  que  des  poids 
et  des  attractions  dirigés  vers  des  centres  Hxes  ou  mo- 
biles, pendant  les  durées  des  percussions,  sont  géné- 
ralement insensibles  par  rapport  aux  effets  de  ces 
autres  forces;  par  conséquent,  nous  aurons 

AmP  -h  A'm'P'  -f-  A'WT"  ■+-  etc.  =  o. 

Il  en  sera  de  même  a  l'égard  de  toutes  les  équations 
d'équilibredu  «ivstéme  ,  qui  subsisteront  tontes  entre 
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les   quantité  de  mouvement    peixlaes  nêt^  m'Vy 
tn'T'',  etc.  ;  ce  .qu'il  s  agissait  de  faire  yoir. 

A  cause  de  rinvariabilitë  des  coefficiens  A ,  X\ 
A!\  etc.,  pendant  la  durée  des  percussions,  ces  équa- 
tions se  rapportent  indifféremment  au  commence 
ment  ou  à  la  fin  du  temps  e.  Pour  plus  de  commo- 
dité ,  on  a  supposé  cette  dui^e  la  même  pour  toutes 
les  percussions;  ce  qui  est  permis  évidemment , 
pourvu  que  €  soit  la  durée  la  plus  longue  des  percus- 
sions que  Ton  considère  en  même  temps. 
-  Ces  percussions  proviendront,  en  général ,  des 
chocs  des  mobiles  entre  eux  ou  contre  des  obstacles 
fixes.  Il  pourra  arriver  que  pendant  le  temps  i,  ces 
corps  glissent  un  tant  soit  peu  Fun  contre  l'autre  ou 
contre  ces  obstacles  ;  ils  éprouveront  alors  des  frotte- 
mens  qui  leur  enlèveront  de  certaines  quantités  de 
mouvement  :  or,  on  ne  peut  pas  négliger  ces  quan- 
tité comme  celles  qui  proviennent  de  la  pesanteur  et 
des  attractions;  car  le  frottement  est  une  force  pro- 
portionnelle à  la  pression,  c'est-à-dire,  une  force 
qui  enlève  aux  mobiles,  dans  chaque  instant ,  des 
quantités  de  mouvement  infiniment  petites,  propor- 
tionnelles à  celle  que  la  pression  pourrait  leur  impri- 
mer dans  le  même  instant  ;  d'où  il  résulte  que  les  ef- 
fets des  frottemens,  pendant  le  temps  6,  peuvent  être 
comparables  à  ceux  des  percussions.  Ainsi,  quand  il  y 
aura  un  glissement  des- mobiles  pendant  la  durée  des 
percussions/  il  faudra  établir  1  équilibre  entre  les 
quantités  de  mouvement  perdues  par  les  frottemens 
et  celles  que  nous  avons  représentées  par  mV ,  m'P'^ 
œ^P,  etc.  Qn  pourra,  si  l'on  veut,  remplaœr  les  vi- 
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tesses  P,  P'^  P*,  etc. ,  par  leurs  composantes,  c'est-à- 
dire,  par  des  vitesses  égales  et  contraires  à  Q,  Q*, 
Q",  etc.,  et  par  les  vitesses  U,  U',  U',  etc.,  prises  dans 
leurs  propres  directions. 

Cette  extension  du  principe  ge'néral  de  la  Dyna- 
mique aux  quantités  de  mouvement  de  grandeur  fi- 
nie, servira  à  déterminer  les  vitesses  des  coips  d'un 
système,  soîtà  l'origine  du  mouvement,  soît  pendant 
sa  durée,  quand  ils  se  rencontrent  ou  qu'ils  viennent 
choquer  des  obstacles  Gxes,  et,  généralement,  lors- 
que les  vitesses  des  mobiles  éprouvent  ce  qu'on  ap- 
pelle des  changemens  brusques. 

554  Les  différeutes  applications  du  principe  géné- 
ral de  la  Dynamique,  que  nous  aurons  à  faire  dans 
la  suite  de  ce  Traité ,  seront  relatives  à  des  mobiles 
entre  lesquels  il  existe  des  liens  physiques  quelcon- 
ques ,  qui  agissent,  en  outre,  l'uu  sur  l'autre  par 
voie  d'attraction  ou  de  répulsion  à  distance,  et  qui 
éprouvent  des  percussions  à  des  inslans  particuliers; 
Mais  avant  d'aller  plus  loin  ,  je  crois  utile  de  don' 
ner,  dans  ce  chapitre,  un  exemple  simple  de  cha- 
cune de  ces  trois  circonstances,  pour  servir  de  dé- 
veloppement aux  généralités  qu'on  vient  d'exposer. 

Considérons  d'aliord  ,  comme  dans  le  quatrième 
cas  du  n*  Sag ,  deux  corps  pesaus,  attachés  aux  ex- 
trémités d'un  fil  qu'on  regarde  comme  inextensible, 
et  pw^és  sur  deux  plans  inclinés ,  adossés  l'un  à 
l'autre.  Soient  h  la  hauteur  commune  de  ces  deux 
plans,  /  la  longueur  de  l'un  d'eux,  /'  celle  de  l'au- 
tre, m  la  masse  du  corps  posé  sur  le  premier,  m! 
celle  du  corps  posé  sur  le  second ,  et  g'  la  gravité. 
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Si  Ton  fait  abstraction  du  frottement ,  la  forée  ac- 
célératrice du  premier  mobile  sera  égale  à  la  com^ 
posante  de  la  pesanteur  suivant  le  premier  plan, 

laquelle  est  égale  à  y ,  eft  la  force  accélératrice  du 

second  mobile  sera  de  même  C-.  Désignons,  au  bout 

du  temps  t ,  par  t;'  la  vitesse  commune  à  tous  les 
points  de  TU,  et  par  p'  celle  de  tous  les  points  de  m'; 
et  convenons  de  regarder  ces  vitesses  comme  posi- 
tives ou  comme  négatives,  selon  que  les  mobiles 
descendent  ou  s'élèvent.  Pendant  l'instant  dt^v  et  sf 
augmenteront  de  dv  et  d\/  ;  mais ,  pendant  ce  même 
instant ,  les  forces  accélératrices  imprimeraient  aux 
mobiles,  s'ils  étaient  libres,  les  vitesses   positives 

Y^tei-y-dt:  en  vertu  de  la  liaison  .des  deux  corps, 

les  vitesses  qu'ils  perdent  pendant  l'instant  dt  sont 

donc  ^dl  —  dv  et  Y  ^^  —  ^^'-  Or,  pour  que  les 

deux  quantités  de  mouvement  correspondantes  se 
fassent  équilibre  (n""  35o) ,  il  faut  évidemment  qu'elles 
soient  égales  ;  par  conséquent ,  on  aura 

m(i}dt  —  di^)=2m'Ç^dt  —di^y       (i) 

De  plus ,  jes  deux  vitesses  i^  et  v'  sont  égales  et  de 
signe  contraire;  car,  dans  le  mouvement  dont  il 
s'agit ,  Tune  des  deux  masses  descend  et  l'autre  s'é* 
lève ,  en  parcourant  des  espaces  égaux  sur  les  plans 
inclines.  On  a  donc 

/  =  —  r,       ds/  :=^  —  dv. 
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Je  substitue  celte  valeur  de  dv  dans  1  équation  (i); 

d'où  je  déduis  ensuite 

(m/—  m'l)h      . 


et,  en  intégrant , 


gt  +  c; 


c  étant  la  constante  arbitraii-e. 

Si  l'on  multiplie  par  <it  et  qu'on  intègre  de  nou- 
veau ,  on  aura  l'espace  parcouru  par  m  sur  son 
plau  incliné  ;  mais  celte  valeur  de  v  suQlt  pour  mon- 
trer que  son  mouvement  est  aoiformément  accéléré 
ou  retardé ,  selon  qu'on  a  mi"  >•  m'I  ou  mt  <  it/l. 
En  vertu  de  l'équation  t^  =  —  v ,  le  contraire  a 
lieu  à  l'égard  de  m'. 

J'appelle  T  la  teasioa  du  til  auquel  les  deux  mo- 
biles son!  attachés ,  laquelle  est  due  à  la  force  per- 
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dans  le  cas  de  ml'  z=z  m'I,  qui  est  cduî  de  l'équi- 
libre. Quant  à  la  pression  exercée  sur  chaque  plan 
indinë^  elle  est  due  à  la  composante  perpendicu- 
laire à  ce  plan,  du  poids  du  corps  qu'il  supporte , 
et  la  même  que  dans  l'état  d'équilibre. 

355.  La  constante  c  est  la  vitesse  initiale  de  /n; 
si  les  deux  corps  sont  partis  de  l'état  de  repos,  on  a 
c  =  o  ;  mais  si  l'un  d'eux  y  ou  tous  les  deux ,  ont 
éprouvé  une  percussion  à  l'origine  du  mouvement, 
il  faudra  en  déduire  leurs  vitesses  initiales. 

Supposons  donc  qu'à  l'origine  du  mouvement  les 
mobiles  m  et  m' ont  éprouvé  simultanément  des  per- 
cussions qui  auraient  imprimé,  suivant  les  prolon- 
gemens  du  fil  auquel  ils  sont  attachés ,  une  vitesse 
a  à  tous  les  points  de  m ,  et  une  vitesse  €^  à  tous  les 
points  de  m!^  si  ces  deux  corps  eussent  été  libres* 
Comme  leurs  vitesses  initiales  sont  c  et  —  c,  il  s'en- 
suit qu'à  cette  origine  les  quantités  de  mouvement 
perdues  ont  été ,  en  grandeur  et  en  direction , 
m  {a — c)  et  i»'(a'-f-c);  pour  qu'elles  se  fassent 
équilibre,  d'après  le  n*  553,  il  faudra  qu'elles  soient 
égales;  on  aura  donc 

m  {a  —  0  =  Tn!  {o!  +  c); 


d'où  Ton  tire 

ma  — 

mV 

c    •— •          — ... 
m  -+- 

m' 

La  percussion  que  le  fil  a  subie  à  cet  instant ,  sui- 
vant chacun  de  ses  prolongemens ,  est  due  à  l'une  ou 
lautre  de  ces  quantités  de  mouvement  perdues,  dont 
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\t  vnli-ur  commune  est 


en  sorte  que  la  percussion  initiale  du  fil  est  la  niémo 
que  s'il  était  suspendu  verticalement  à  un  point  lise, 
et  qu'un  corps  attaclié  à  son  exircmité  inférieure  fût 
frappé,  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  par  un  second 
corps  animé  de  celte  quantité  de  mouvement  et  qui 
se  réunit  au  premier. 

356.  Au  lieu  de  deox  corps  pesans,  on  en  pour- 
rait considérer  trois  ou  un  plus  grand  nombre,  posés 
sur  une  suite  de  plans  inclinés,  et  dont  chacun  se- 
rait lié  au  suivant  par  un  fil  inextensible  :  le  mou- 
vemcut  de  ce  système  de  corps  serait  de  la  même 
nature  et  se  déterminerait  de  la  même  manière  que  ^ 
précédemment. 

On  peut  aussi  remplacer  les  deux  corps  que  l'on 
vient  de  considérer,  par  une  clialnc  pesante,  posée 
sur  les  deux  plans  inclinés.  En  la  supposant  bomo- 
gène  et  d'une  épaisseur  constante,  et  désignant,  au 
bout  du  temps  t ,  par  x  et  x'  les  longueurs  de  ses  deux 
parties,  leurs  masses  seront  entre  elles  comme  ces 
quantités,  de  sorte  qu'il  faudra  d'abord  remplacer, 
dans  l'équation  (i),  m  et  m'  par  x  et  x'.  De  plus, 
pendant  l'instant  elt,  la  première  de  ces  deux  parties 
augmente  de  l'élément  dx ,  qui  prend  la  vitesse  v 
commune  à  tous  ses  points;  pour  cette  raison,  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  cette  partie  sera 
diminuée  d'une  quantité  positive  ou  négative,  et 
égale  à  viLv.  Par  une  raison  semblable  ,  la  quan- 
tité de    mouvement  perdue  par  la  seconde   partie 
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de  la  chaloe  pendant  le  même  instant,  devra  être  di'> 
mioiiée  d*ane  quantité  égale  à  s/dx*  :  il  fandra  donc  ^ 
en  outre,  rétraincher  vdx  et  vfdoc?  du  premier  et  du 
second  membre  de  cette  équation  (i),  qui  deviendra, 
de  cette  manière , 

x{^dt-^d^-^s^dxxi^j^(^dt  —  dA^s;dx'^ 

Si  Ton  appelle  A  la  longueur  constante  de  la  chaîne 
entière ,  on  aura 

j:  H-  j/  =  A ,       ^ir  +  dx'  =  o  ; 
les  vitesses  (^  et  (/  de  ses  deux  parties  seront  d'ailleurs 

^  '^  di'       ^   ~   dt  ' 

d  où  a  rwulte  dx'=s — dx  et  i^dx  =  v^dx';  et,  en  éli- 
minant x^  et  d\f^  de  Féquation  du  mouvement,  il  vient 

di*  »^    -r  o  M, 

OÙ  Ton  a  fait,  pour  abréger, 


—  A*      ^^  —  e 


L'intégrale  complète  de  cette  équation  linéaire  est 


«/     .     f  — ««  a/ 


X  =.  ae     -+•  be        + 


/  +  f' 


en  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens, et  par  a  et  b  les  deux  constantes  arbitraires, 
dont  on  déterminera  les  valeurs  d'après  celles  de  x  et 
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•j- ,  qui  répondent  à  ^  =  o.  Lorsque  toute  la  chaîne  se 

trouvera  sur  un  même  plan,  cest4i-dire^  lorsque  la 
diflërence  x — x^ sera  devenue  égale  à  db  A,  le  mou- 
vement changera  de  nature,  et  deviendra  uniformé- 
ment accéléré. 

Pour  que  la  chaîne  demeurât  en  repos,  il  faudrait 
qu'on  eût  a  =  oet6  =  o;  d'où  l'on  conclut 

a/  , ^    . 


i+r' /  +  /" 

ce  qui  fait  voir  que  dans  letat  d'équilibre  les  deux 
parties  x  et  x'  de  la  chaîne  sont  entre  elles  comme 
les  longueurs  l  et  F  des  plans  inclinés  sur  lesquels 
elles  sont  posées;  en  sorte  que  ses  deux  extrémités  se 
trouvent  dans  une  même  droite  horizontale.  Récipro- 
quement ,  si  cette  condition  est  remplie  à  un  instant 
déterminé,  et  qu'à  cet  instant  les  points  de  la  chaîne 
ne  reçoivent  aucune  vitesse,  l'équilibre  aura  lieu  ; 
car  la  proportion 

donnant  ,  ^  pour  la  valeur  de  x,  on  aura,  à  l'ins- 
tant dont  il  s  agit, 

ae     -+-  6e        =  o; 

et  la  vitesse  étant  supposée  nulle,  on  aura,  en  même 
temps, 

dx  ««         f     —  «' 

j-  =  aae     —  bae        =  o  ; 

d  où  il  résulte  a  =  o  et  6  =  o. 


• 


DYNAMIQUE ,  SECONDE  PARTIE.  1 7 

357.  Poar  second  exemple  de  lapplicatioD  da 
principe  général  de  la  Dynamique,  considérons  le 
mouvement  de  deux  points  matériels  soumis  à  leur 
répulsion  mutuelle;  et»  pour  réduire  U  question  au 
cas  le  plus  simple,  supposons  qu'on  ne  leur  imprimt 
aucune  vitesse  initiale ,  perpendiculaire  à  la  droite 
qui  va  de  Tun  à  l'autre  ;  en  sorte  que  leurs  mouve* 
mens  aient  lieu  sur  une  même  ligne  droite ,  donnée 
de  position. 

Soient  m  et  m^  leurs  masses  ;  au  bout  du  temps  t , 
désignons  par  jc  et  jc'  leurs  distances  à  un  point  fixe , 
pris  sur  cette  ligne ,  et  par  v  et  /  leurs  vitesses ,  de 
sorte  quon  ait,  à  cet  instant, 

_  dx  , d^ 

^         di  '  di  ' 

En  oiéme  temps,  soit  R  la  force  répulsive  agissant  en 
sens  opposés  sur  m  et  m\  et  qui  tendra ,  pour  fixer 
les  idées ,  à  augmenter  la  distance  or'  et  à  diminuer 
la  distance  x.  Pendant  l'instant  cU,  cette  force  mo- 
trice imprimera  une  vitesse  — r  à  la  masse  m';  et, 

comme  l'augmentation  de  vitesse  de  rn!  est  réelle- 
ment dv'  y  il  s'ensuit  que  sa  vitesse  et  sa  quantité 
de  mouvement  perdues  pendant  cet  instant  seront 

—^  —  dsf'  et  Rdt  —  m'dsf' .  La  quantité  de  mouve-> 

ment  perdue  par  m,  dans  le  même  sens  et  dans  le 
même  instant,  sera  aussi  —  ^dt  —  mdKK  Or,  ces 
deux  points  matériels  étant  d'ailleurs  entièrement 
libres,  il  faudra,  pour  Téquilibre  de  ces  quantités 
de  mouvement ,  qu'elles  soient  séparément  nulles  ; 
2.  2 


i 
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par  conséquent,  on  aura 

nuiv  -h  Rdt  =  o ,     m'dv'  —  IWi  :=  o. 

Soit  r  la  distance  comprise  entre  les  deux  points 
matériels  m  et  m',  de  sorte  qu'on  ait 

x'  —  X  =  r,     dcc'  —  (ix  =  dr. 

A  cause  de  dx  =  vdt  et  dx'  =  v'dt ,  on  tirera  des 
équations  précédentes 

mdv  -\-  m'dv'  =  o ,     amvdv  +  im'v'dv'  =  sRrf/-. 

Eo  intégrant  et  désignant  par  c  et  c'  les  deux  cons- 
tantes arbitraires,  on  aura  donc 

mv  +  m'f '  =:  c ,      rai"'  +  ikV  =  3yïW/-f- c'. 

La  force  Rsera  une  fonction  donnée  de  r;  on  pourra 
donc  obtenir  l'intégrale  fKdr  exactement  ou  par  ap- 
proximation; et  si  Ton  désigne  par  a,  la  valeur  de  r 
à  l'origine  du  mouvement,  et  qu'on  suppose  cette 
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•Ces  dernière?  équations  feront  connaître,  à  cha- 
que instant,  les  vitesses  des  deux  mobiles  en  fonc- 
tions de  leur  distance  mutuelle  :  on  en  conclut  que 
toutes  les  fois  que  cette  distance  redeviendra  la 
même  ,  les  carrés  i^  et  p^*  reprendront  aussi  les 
mêmes  valeurs,  et  que  chaque  mobile  reprendra  une 
^ale  vitesse,  dans  le  même  sens  ou  en  sens  con- 
traire. 

Connaissant  (^  et  sjf  en  fonctions  de  r,  on  aura 


dt=.J^, 


u 


pour  déterminer,  par  une  nouvelle  intégration,  la 
valeur  de  t  en  fonction  de  r,  ou  réciproquement. 
D'ailleurs,  en  multipliant  la  première  des  équations  (  i  ) 
par  dtp  intégrant  et  désignant  par  b  la  constante  ar- 
bitraire, il  vient 

On  connaîtra  b  d  après  les  positions  initfales  des  deux 
mobiles;  et  cette  équation,  jointe  à  x'  —  a:  =  r, 
fera  connaiti^  leurs  positions  à  un  instant  quelcon- 
que ,  c*est-à-dire ,  les  valeurs  de  x  et  x*  en  fonctions 
de  r  ou  de  t\  ce  qui  sera  la  solution  complète  du 
problème. 

Si  Faction  mutuelle  des  deux  mobiles  était  attrac- 
tive, il  faudrait  changer  le  signe  de  R,  et  par  suite 
celui  de  JiVf  a),  dans  les  formules  précédentes.  Si 
cette  force  était  une  répulsion  à  certaines  distances , 
et  une  attraction  à  d'autres  distances,  on  prendrait 
pour  R  une  fonction  de  r  qui  changerait  de  signe 

a.. 
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dans  1  ctendue  des  valeurs  de  la  variable.  Dans  tous 
les  cas,  il  résullc  de  l'equalioD  préce'dente  que  l'ac- 
tioa  mutuelle  des  deux  mobiles  n'altère  pas  )e  mou- 
vement de  leur  centre  de  gravite;  car  son  premier 
membre  ,  divise  par  m  +  m',  exprime  la  distauce  de 
ce  centre  à  l'origine  fixe  des  jc  et  jc'  ;  en  sorte  que 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  uniforme  el 
indépendant  de  la  force  R. 

558.  Les  équations  (i)  convieaoenl  aussi  au  mou- 
vement de  deux  corps  solides,  de  grandeur  quelcon- 
que, soumis  à  ta  force  R,  et  dont  les  masses  sont  m 
et  m',  pourvu  que  les  vitesses  de  tous  les  points  de 
ces  deux  corps  soient  constamment  parallèles  à  une 
droite  donnée.  Cette  force  R ,  répulsive  ou  attractive, 
peut  alors  provenir  d'un  ressort  qui  se  dilate  ou  se 
contracte  entre  les  deux  mobiles  contre  lesquels  il 
est  appuyé  par  ses  extrémités;  ou  bien  encore,  on 
peut  supposer  qye  la  force  R  provient  d'un  fluide 
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sition  sur  la  valeur  de  R  en  fonction  die  r.  Or^  si  la 
teinperature  du  gaz  demeurait  constante  pendant  sa 
dilatation ,  la  force  R  ^  d'après  la  loi  de  Mariotte  ^  se- 
rait en  raison  inyerse  des  espaces  qu'il  occuperait 
dans  l'intérieur  du  canon.  Soit  donc  k  la  pression 
rapportée  à  l'unité  de  surface,  exercée  par  le  gaz  à 
l'instant  où  la  poudre  yient  de  s'enflammer  et  où  il 
Dccupe  encore  le  même  espace  que  la  charge.  Dési- 
gnons par  a>  la  section  de  la  charge  perpendiculaire 
à  sa  longueur,  qui  est  aussi  la  section  intérieure  de  la 
pièce  ;  /ccj  sera  la  valeur  de  R  à  l'origine  du  niouve-i- 
ment;  et,  dans  le  cas  de  la  température  constante ,. 
on  aurait 

R  =  ^, 

à  rinstant  qui  répond  à  la  distance  r  des  deux  mo-* 
"biles;  car,  à  ces  deux  époques,  les  espaces  occupés 
par  le  gaz  sont  entre  eux  comme  les  longueurs  cl 
et  r. 

Cette  expression  de  R  est  celle  qu'on  a  générale- 
ment adoptée  ,  quoiqu'elle  soit  fondée  sur  deux  hy- 
pothèses inexactes  :  la  totalité  de  la  charge  ne  se  ré- 
duit pas  en  gaz  avant  le  départ  du  boulet;  et  pendant 
sa  dilatation  dans  Tàme  de  la  pièce ,  le  gaz  formé  doit 
éprouver  de  très  grandes  diminutions  de  température. 
Mais  ces  deux  causes  influent  en  sens  contraire  sur  le 
décroissement  de  la  valeur  de  R  :  la  seconde  tend 
évidemment  a  rendre  ce  dccroissement  plus  rapide  , 
tandis  que  l'efiet  de  la  première  doit  être  de  le  ralen- 
tir, à  raison  des  nouvelles  quantités  de  gaz  qui  vien?* 
nenl  sucœssi veinent  s'ajouter  à  la  quantité  initiale^ 
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On  suppose  que  ces  deux  causes  contraïi'es  se  com- 
pensent à  peu  près,  et  l'on  fait  abstraction  de  leur 
influence  sur  l'expression  de  R  en  fonction  de  r. 

Cela  étant,  d'après  ta  valeur  de  R  qu'on  vient 
d'écrire,  on  aura 

/(r,   a)  =  Aûialog^, 

en  observant  que  l'intégrale  _/"(  r,  a  )  est  supposée 
nulle  pour  r  =  a.  On  regarde  comme  nulles  les 
vitesses  initiales  du  boulet  et  du  canon  (*)  ;  en  fai- 
sant donc  a=^o  et  a'  ^  o  dans  les  équations  (i), 
et  y  substituant  cette  valeur  de  f(r,  a),  nous  au- 
rons 

me  H-  mV  =  o ,     mv*  -f-mV*  =;  a/eaa.  log  -. 

Soient  l  la  longueur  de  l'âme,  V  la  vitesse  du 
boulet  à  la  bouche  du  canon,  V  la  vitesse  corrés- 
tndante  du  recid;  on  aura,  à  la  fois. 
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En  ^^alant  à  zéro  la  diffërentielle  de  Y*  par  rap- 
port k  dp  on  déterminera  la  longueur  de  la  charge 
qui  répond,  tontes  choses  d'ailleurs  égales ,  au  maxU 
mum  de  la  vitesse  de  projection.  On  a  j^  de  oett^ 
manière, 

et  comme  ce  logarithme  est  népérien,  il  s'ensuit 
qu'en  désignant,  à  l'ordinaire,  par  e  la  base  de  ces 
logarithmes,  on  aura  /=  ea;  de  sorte  que  la  va- 
leur de  A  dont  il  s'agit  surpassera  un  peu  le  tiers 
de  la  longueur  /  de  la  pièce. 

35g.  La  masse  m'  comprenant  celle  de  la  pièce 
et  de  Tafint,  est  toujours  très  grande  par  rapport  à 
celle  du  boulet;  en  réduisant  donc  è  m!  le  divi- 
seur m  ^  m!  àe  la  valeur  de  Y*,  on  aura  sim-^ 
plement 

Pour  faire  usage  de  cette  formule,  il  sera  néces^ 
saire  de  connaître  la  constante  A:,  qui  représente  la 
force  élastique  de  la  poudre  réduite  en  gaz ,  à  l'ins- 
tant de  sa  plus  grande  intensité.  Soit,  pour  cela, 
D  la  densité  de  la  poudre  dans  son  état  naturel  ; 
la  masse  de  la  charge  sera  D^oi  ;  en  supposant  son 
poids  égal  au  tiers  du  poids  du  boulet ,  on  aura, 
donc 

m  =  3D»a  ; 

et  l'on  tirera  de  Téquation  {9!) 
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3DV 


k  = 


alog  - 


Cette  quantité  k  sera  la  pression  maxima  du  gaz 
de  la  poudre^  rapportée  à  Tunité  de  surface;  pour 
la  comparer  à  la  pression  atmosphérique,  soient  ^29- 
cette  autre  pression  ,  A  la  hauteur  barométrique  , 
fi  la  demité  du  mercure ,  et  g  la  gravité  ;  on  aura 

ftJBT  =  gfih. 

Soient  aussi  M  le  module  des  tables  de  logarithmes 
ordinaires,  et  A  le  logarithme  de  -  pris  dans  ces 
tables,  de  sorte  qu'on  ait 

A  =  Mlog-; 
il  résultera  de  ces  vdeurs 

k  _  3MDV* 

A  la  température  ordinaire  d'environ  18%  je  prends 
pornr  les  densités  de  la  poudre  et  du  mercure 

D  =  o,8535,      fi  =  13,548; 
on  a  aussi 

g  =  ^,80896,       h  =  o»,76; 

et  à  cause  de 

M  =  0,4342945, 

la  formule  précédente  deviendra 

-  =  (0,0055761)  —  * 
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Dans  le  cas  de  la  pièce  de  2^,  chargée  au  tiers  du 
poids  du  boulet ,  on  a 

V/r*Orm.  ^  l368 

=  463-,      -=-ï3^; 

et  il  en  résulte 

k  =  iij^2.n9'. 

Relativement  à  la  pièce  de  u ,  on  a  de  même 

ce  qui  donne 

En  prenant  la  moyenne  de  ces  deux  valeurs  de  A: , 
qui  devraient  être  égales  si  la  théorie  était  rigoureuse 
et  que  les  données  fussent  exactes ,  nous  aurons  donc 

Telle  serait  la  valeur  de  k  qu'il  faudrait  employer 
dans  la  formule  (2);  mais  cette  expression  de  V*  ne  peut 
être  regardée  que  comme  une  formule  empirique , 
d*abord  à  raison  des  hypothèses  sur  lesquelles  elle  est 
fondée,  et,  en  outre,  parce  que  dans  le  calcul  direct 
du  mouvement  du  boulet  dans  l'âme  de  la  pièce ,  il 
aurait  fallu  avoir  égard  à  la  masse  de  la  poudre  ré- 
duite eu  gaz.  En  même  temps  qne  ce  fluide  pousse 
en  sens  op|k>s&  le  boulet  et  le  canon,  une  partie  de 
la  force  qu'il  développe  est  employée  à  transporter 
sa  propre  masse,  qui  n'est  pas  négligeable  par  rap- 
port à  celle  du  projectile;  et  Ton  conçoit  qu'il  en 
doit  résulter  une  vitesse  de  projection  moindre  que 
si ,  la  force  élastique  de  la  poudre  restant  la  même , 
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sa  masse  était  insensible,  comme  le  suppose  l'analyse 
précédente.  Cette  remarque ,  due  à  Lagrange,  pi-ouve 
la  nécessité  de  considérer  à  la  fois  les  niouvemens  de 
la  poudre  et  des  deux  masses  m  et  m',  pendant  que  le 
boulet  est  dans  la  pièce  ;  mais  alors  la  question  se 
complique ,  et  la  diQîculté  du  calcul  ne  permet  guère 
d'arriver  à  aucun  résultat  utile  pour  la  pratique.  C'est 
donc  à  l'expérience  qu'il  vaudra  mieux  recourir  pour 
délerminer  les  vitesses  de  projection  des  corps  lancés 
par  les  bouches  à  l'eu.  Indépendamment  de  la  consi- 
dération des  portées,  que  nous  avons  déjà  indiquée 
(n*  3iG),  il  existe  un  autre  moyen  d'obtenir  ces  vi- 
tesses, dont  il  sera  question  dans  un  des  chapitres 
suivans. 

56o.  Appliquons  encore  le  principe  de  D'Alembert 
au  cas  le  plus  simple  du  choc  des  corps  ,  et  suppo- 
sons qu'il  s'agisse  de  deux  sphères  homogènes,  dont 
les  centres  se  meuvent  sur  une  même  ligne  droite , 
et  dont  tous  les  points  décrivent  des  parallèles  à  cette 
droite. 

Soient  m  et  m' les  masses  de  ces  deux  corps  ;  dési- 
gnons par  V  el  v'  leurs  vitesses,  lorsqu'ils  commen- 
cent à  se  toucher,  c'est-à-dire,  au  premier  instant  du 
choc  :  V  eXv'  seront  de  même  signe  ou  de  signes  con- 
ti'aires ,  selon  que  les  deux  mobiles  iront  à  la  suite  ou 
au-devant  l'un  de  l'autre.  Dans  les  deux  cas,  nous 
regarderons  la  vitesse  v  comme  positive  ;  et ,  après  le 
choc,  la  vitesse  de  chacun  des  deux  mobiles  sera  po- 
sitive ou  négative ,  suivant  qu'elle  sera  dirigée  dans  le 
sens  de  celte  vitesse  de  m  avant  le  choc  ou  en  sens 
contraire. 
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Quelque  durs  que  soient  les  deux  mobiles,  ils  sont 
toujours  plus  ou  moins  compressibles;  à  raison  de  la 
différence  de  leurs  vitesses  i^  et  (^',  ils  Tont  donc  se 
comprimer,  en  s'appuyant  l'un  contre  l'autre;  et, 
pendant  cette  compression ,  la  vitesse  de  l'un  des  deux 
corps,  de  m,  par  exemple,  diminuera  par  degrés  in- 
finiment petits,  et  celle  de  m' augmentera  de  même, 
jusqu'à  ce  que  ces  deux  vitesses  soient  devenues  égales. 
Or,  à  partir  de  cet  instant ,  il  y  aura  deux  cas  distincts 
à  considérer. 

I*.  Si  les  deux  sphères  sont  entièrement  dénuées 
d'élasticité,  elles  cesseront  d'agir  l'une  sur  l'autre  à 
rinstant  où  leurs  vitesses  se  seront  ainsi  nivelées,  et 
continueront  de  se  mouvoir  avec  une  vitesse  com- 
mune ,  en  restant  juxtaposées  et  conservant  les  formes 
que  la  compression  leur  aura  données. 

2*.  Si ,  au  contraire ,  les  deux  sphères  sont  élasti- 
ques, elles  tendront  à  reprendre  leur  forme  natu* 
relie;  en  y  revenant,  et  s'appuyant  toujours  l'une 
contre  l'autre ,  la  vitesse  de  m  continuera  de  décroître 
graduellement,  et  celle  de  m' continuera  d'augmen- 
ter :  il  y  aura  enfin  un  instant  où  ces  deux  corps  se 
sépareront,  et  ce  sera  la  fin  du  choc.  Or,  dans  le  cas 
d'une  parfaite  élasticité,  on  suppose  que  la  seconde 
partie  du  choc  est  tout-à-fait  semblable  à  la  première; 
qi\à  la  fin  du  choc ,  les  deux  corps  ont  repris  exacte- 
ment leur  forme  sphérique,  et  une  vitesse  commune 
à  tous  les  points  de  chacun  d'eux  ;  et  que ,  pendant  sa 
seconde  partie,  ils  perdent  ou  gagnent  des  quantités 
de  mouvement  égales  à  celles  qu'ils  ont  déjà  perdues 
ou  gagnées  pendant  la  première. 
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Le  problème  tiu  choc  de  deux  sphères  ne  présen- 
terait aucune  difficulté  nouvelle,  el  rentrerait  dans 
celui  du  n"  357,  si  lenrs  rayons  étaient  infiniment 
petits.  Pour  le  résoudre  complèlement ,  lorsque  leurs 
rayons  ont  une  grandeur  finie ,  il  faudrait  avoir  égard 
à  la  propagation  du  mouvement  dans  leurs  masses  , 
et  déterminer  l'état  des  deux  corps  à  un  instant  quel- 
conque de  la  durée  du  phénomène;  ce  qu'on  peut 
regarder  comme  impossible,  dans  lelat  actuel  de  la 
science.  ÎVous  admettrons  donc  les  suppositions  qu'on 
vient  d'expliquer  comme  étant  les  données  de  la 
question  dont  nous  allons  nous  occuper  ;  et  en  com- 
binant ces  données  avec  le  principe  de  D'Alemhert , 
appliqué  aux  quantités  de  mouvement  de  grandeur 
finie,  il  ne  s'agira  plus  que  de  déterminer  les  vitesses 
des  deux  sphères  à  la  fin  du  choc,  d'après  leurs 
masses  et  leurs  vitesses  primitives ,  soit  quand  ces 
deux  corps  sont  entièrement  dénués  d'élasticité,  soît 
Cjoand  ils  sont  parfaitement  élastiques.  Il  n'y  a  que 
les  corps  mous  qui  n'aient  pas  d'élasticité  sensible; 
la  plupart  des  corps  ditrs  reviennent  à  leur  forme 
primitive,  lorsqu'ils  ne  sont  pas  brisés  par  le  cboc. 
5t)i.  Dans  le  cas  des  corps  mous,  soit  n  la  vi- 
tesse après  le  choc,  laquelle  est  commune  aux  deux 
sphères;  la  vitesse  perdue  par  m  sera  i'  —  u,  et  la 
vitesse  gagnée  par  m'  sera  « —  v'.  Si  donc  ces  d«ux 
corps  allaient  au-devant  l'un  de  l'autre  avec  ces  vi- 
tesses (•  —  u  et  u  —  <■',  il  faudrait,  d'après  le  prin- 
cipe du  n"  555  ,  qu'ils  se  fissent  équilibre  ;  ce  qui 
«xige(n''  127)  que  les  quantités  de  mouvement  cor- 
respondantes à  ccf.  vitesses  soient  égales.   Nous  au— 
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rons  donc 

m(v  —  u)  =:  m^  (n  —  v'); 
d'où  l'on  tire 


/  / 


pour  la  valeur  de  u  qu'il  s'agissait  d'obtenir* 

Si  mf  est  en  repos  ayant  le  choc,  et  qu'à  raison 
de  sa  densité ,  cette  masse  soit  extrêmement  grande 
et  comme  infinie ,  par  rapport  à  m,  on  aura  sen- 
siblement u=2  0.  La  masse  mf  représentera  alors  un 
obstacle  fixe;  et  le  corps,  dénué  d'élasticité^  sera 
réduit  au  repos  par  le  choc  contre  cet  obstacle. 

On  appelle  force  vive  d'un  point  matériel ,  ou , 
plus  généralement,  d'un  corps  dont  tous  les  points 
ont  la  même  vitesse ,  le  produit  de  sa  masse  par  le 
carré  de  cette  vitesse.  La  somme  des  forces  vives  de 
m  et  m'  est  donc  mt^*  -|-  m!v'^  avant  le  choc ,  et 
mu^  +  m'u^  après  le  choc.  Or,  il  résulte  de  la  for- 
mule (a)  que  la  seconde  somme  est  toujours  moin- 
dre que  la  première  j  car,  sans  altérer  leur  différence 

on  peut  en  retrancher  la  quantité 

2W  (mif  +  mV  —  mu  —  m'u) , 

qui  est  nulle,  en  vertu  de  1  équation  (a);  et  cette 
différence  devient  alors 

m  {o  —  uY  +  n/  (n  —  i'')% 
qui  est  une  quantité  positive. 
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Il  y  a  dotic  toujours  perte  tic  force  vive  dans  le 
choc  de  deux  sphères  dont  la  matière  est  dénuée  de 
toute  élasticité;  et  cette  perte  est  égale,  comme  on 
voit,  à  la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses 
f  —  u  et  u  —  v',  perdue  et  gagnée  par  ces  deux 
corps.  Ce  résultat  est  on  cas  particulier  d'un  théo- 
rème général  qui  est  dû  à  Carnol,  et  que  nous  dé- 
monlreroas  par  la  suite. 

5()2.  Dans  la  première  partie  du  choc,  c'est-à-dire, 
jusqu'à  l'instant  de  la  plus  grande  compression  ,  les 
deux  sphères  se  comportent  toujours  de  même,  quel 
que  soit  leur  degré  d'élasticité  ;  eu  sorte  que  la  vi- 
tesse u  qu'on  vient  de  déterminer,  est  toujours  celle 
qui  leur  est  commune  à  cet  instant.  Pendant  cette 
première  partie,  la  diminution  de  la  vitesse  de  m  et 
l'augmentation  de  celle  de  m'  sont  donc  c  —  u  et 
u —  v'.  Or,  si  ces  deux  sphères  sont  parfaitement 
élastiques,  m  éprouvera,  dans  la  seconde  partie  du 
choc,  une  seconde  diminution  de  vitesse  égale  à  la 
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ce  qui  montre  que  dans  ce  choc  la  vitesse  relative  des 
deux  mobiles  change  de  signe  et  conserve  la  même 
grandeur. 

Si  la  masse  ni  est  regardée  comme  infinie,  à  rai- 
son de  sa  densité ,  par  rapport  à  la  masse  m,  et  qu'on 
ait  1^  =s  o ,  on  aura  u  ==:  o ,  et ,  par  conséquent, 
V  ss  —  v;  d'oit  il  résulte  que  quand  une  sphère, 
douée  d'une  élasticité  parfaite,  vient  frapper  un 
obstacle  fixe,  elle  est  réfléchie  avec  une  vitesse  égale 
et  contraire  à  celle  qu'elle  avait  avant  le  choc.  S'il 
s'agit,  par  exemple,  d'une  sphère  pesante,  qui  tombe 
dans  le  vide,  sur  un  plan  horizontal  et  inébranlable, 
elle  devra  remonter  à  sa  hauteur  primitive. 

La  somme  des  forces  vives  sera  la  même  avant  et 
après  le  choc ,  ou ,  autrement  dit ,  on  aura 

équation  qui  se  réduit  à 

é^u{mu  +  WLU  —  mv  —  m!\/)  =  o , 

et  qui  est  identique,  en  veiiu  de  la  formule  (a). 

Il  n'y  a  donc  aucune  perte  de  force  vive  dans  le 
choc  de  deux  sphères  parfaitement  élastiques  ;  et  ce 
résultat ,  comme  celui  que  présente  le  choc  de  deux 
sphères  non  élastiques,  est  compris  dans  un  théorème 
général ,  qu'on  démontrera  aussi  dans  un  autre  cha- 
pitre. 

563.  Si  l'on  suppose  m'=:  m,  on  aura 

Il  y  a  donc  échange  de  vitesse  dans  le  choc  de  deux 
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sphères  parfaite  me  ni  élastiques,  dont  les  masses  sont 
égales  ;  et  si  l'une  des  deux  est  en  repos  avant  le 
choc,  l'autre  demeurera  en  repos  cprès  le  choc,  et 
la  preniièi'e  prendra  ta  vitesse  primitive  de  la  se- 
conde. 

II  suit  de  là  que  si  l'on  a  une  série  de  billes  égales 
en  masse,  et  dont  les  centres  soient  rangés  en  ligne 
droite;  que  la  première  soit  seule  en  mouvement, 
et  que  sa  vitesse,  qui  sera  désignée  par  v,  soit  diri- 
gée suivant  cette  droite  ut  du  côté  des  autres  billes; 
celte  première  bille  sera  réduite  au  repos  en  cho- 
quant la  deuxième  ;  celle-ci  prendra  la  vitesse  i',  avec 
laquelle  elle  ira  choquer  la  troisième,  et  sera  ensuite 
réduite  au  repos;  la  troisième  prendra  la  vitesse  v , 
qu'elle  perdra  en  choquant  la  quatrième;  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  la  dernière,  qui  conservera  la  vitesse  t'. 
Après  cette  suite  de  chocs,  toutes  les  billes  seront 
donc  en  repos,  excepte  la  dernière,  qui  se  trouvera 
animée  de  la  vitesse  que  la  première  avait  primitive- 
ment; et  comme  ce  résultat  est  indépendant  de  la 
grandeur  des  intervalles  compris  entre  les  billes  con- 
sécutives, il  est  naturel  d'eu  conclure  qu'il  aura  en- 
core lieu  quand  ces  intervalles  disparaîtront,  et  que 
les  billes,  choquées  par  la  première,  seront  eu 
contact. 

Aiusî,  lorsqu'une  série  d'un  nombre  quelconque 
de  billes  parfaitement  élastiques,  en  repos,  juxtapo- 
sées, égales  en  masse,  el  dont  les  centres  sont  en  ligne 
droite,  sera  choquée  par  une  autre  bille  élastique, 
égale  à  chacune  d'elles,  et  eu  mouvement  suivant  la 
ligne  des  centres,  celle-ci  se  réunira  à  la  série  qui 
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demeurera  en  repos,  excepté  la  bille  placée  à  Tautre 
extrémité,  laquelle  se  détachera  seule  avec  la  vitesse 
de  la  bille  choquante  :  c'est,  en  effet,  ce  qu'on  a  sou*- 
veut  l'occasion  de  vérifier,  avec  des  billes  de  billard, 
par  exemple. 

En  général ,  les  lois  du  choc  des  corps  sphériques, 
mous  ou  durs ,  qui  sont  les  conséquences  des  hypo- 
thèses du  n*"  36o,  ont  été  confirmées  par  de  nom- 
breuses expériences,  faites  sur  des  billes  égales  ou 
inégales,  de  même  matière  ou  de  matière  diffé- 
rente, et  dont  les  vitesses  avaient  entre  elles  diffé- 
rens  rapports. 

364  •  Le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un 
système  de  corps  «t'est  jamais  ^téré  par  le  choc  ou 
toute  autre  action  mutuelle  des  mobiles.  On  démon- 
trera par  la  suite ,  dans  toute  sa  généralité ,  cette  im- 
portante proposition,  dont  on  a  déjà  vu  le  cas  le 
plus  simple  dans  le  n®  SSy ,  et  qu'on  peut  aussi  véri- 
fier dans  le  choc  des  corps  sphériques,  mous  ou  par- 
fiiilement  élastiques. 

Pour  cela,  soient  x  et  x\  au  bout  du  temps  t^  les 
distances  des  centres  de  m  et  m'  à  un  point  fixe  de  la 
droite  sur  laquelle  ils  se  meuvent.  Soit  aussi ,  à  cet 
instant,  x^  la  distance  au  même  point  du  centre  de 
gravité  de  m  et  ni  ;  nous  aurons  (n*  65) 

{m  -^  rn!)x^  =  mx  +  in!x\ 
On  en  déduit ,  en  différentiant , 

{m  +  m')-^  =  m^  +  m'  -^;       {b) 

m 

ft.  3 
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équation  qui  fera  connaître  la  vitesse  ~y-'  du  centre 

de   gravité,  correspondante  aux  vitesses  des  deux 
sphères.  Or,  avant  le  choc ,  on  a 


1 


et,  conséquemmenl. 


Apn's  le  choc,  on  a 


dans  le  cas  des  corps  mous ,  et 


=   an  —  I 
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ne  duuage  pas,  eu  ayant  égard ,  dans  cette  somme , 
aux  signes  des  vitesses. 

Si  la  vitesse  1/  de  m'  est  nulle ,  et  que  cette  niasse 
soit  très  petite  par  rapport  à  m,  la  quantité  de  mou- 
vement imprimée  à  mf  et  enlevée  à  m,  sera^  à  très  peu 
près  9  mVou  amV,  selon  que  ces  corps  seront  dénués 
d'élasticité  ou  parfaitement  élastiques. 

365.  Jusqu'à  présent ,  on  a  assimilé  la  résistance 
des  fluides  à  une  suite  de  chocs  du  mobile  contre  les 
molécules  du  milieu  qu'il  traverse  ;  quoique ,  selon 
moi  j  la  théorie  de  la  Vésîstance  fondée  sur  cette  con- 
sidération doive  être  abandonnée ,  il  est  bon ,  cepen* 
dant,  de  l'expliquer  ici  en  peu  de  mots. 

Supposons  que  le  mobile  soit  un  cylindre  droit 
qui  se  meut  dans  le  sens  de  sa  longueur.  Soit  ^ 
l'aire  de  sa  base ,  perpendiculaire  à  cette  dimension 
et  à  la  direction  du  mouvement;  soient  aussi  m  la 
masse  du  mobile,  et  p  la  densité  du  fluide,  liquide 
ou  aériforme ,  dans  lequel  il  se  meut.  Au  bout  du 
temps  / ,  appelons  v  sa  vitesse ,  et  ^  la  distance  de  sa 
base  antérieure  à  un  point  fixe,  pris  sur  la  perpen- 
diculaire à  ce  plan ,  de  sorte  quW  ait  dxssiudt.  Dans 
rinstant  cft,  cette  base  parcourra  l'espace  djc;  le  mo- 
bile frappera  donc  tous  les  points  matériels  du  fluide, 
oompris  dans  une  tranche  dont  la  base  est  «1 ,  la  hau- 
teur dx ,  et  la  masse  fœdx.  Or,  on  considère  tous  ces 
points  comme  isolés  et  n'ayant  aucune  action  sur  le 
fluide  environnant;  et,  dans  cette  hypothèse,  on 
prend  pour  la  diminution  de  la  quantité  de  mouve- 
ment éprouvée  par  le  mobile  pendant  cet  instant  dt^ 
le  produit  de  sa  vitesse  v  et  de  la  masse  frappée 

3.. 
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çùidx,  ou  le  double  de  ce  produit,  selon  que  l'oo 
compare  ce  choc  à  celui  des  corps  dénués  de  toute 
élasticité,  ou  qu'on  l'assimile  au  clioc  des  corps 
parfaitement  élastiques.  La  première  valeur  vfadx 
est  celle  qui  s'écarte  le  moins  de  l'expérience;  en 
l'adoptant  donc,  et  observant  que  nuh  éprouve  la 
variation  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse 
rn,  dans  l'instant  dt,  nous  aurons 

lïuiv  =  —  vpiadx  ; 

et  en  mettant  pour  tJx  sa  valeur  tW(  ,  et  divisant 
par  dt  f  il  en  résulte 


'Â 


pait^. 


pour  la  force  motrice  provenant  de  la  résistance 
exercée  sur  une  surface  plane,  perpendiculaire  à  la 
direction  du  mouvement. 
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tance  y  op  décompose  la  vitesse  du  mobile  en  deux 
autres.  Tune  perpendiculaire,  et  l'autre  parallèle  à 
ce  plan;  on  suppose  que  la  vitesse  parallèle  ne 
donne  lieu  qu'à  un  frottement  dont  on  fait  abstrac- 
tion, et  que  la  résistance  proprement  dite  est  la 
même  qve  si  la  vitesse  normale  existait  seule  :  c'est 
pourquoi  l'on  substitue  cette  composante  à  la  vi- 
tesse V  dans  la  valeur  précédente  de  la  résistance, 
qui  ^  devient  alors  pcov^  cos*  i  ;  /  étant  l'angle  que 
&it  la  normale  à  la  surface  cù,  avec  la  direction  de 
la  vitesse  t^. 

366.  En  admettant  ce  résultat,  et  l'étendaut  aux 
élémens  infiniment  petits  des  surfaces  courbes,  on 
en  conclut,   par  le  calcul   intégral,    la  résistance 
éprouvée  par  un  corps  solide  de  forme  quelconques- 
Four  plus  de  simplicité^  supposons  qu'il  s'agisse 
d'an  solide  de  révolution ,  dont  tous  les  points  dé- 
crivent, avec  la  vitesse  p,  des  paraUèles  à  son  axe 
de  figure.  Soient  AB  cet  axe  (fig.  i*"*),  et  ÂMB  sa 
courbe  génératrice  ;  prenons  cet  axe  pour  celui  des 
abscisses  ;  et  appelons  x  et  jr  l'abscisse  CP  et  l'or- 
donnée PM  d'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe. 
Supposons  que  la  plus  grande  section  du  solide  ,  per- 
pendiculaire  à  l'axe  de  figure ,  soit  celle  qui  répond 
au  point  C ,  origine  des  coordonnées,  et  que  CD  soit , 
en   conséquence ,  la  plus   grande   ordonnée    de    la 
courbe  AMB.  Le  mouvement  ayant  lieu  de  B  vers 
A,  la  portion  de  la  surface  qui  éprouvera  la  résis- 
tance du  milieu  sera  celle  qui  répond  à  la  partie 
DMA  de  cette  courbe.  Soit  ds  l'élément  différen- 
tiel de  cette  courbe  au  point  quelconque  M  ;   on 
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aura  _ 

COS  t  =s  -J-, 

as  ' 

pour  le  cosiaus  de  l'angle  que  la  normale  en  ce 
point,  fait  avec  l'axe  des  x,  c'esl-à-dire,  avec  la  di- 
rection du  mouvement  ;  et  cet  angle  sera  le  même 
dans  toute  l'étendue  de  la  zone  engendrée  par  ds 
en  tournant  autour  de  AB,  dont  la  surface  est  27ryds. 
Chacun  des  élémens  plans  de  cette  zone  éprouvera 
donc  une  résistance  normale  qui  sera  égale  au  pro- 
duit de  cet  élément,  multiplié  par  {.v*  cos*  i.  En 
décomposant  cette  force  en  deux  autres,  l'une  per- 
pendiculaire et  l'autre  parallèle  à  l'axe  AB ,  il  est 
évident  que  les  composantes  perpendiculaires  à  AB 
se  détruiront  deux  à  deux  ;  d'ailleurs,  chaque  com- 
posante parallèle  à  AB  aura  pour  valeur  la  résis- 
tance normale  à  la  zone,  multipliée  par  cos  i;  par 
conséquent,  la  somme  de  ces  composantes,  pour  la 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  ^ 

MCA,  on  aura 

et  il  en  resoltera 

R  =  a^pf^a*  r* '  cos*  fl  sin  Grffl  =  i  TTf o^i^'  ; 

oe  qui  montra  que  la  résistance  éprouvée  par  une 
sfiAre  est  la  moitié  de  celle  qui  aurait  lieu  sur  le 
cylindre  circonscrit ,  dont  ^TCa*  serait  la  base  per- 
pendicnlaire  à  la  direction  du  mouvement. 

567.  Cest  à  Newton  qu'est  dû  ce  premier  es- 
ai  sur  la  r^istance  des  fluides;  et  c'est  lui  qui  a 
déterminé,  le  premier,  le  mouvement  des  corps 
soumis  à  une  force  dépendante  de  leur  vitesse.  En 
comparant  le  résultat  de  son  calcul  au  temps  observé 
de  la  chute  d'une  sphère  qui  tombe  dans  l'air,  d'une 
pande  hauteur,  il  a  reconnu  qu'il  faudrait,  pour  ac- 
corder Tun  avec  l'autre,  réduire  à  moitié  la  valeur 
précédente  de  R. 

D*après  d'autres  expériences,  faites  par  Borda ,  cette 
valeur  doit  être  seulement  réduite  aux  trois  cin* 
quièmes;  ce  qui  donne 

R  =  -^TTca^i^. 
10    ' 

En  appelant  D  la  densité  de  la  sphère,  sa  masse  sera 

—^ —  ;  et  si  l'on  divise  R  par  cette  masse ,  et  qu'on 

appelle  ^  la  force  accélératrice  qui  en  proviendra ,  on 
aura 
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^         4oDa  ' 

ce  qui  est,  eflFectîvement,  lexpression  de  la  résistance 
que  les  auteui^  de  Balistique  ont  adoptée  le  plus  gé-> 
néralement,  et  que  nous  ayons  citée  dans  le  n*  216. 

En  vertu  de  la  formule  (c),  la  détermination  ^n 
solide  de  révolution  qui  éprouve  la  moindre  résis- 
tance ,  consiste  à  trouver  la  courbe  génératrice  de  ce 

solide  pour  laquelle  l'intégrale    /    ^  ^  est  un  /m- 

nimum;  problème  qu'on  résoudra  sans  difficulté  par 
les  règles  du  calcul  des  variations ,  et  dont  New^ton  a 
donné  la  solution  avant  que  d  autres  géomètres  se 
fussent  occupés  de  ce  genre  de  questions ,  mais  sans 
indiquer  la  méthode  qu'il  a  suivie  pour  y  parvenir. 

Cette  théorie  de  la  résistance  repose,  comme  on  l'a 
vu ,  sur  une  comparaison  vague  4^  l'action  du  fluide 
au  choc  des  corps,  et  sur  la  supposition  inadmis- 
sible que,  dans  ce  choc,  les  molécules  du  fluide  agis- 
sent isolément  sur  le  mobile  et  nullement  Tune  sur 
l'autre.  Elle  est  démentie  par  l'observation ,  quant  à 
la  grandeur  absolue  que  le  calcul  donne  à  peu  près 
double  de  celle  qui  résulterait  de  l'expérience;  elle 
l'est  aussi  par  rapport  à  la  loi  de  la  résistance  en  fonc- 
tion de  la  vitesse,  qui  serait  toujours  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse,  suivant  cette  théorie,  tandis 
qu'il  résulte  du  décroissement  observé  des  ampli- 
tudes, dans  les  très  petites  oscillations  du  pendule 
(n*  187),  que  cette  force  est  seulement  proportion- 
nelle aux  très  petites  vitesses.  La  résistance  qu'un 
fluide,  liquide  ou  aériforme,  oppose  au  mouvement 
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MCA,  on  aura 

et  11  en  résultera 

■ 

R  =  2^fiv^a^  r  '  cos*  G  sin  9^6=^  Trfo^p*  ; 

ce  qni  montre  que  la  résistance  éprouvée  par  une 
sphère  est  la  joàoitié  de  celle  qui  aurait  lieu  sur  ^e 
cylindre  circonscrit ,  dont  ^TCa*  serait  la  base  per- 
pendiculaire à  la  direction  du  mouvement. 

367.  Ceit  à  Newton  qu'est  dû  ce  premier  es-  * 
sai  sur  la  résistance  des  fluides;  et  c'est  lui  qui  a 
déterminé,  le  premier,  le  mouvement  des  corps 
soamis  à  une  force  dépendante  de  leur  vitesse.  En 
comparant  le  résultat  de  son  calcul  au  temps  observé 
de  la  chute  d'une  sphère  qui  tombe  dans  l'air,  d'une 
grande  hauteur,  il  a  reconnu  qu'il  faudrait,  pour  ac- 
corder l'un  avec  l'autre,  réduire  à  moitié  la  valeur 
précédente  de  R. 

D'après  d'autres  expériences,  faites  par  Borda,  cette 
valeur  doit  être  seulement  réduite  aux  trois  cin- 
quièmes; ce  qui  donne 

R  =  —'prfia^if^. 

En  appelant  D  la  densité  de  la  sphère  ^  sa  masse  sera 

^5 —  ;  et  si  l'on  divise  R  par  cette  masse ,  et  qu'on 

appelle  (p  la  force  accélératrice  qui  en  proviendra,  on 
aura 


CHAPITRE  II. 

DÉTEUaNATION  DES  MOMENS  D^INEHTIE  ET  DES  AX.E8 
PRINCIPAUX. 

36S.  Dam  les  chapitres  suivans,  nons  coasidére- 
tons  les  dinërens  cas  du  aaouvement  d'un  corps  so- 
lide. Four  former  les  équations  de  sod  mouvement , 
nous  le  diviserons  eu  parties  insensibles,  mais  de 
grandeur  finie,  comprenant  néanmoins  des  nombres 
immenses  de  molécules.  Quoique  ce  corps  soit  formé 
de  molécules  disjointes,  les  sommes  relatives  à  ses 
parties  insensibles  pourront  être  changées,  sans  er- 
reur appréciable,  eu  intégrales  définies,  comme  dans 
le  n"  98  ;  et ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  on  pourra  ■ 
traiter  les  parties  dont  îl  s'agit  comme  des  infiniment 
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Les  trois  premières  dëpendeol  de  la  positioii  da 
centre  de  gniTité;  et  si  l'on  appelle  ^1  »  ^1 9  Siy  ses 
trois  coordonoées,  on  aura  (n^  91) 

y2r^;=WLr,,  Jjrdm^i'iAjrtf  /zdmssMz^; 

en  sorte  que  chacune  de  ces  intégrales  sera  nulle , 
lorsqu'on  prendra  ce  point  pour  l'origine  des  coor- 
données. 

Quelle  que  soit  cette  origine ,  on  prouvera  plus 
loin  qu'on  peut  toujours  déterminer  la  direction  des 
trois  axes  de  manière  qu'on  ait 

faydm=io,    fzxdm=zo,    /jrzdm=:o. 

Les  trois  axes  rectangulaires  des  x,  jr,  z,  qui  font 
ainsi  disparaître  ces  trois  intégrales ,  s'appellent  des 
axes  principaux. 

Quant  aux  trois  dernières  des  neuf  intégralçs ,  on 
jfiB  exprimera  au  moyen  de  trois  autres  que  nous  re- 
pr&enterons  par  A ,  B,  C ,  et  qui  seront 

A=/(/*-+-z*)d!m,  'B=f{z*+x^)dmj  C==/*(x*-f-^>/mj 

d'où  Ton  tire 

njl^dm  =  A  4-  B  —  C, 
ifj^dm^  C  4-  A—  B, 
OLfa^dm  =  B  4-  C  —  A. 

On  appelle  y  en  général ,  moment  d inertie  d'un  corps 
par  rapport  à  une  droite  quelconque  ^  la  somme  des 
élémens  de  sa  masse ,  multipliés  par  les  carrés  de 
leurs  distances  à  cette  droite.  Ainsi,  A,  B,  C,  seront 
les  momens  d'inertie  du  mobile  par  rapport  aux  axes 
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des  X  f  jr,  z;  car,  par  exemple , ^'  +  2*  est  le  carre 
de  la  distance  de  dm  à  Taxe  des  oc.  Lorsque  ces  droites 
seront  des  axes  principaux  y  nous  appellerons  A , 
B  y  C ,  des  momens  d'inertie  principaux. 

Le  centre  de  gravité  et  les  axes  principaux  ont 
lavantage  de  simplifier  les  équations  du  mouvement, 
en  faisant  disparaître  une  partie  de  leurs  termes,* 
quand  on  les  pread  pour  origine  et  pour  axes  des 
coordonnées;  ils  jouissent,  en  outre,  de  propriétés 
très  importantes  dans  la  Dynamique,  ainsi  quon  le, 
verra  par  la  suite. 

369.  La  détermination  des  momens  d'inertie  est 
un  problème  de  calcul  intégral,  que  Ton  résoudra 
toujours  exactement  ou  par  la  méthode  des  quadra- 
tures. 

L'exemple  le  plus  simple  est  le  calcul  du  moment 
d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle  et  homogène, 
par  rapport  à  l'une  de  ses  arêtes.  Prenons  trois  de  ses 
arêtes  adjacentes  pour  axes  des  x,jr,  z^  et  désignons 
par  a,  b^  c,  leurs  longueurs  ;  puis  divisons  chacune  de 
ces  trois  droites  en  une  infinité  de  parties  infiniment 
petites.  En  menant  par  tous  les  points  de  division ,  des 
plans  parallèles  aux  hces  du  parallélépipède ,  on  aura 
trois  séries  de  plans  qui  le  partageront  en  élémens 
infiniment  petits  dans  leurs  trois  dimensions.  Le  vo- 
lume de  l'élément  qui  répond  aux  trois  coordonnées 
X,  jTf  z,  sera  évidemment  dxdjdz;  on  aura  donc 
pour  sa  masse 

dm  =  pdxdjrdz; 
f  étant  la  densité  du  parallélépipède ,  que  Ton  sup- 


DYNAMIQUE,  SEœNDE  PARTIE.  45 

I  poie  constante.  Par  conséquent ,  le  moment  d'inertie 
C»  par  rapport  à  Tarète  qu'on  a  prise  pour  axe  des  z, 
et  dont  la  longueur  est  c ,  sera 

On  étendra  cette  int^rale  triple  à  tous  les  élë- 
mens  da  parallélépipède  donné ,  en  intégrant ,  dans 
on  ordre  quelconque ,  depuis  x^o^  ^  =  o,  z  =  o, 
josqua  ars^y  jrz=zby  z  =  c;  ce  qui  donne ,  sans 
aucune  difficulté, 

OU  y  ce  qui  est  la  même  chose , 

M  étant  la  masse  du  corps ,  de  sorte  qu'on  ait 

M  =  fabc. 
On  aura  de  même 

pour  les  momens  d'inertie  du  même  corps,  par  rap« 
port  aux  arêtes  dont  les  longueurs  sont  b  et  a. 

S70.  Pour  second  exemple ,  calculons  le  moment 
dlnertie  d'un  ellipsoïde  homogène  par  rapport  à 
Tun  de  ses  trois  axes  de  figure. 

Vc€pjziion  de  sa  surface  sera 

7.H--J;  +  ^=i,        (a) 
en  désignant  par  2a,  2b,  20,  les  longueurs  de  ses 
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trois  diamètres  princïpanx ,  qne  Ton  prend  jwur 
axes  des  x,  y ,  z.  Son  moment  d'inertie,  par  rap- 
port à  l'axe  des  s ,  sera  exprime'  par  la  même  inté- 
grale triple  que  dans  le  problème  précédent  ;  la 
constaate  p  étant  toujours  la  densité  du  corps.  Pour 
obtenir  celte  intéjirale  triple,  qui  doit  être  étendue 
à  la  mas-ie  entière  de  l'ellipsoïde,  j'intégrerai  d'a- 
bord par  rapport  à  s,  en  regardant  x  et  ^t"  comme 
des  constantes;  ensuite,  par  rapport  à  y,  en  con- 
tinuant de  regarder  je  comme  constante,  et,  enfin, 
par  rapport  à  x.  On  peut  suivre  l'ordre  qu'on  veut 
dans  ces  trois  intégrations  successives;  celui  que  je 
choisis  revient  à  concevoir  l'ellipsoïde  partagé  en 
une  infinité  de  tranches  elliptiques,  parallèles  au 
plan  des yeiz;  chaque  tranche  partagée  de  même  en 
une  ioRnilé  de  parallélépipèdes  parallèles  à  l'axe  des 
£,  et  terminés  à  la  surface;  et  chaque  parallélépipède 
en  élémens  inlinïmcot  petits  dans  leurs  trois  dimen- 
sions. Les  limites  de  l'intégrale  relative  à  2  seront  les 
deux  valeurs  de  cette  variable  qui  sont  données  par 
l'éqaation  (a);  cette  intégrale  définie  exprimera,  en 
fonction  de  X  et  ^ ,  le  moment  d'inertie  de  l'ua 
quelconque  des  parallélépipèdes.  L'intégrale  relative 
à^  aura  pour  limites  les  Jeux  râleurs  de  cette  va- 
riable, qui  répondent  à  la  même  valeur  de  x,  dans 
l'équation  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan 
des  X  Gtj;  elle  exprimera  le  moment  d'inertie  de  la 
tranche  parallèle  au  plan  des  ^  et  z,  qui  se  trouve  à 
la  distance  x  de  ce  plan.  Enfin ,  l'intégrale  relative  à 
X  sera  prise  depuis  x  = —  a  jusqu'à  x  =  a,  et  elle 
exprimera  le  moment  d'inertie  de  l'ellipsoïde  entier. 
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En  intégrant  par  tij^rt  à  2 ,  il  rient 

(jc*  +7*)  zdxdjT'^  constante. 
Les  denx  limites  données  par  Téqnation  (a)  sont 


=  =*=  V'-p-l' 


z 
l'int^rale  définie  sera  donc 


pca:^\/i-^~/i^d^^ 


Si  Ton  fidt,  ponr  abréger , 


a 


llntégrale  relative  à  ^  de  la  première  partie  de  la 
formule  précédente ,  deviendra 

L'équation  de  la  section  de  l'ellipsoide  par  le  plap 
des  a:  et  ^ ,  savoir  : 

A»  ^  a'  —   '» 

donne  jrssdbr  pour  les  denx  limites  de  l'intégnle 
relative  à  ^  ;  et ,  comme  on  a 

il  en  résulte ,  en  remettant  pour  r*  sa  valeur. 


tpcx'dxf^i—^^^  dr  =  ^  (a'x'  —  X*)  dx. 
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En  intégrant  par  rapport  a.  a:  depuis  x^ — a  jus- 
qu'à j:  =  a,  ou  aura  donc 


3f)C 


fH'^ 


—  dxdy= 


^wia-'hc 


sans  nouveaux  calculs,  et  par  de  simples  chaugenieas 
de  lettres,  on  aura  de  même 


2ff 


ffrsj^-i-id.dj^ 


^'Tfb'a 


par  conséquent,  le  moment  d'inertie  C  par  rapport 
à  l'axe  des  z,  qui  est  la  somme  de  ces  deux  dernières 
intégrales ,  aura  pour  valeur 

c  =  ^p^a-  +  n 

On  obtiendra  de  même  les  momeus  d'inertie  B  et 
A  par  rapport  aux  axes  des  j^  et  des  x.  La  masse 
de  l'ellipsoïde  étant  M ,  on  aura ,  d'à 
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d'élémens  qui  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signe 
cou  traire. 

On  voit  que  parmi  les  trois  quantités  A ,  B ,  C  ,  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  sont  celles  qui  répon- 
dent au  plus  petit  ci  au  plus  grand  des  trois  diamè- 
tres; ce  qui  est  d  ailleurs  évident ,  par  la  définition 
des  momeus  d'inertie.  ^  ' 

37 1 .  Dans  le  cas  d  une  sphère ,  on  a  a  =^^^fcc  ;  les 
trois  moniens  d'inertie  deviennent  égaux  entre  eux , 

et  sont  exprimés  par  -^f^*  Si  le  rayon  a  augmente 

d'un  infiniment  petit,  et  se  change  en  a  +  da,  l'ac- 
croissement correspondant  de  ce  moment  d'inertie  de 

la  sphère ,  savoir,  -^  pa^da ,    exprimera  le  moment 

d'inertie  de  la  couche  sphérique,  dont  les  rayons 
intérieur  et  extérieur  sont  a  et  a  +  ^^*  Maintenant, 
supposons  que  la  sphère  ne  soit  pas  homogène  »  mais 
qu'elle  soit  seulement  composée  de  couches  concen- 
triques et  homogènes,  de  manière  quen  appelant  r 
le  rayon  d'une  couche  quelconque,  la  densité  p  soit 
une  fonctioa  donnée  de  r.  Pour  avoir  le  moment 
d'inertie  de  la  sphère  entière ,  il  faudra  intégrer  celui 

de  cette  couche  quelconque,  savoir,  y  pr^clr ,  par 

rapport  à  r,  et  étendre  l'intégrale  au  rayon  entier  de 
la  sphère;  donc,  en  désignant  ce  rayon  par  c,  on 
aura 

T 


fjr^dr. 


pour  le  moment  d'inertie  demandé. 
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Si  on  le  compare  à  celui  d*une  sphère  homogène 
du  même  rayon,  et  dont  la  densité  soit  égale  à  la 
densité  moyenne  de  celle  que  Ton  considère ,  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  devra  être ,  par  la  définition  des 
momens  d'inertie ,  et  qu'il  sera  effectivement ,  d'après 
son  expression ,  plus  grand  ou  plus  petit,  selon  qoe 
la  densité  /  croîtra  ou  décroîtra  continuellement  au 
centre"^  la  surface.  -* 

5j2.  Le  calcul  du  moment  d'inertie  d'un  corps  ho* 
mogène,  terminé  par  une  surface  de  révolution,  se 
réduit  à  une  seule  intégration  dépendante  de  la  courbe 
génératrice ,  quand  on  le  prend  par  rapport  à  l'axe 
de  figure.  On  décomposera  alors  le  solide  en  anneaux 
circulaires,  d'une  épaisseur  et  d'une  largeur  infini* 
ment  petites,  dont  chacun  ait  son  centre  dans  l'axe  , 
et  soit  compris,  d'une  part,  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires à  Taxe,  et  d'une  autre  part,  entre  deux 
surfaces  cylindriques  ,  dont  cette  droite  ser^  Taxe   ' 
commun.  En  appelant  r  le  rayon  de  la  surface  inté« 
rieure,  r^^dr  celui  de  la  surface  extérieure,  et  doclm    \ 
distance  des  deux  plans,  le  volume  d'un  anneau  sera    ' 
^ (r  +  drydx  —  Tfr^dx,  ou  v^rdrdx ,  içn  négligeant    ' 
le  terme   infiniment  petit  dn  troisième  ordre.  Sa    ' 
masse  sera  donc  2-?: frdrrljc ,  en  désignant  par  f  l^jjjk^ 
densité  du  corps;  et  comme  tous  les  points  de  cet  ^ 
anneau  sont  à  la  même  distance  r  de  l'axe  de  figure,    ^ 
le  produit  27rfr^drda: ,  de  cette  masse  et  de  r»,  expri*    i 
mera  son  moment  d'ioertie  par  rapport  à  cet  axe.    1 
Donc  si   cet  axe  et   la  courbe  génératrice  sont  la    < 
droite  AB  et  la  ligne  AMB  (fig.  r^),  et  qu'on  fasse 

AP  =  j^,      PM=j, 
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un  aura  le  moment  d'inertie  de  la  tranche  infiniment 
mince  du  solide  de  révolution ,  perpendiculaire  à  AB 
et  correspondante  au  point  P,  en  intégrant  2irpr^drdx 
depuis  r  =  o  jusqu'à  rz=zjr,  ce  qui  donne  iyrpjr^dx. 
Donc  aussi  9  si  Ton  désigne  par  /  la  longueur  de  Taxe 
AB,  et  par  /ul  le  moment  d'inertie  du  solide  entier^  on 
obtiendra  la  valeur  de  ft  en  intégrant  cette  difTéren- 
liaUe  7  TTfjr^dxp  depuis  xs=o  jusqu'à  j:=  /,  et  il  en 
fésultera 

Si  Ton  désigne  par  et  et  f  des  valeurs  données  de 
X,  telles  que  Ton  ait  a  <  ff  et  ff  <  /,  il  sufBra  dln- 
(égrer  depuis  or  =r  a  jusqu'à  ar  =  f ,  pour  avoir  le 
moment  d'inertie  de  la  tranche  du  solide  comprise 
entre  les  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  ^  dont  a 
et  Q  sont  les  distances  au  point  A.  Si  ce  corps  est  un 
solide  creux  y  compris  entre  deux  surfaces  de  révolu- 
tion qui  ont  le  même  axe  AB ,  on  aura  son  moment 
ilnertie ,  en  regardant  ce  corps  comme  la  diflerence 
de  deux  solides  de  révolution ,  dont  on  retranchera , 
Ton  de  l'autre,  les  momens  d'inertie  relatifs  à  l'axe 
commue.  Enfin,  si  l'on  demandait  le  moment  d'iner- 
tie d'une  portion  du  solide  de  révolution ,  comprise 
entre  deux  plans  menés  par  l'axe  de  figure,  il  est 
évident  que  ce  moment ,  par  rapport  à  cet  axe ,  serait 
à  celui  du  solide  entier  comme  l'angle  des  deux  plans 
est  à  quatre  angles  droits. 

373.  En  prenant  la  demi- circonférence  d'un  cercle 
pour  la  génératrice  ÂMB,  et  désignant  le  rayon  par 
a^  on  aura 

4- 
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pour  la  valeur  de  j^^  qu'il  faudra  substituer  dans  la 
formule  (b)  ;  et  si  Ton  demande  le  moment  d'inertie 
du  segment  sphérique  dont  la  flèche  est  et,  pris  par 
rapport  au  diamètre  perpendiculaire  à  sa  base,  il 
faudra  intégrer,  dans  cette  formule,  depuis  ar=:o 
jusqu'à  «r  =  a  ;  ce  qui  donne 

Dans  le  cas  de  la  sphère  entière ,  on  fera  a^^2a,  et 

il  en  résultera  /jt  =  — g— ,  comme  précédemment. 

Si  la  génératrice  est  une  droite  passant  par  le  point 
A,  et  qui  fasse,  avec  l'axe  AB,  un  angle  dont  la  taâ- 
gente  soit  0,  on  aura 

j  =  flx. 

Je  substitue  cette  valeur  dans  1  équation  (6),  et  j'in- 
tègre depuis  x=a  jusqu'à  x  =  €;  il  vient  * 

Cette  valeur  sera  celle  du  moment  d'inertie  d'un 
cône  tronqué,  pris  par  rapport  à  son  axe  de  figure. 
En  appelant  a  et  b  les  rayons  de  ses  deux  bases, 
et  /t  sa  hauteur,  nous  aurons 

ôa  =  a,     6^  =  6,     €  —  a  z=z  h  ; 

et  nous  pourrons  écrite  la  valeur  de  /x  sons  la 
forme 

fJL  =  iz  -  f ''  («^  +  à'b  +  «•*•  +  ab^  +  b*). 
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Dans  le  cas  d'un  cône  entier ,  on  fera  b  =  o;  et 
M  étant  sa  masse,  on  aura 

Quand  le  cône  tronqué  se  changera  en  un  c;ylindre, 
on  fera  &=a;  et  la  niasse  étant  toujours  M,  il 
en  r&ultera 

M  =  TTfha^ ,       ;a  =  ^  Ma*. 

374*  Connaissant  le  moment  d'inertie  d'un  corps 
par  rapport  à  un  axe  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité, on  en  conclut  aisément  le  moment  d'inertie 
du  même  corps ,  rapporté  à  tout  autre  axe  paral- 
lèle au  premier. 

En  effet,  plaçons  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  de  gravité,  et  prenons  le  premier  axe  pour 
celui  des  z.  Soient  a  et  ^  les  coordonnées  du  point 
où  le  second  axe  coupe  le  plan  des  x  et  jr^  auquel 
ce  second  axe  est  aussi  perpendiculaire.  Désignons 
par  a  la  distance  du  centre  de  gravité  au  second 
axe  ;  par  r  la  distance  d'un  élément  quelconque  dm 
du  corps  au  premier  axe;  par  r^  la  distance  du 
même  point  matériel  au  second  axe.  Le  moment 
d'inertie  connu  sera  fr^dnij  et  celui  qu'on  demande 
sera  fr^^din\  ces  intégrales  s'étendant  à  la  masse  en- 
tière do  solide.  Or,. nous  aurons 

en  multipliant  par  dm  y  intégrant  et  observant  que 
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OQ  aura  donc 
fi''dm=:fi*din —  lafxdm  — sCfytîm-^a*fdini 

mais  les  iolegrates  fxdin  et  fjdm  sont  nulles ,  à 
cause  que  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe  des  i 
(q'  568);  de  plus,yJ/m  est  la  niasse  enlîère  du  corps, 
que  je  représenterai  par  M;  par  conséquent ,  l'équa- 
tion précédente  se  réduit  à 

fr''dm  =;  fr'dm  ■+■  Ma*. 

Ainsi  l'on  aura  le  moment  d'inertie  demandé,  en 
ajoutant  à  celui  qui  est  donné  la  masse  du  corps, 
multiptice  par  le  carré  de  la  di:>tance  du  centre  de 
gravité  au  nouvel  axe. 

D'apiès  cette  règle,  on  aura  immédiatement  le 
moment  d'inertie  d'une  sphère  homogène  ou  com- 
posée de  couches  concentriques,  pat-  rapport  à  uu 
axe  quelconque,  puisque  ce  moment  est  connu  par 
rapport  à  tous  les  axes  passant  par  le  centre  de  fi- 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  55 

de  cette  droite.  Pour  montrer  comnient  cette  dîrec- 
tioQ  influe  sur  là  muideur  an  moment  d'inertie  d'un 
corps  quelconque  y  proposons-nous  de  trouver  celui 
de  la  masse  M  par  rapport  à  un  axe  mené  par  Tori^ 
gine  des  coordonnées ,  et  qui  fasse  avec  les  axes  des 
JCfjr,  z,  les  trois  angles  donnes  <x,  €,  y. 

Soient  p  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'élément 
dm  sur  le  nouvel  axe,  D  la  distance  de  ce  point  ma- 
tériel à  Torigine  des  coordonnées ,  J^  langle  compris 
entre  la  ligne  D  et  le  nouvel  axe.  Les  coordonnées 
de  dm  étant  x  ^  j^  z^  les  cosinus  des  angles  que  fait 
la  direction  de  son  rayon  vecteur  D  avec  les  axes 

de  ces  coordonnées ,  seront  g,  ^,  g;  par  consé-^ 

quent ,  on  aura  (n*  9) 

cos  cT  =  g  cos  a  +  g  cos  ff  -H  ^  cos  7. 

D'ailleurs,  on  a 

p  =  D sin  <f ,      />•=  D'  —  (D  cos cT)*; 

en  substituant  donc  pour  D  cos  S"  la  formule  précé- 
dente, multipliée  par  D,  et  mettant  x*4-/*+2* 
au  lieu  de  D*,  il  en  résultera 

|i*  =  X*  sin*  tf  +^*  sin*  ^  +  z'  sin* y 
—  2jr;^cos  CL  cos  &  —  2xz  cos  CL  cos  5.—  Tjrz  cos  Q  cos  y  y 

d'où  Ton  conclut 

fjp^dm  =  sin*ût./r*rfm  -^-ûn^^.fy^dm-^^vo^y.fz^dm 

—  2Cosa  cos  ^ .  fxjrdm — 2  cos  cl  cos  y .  fxzdm 

—  2 cos  Q  cos y^fjrzdm. 
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Au  moyen  de  cetle  t'orniult:,  ou  aura- donc  le  mo- 
ment d'ioerlie  fp'dm,  relatif  à  un  axe  de  directîou 
donoee,  et  passant  par  l'origine  des  coordonnées, 
quand  ou  connaîtra  les  six  mié^vAes  fx*iîm,  Jj-^diiif 
fz*dmtfjcydm,fxzdm,  Jjzdin,  étendues  à  la  masse 
eutière  du  corps,  et  relatives  aux  axes  des  coordon- 
nées. Si  ces  trois  dixiiles  sont  des  axes  principaux, 
les  ti"ois  dernières  intégrales  seront  nulles  (  n"  368) , 
et  la  formule  précédente  se  réduira  à 

fp*din  =  sin'a  ._/xV;h+  sin'f  .f^'din-\-s\y\'y  .fz*dm. 
Mais,  en  vertu  de  l'équaliôn 

cos'  a  +  cos*  Ç  +  cos*  5-  =  i , 
nous  avons 

,  6În'  a  ^  cos  S  +  cos*  y  , 

sin'ff  =  cos* 7  +  cos*  a, 
sin*  y  ^  cos"  a  -f-  co**  G  ; 


^ 


•ô 
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d'Inertie  relati&  aux  trois  axes  principaux  qui  se 
coupent  en  un  point  donné ,  pour  en  conclure  immé* 
diatement  le  moment  d'inertie  correspondant  à  un 
axe  quelconque  y  passant  par  ce  point;  et,  en  com- 
binant ce  résultat  avec  celui  du  numéro  précédent , 
on  voit  que  le  calcul  de  tous  les  momens  d'inertie 
d'un  même  corps  se'  réduira  à  déterminer  les  trois 
momens  d'inertie  principaux  qui  répondent  à  son 
centre  de  gravité.  Ayant  calculé,  par  exemple  (n*  Syo), 
les  valeurs  de  ces  trois  momens  d'inertie,  dans  le 
cas  de  l'ellipsoïde  homogène ,  n(ibB  pouvons  regar- 
der comme  connu  le  moment  d'inertie  de  ce  corps, 
par  rapporta  un  axe  quelconque. 

376.  Le  plus  grand  et  le  plus  petit  des  trois  mo- 
mens d'inertie  principaux  A,  B,  C,  qui  entrent  dans 
la  formule  (c),  sont  aussi  le  plus  grand  et  le  plus  pe- 
tit de  tous  les  momens  d'inertie  du  même  corps,  par 
rapport  aux  axes  passant  par  l'origine  des  cooi^ 
données. 

Soit  y  en  effet,  A  la  plus  grande  des  trois  quantités 
A ,  B,  C  ;  en  mettant  i  —  cos*  S  —  cos*  y  h  la  place 
de  cos*  a  dans  1  équation  (c) ,  on  aura 

/p*6i^/î  =  A  —  (A  —  B)  cos^g  —  (A  —  C)  cos*  > ; 

d'où  l'on  conclut  que  fp^dm  est  moindre  que  A, 
quels  que  soient  les  angles  Q  et  y.  De  même,  C  étant 
la  plus  petite  des  trois  quantités  A,  B,  C,  si  Ton  met 
l'équation  (c)  sous  la  forme 

yp»rfm  =  C  +  (A  —  C)  cos*a-|-  (A  —  B)cos«  ^, 
on  voit  qu'on  a  constamment  fp*dm  >  C. 
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Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  quantités  A , 
B,  C ,  sont  égales,  on  a  aussi  fp^dm  =  A ,  quelle  que 
soit  la  direction  de  Taxe  auquel  le  moment  d'inertie 
fp^dm  est  rapporté  ;  donc  alors  les  momens  d'inertie 
sont  égaux  par  rapport  à  tous  l'es  axes  passant  par 
l'origine  des  coordonnées.  Ce  *cas  est  celui  de  la 
sphère  homogène  ou  composée  de  couches  concen-  ■ 
triques,  lorsque  l'origine  des  coordonnées  est  placée 
à  son  centre  ;  il  a  également  lieu  pour  le  cube,  l'oc* 
taèdre  régulier  et  d'autres  corps  homogènes,  dont  les 
trois  momens  d'inortie  principaux  ne  peuvent  différer 
entre  eux ,  en  plaçant  toujours  l'origine  des  coordon- 
nées à  leur  centre  de  figure. 

Si  l'on  a  seulement  A  =  B ,  l'équation  (c)  se  ré- 
duira à 

fp^dm  =  A  sîn*  >  +  C  cos*  y  ; 

et  cette  valeur  àefp^dm  étant  indépendante  des  an- 
gles oc  et  ^ ,  le  moment  d'inertie  sera  le  même  par 
rapport  à  tous  les  axes  menés  par  l'origine  des  coor- 
données, qui  font  un  même  angle  y  avec  l'axe  des  2. 
Ce  cas  est  celui  d'un  solide  de  révolution  homogène, 
quand  cette  droite  est  son  axe  de  figure. 

D'après  ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  n°  374  »  nous 
pouvons  dire,  maintenant,  que  le  plus  petit  de  tous 
les  momens  d'inertie  qu'un  même  corps  puisse  avoir, 
répond  à  l'un  des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent 
à  son  centre  de  gravité.  Ainsi,  par  exemple ,  le  plus 
petit  de  tous  les  momens  d'inertie  d*un  ellipsoïde 
homogène ,  se  rapporte  au  plus  grand  de  ses  tix>is 
diamètres  conjugués  rectangulaires. 
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377.  Nous  allons  acluellement  démontrer  l'exis* 
leoce  des  axes  princîpanx  que  nous  avons  supposée 
josqa^à  pr^nt,  et  détenniner  leur  direction  pour 
daqae  point  d'un  corps  de  forme  quelconque;  mais, 
poor  cela ,  il  est  nécessaire  de  rappeler  les  formules 
géocrales  de  la  transformation  des  coordonnées, 
dont  nous  aurons  besoin,  d'ailleurs,  dans  d'autres 
oocasioDS. 

Soient  X,  ^,  2,  les  trois  coordonnées  dun  point 
quelconque  M,  rapportées  aux  axes  rectangulaires 
Ôx,  Ojr,  Oz  (fig-  2).  Désignons  par  ûc^,  jr^,  js^ ,  les 
coordonnées  du  niêmp  point,  ayant  la  même  origine, 
et  rapportées  aux  troSs  axes  Oûc^  ,  0/^ ,  Oz^ ,  qui  sont 
aussi  perpendiculaires  entre  eux.  Du  point  M,  abais- 
sons des  perpendiculaires  MP  et  MK  sur  Taxe  Ojc  et 
sur  le  plan  des  x^  etjr^ ,  et  du  point  K,  une  perpen- 
diculaire KH  sur  Taxe  Ox^j-en  sorte  qu'on  ait 

OV=zx,    OH=î=x,,    KH=j^,   MK  =  z,. 

La  projection  sur  l'axe  Ox,  de  la  ligne  brisée  MKHO, 
sera  OP;  les  projections  de  ses  parties  OH,  KH,  MK, 
seront  égales  à  ces  droites,  multipliées  par  les  cosinus 
des  angles  que  les  axes  des  x^,X,  z^,  font  avec  Taxe 
Ox;  en  en  faisant  la  somm<<,  on  aura  donc 

X  =  x^  C06  xOx^  +jj  cas  xOj-,  +  z^  cos  xOz^. 

La  figure  suppose  ces  trois  angles  aigus,  et  les  trois 
coordonnées  oc^^  j^^  z^ ,  positives  ;  auquel  cas  leurs 
projections  tombent  sur  la  direction  même  de  Ox , 
et  doÎTcnt  s'ajouter  en  grandeur  absolue;  mais  il  est 
facile  de  s'assurer  que  cette  équation  subsistera  dans 
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tous  les  cas ,  en  ajant  égard  aux  signes  des  coordon- 
nées x^,  j^ff  z^,  des  cosinus  y  et  de  l'abscisse  ûc.  Par 
exemple ,  on  v^rra  aisément  que  si  labscisse  x^  est 
négative^  et  langle  xOa:^ aigu ,  ou  bien ,  si  cette  abs- 
cisse est  positive,  et  cet  angle  obtus,  la  projection  de 
OH  tombera  sur  le  prolongement  de  Ox,  et  la  va- 
leur absolue  de  cette  projection  devra  être  retran- 
chée; et  l'on  verra,  au  contraire,  quelle  devra  être 
ajoutée,  quand  cette  abscisse  x^  sera  négative,  et 
qu'en  même  temps  l'angle  xOx,  sera  obtus  ;  ce  qui 
s'accorde,  dans  les  deux  cas,  avec  le  signe  du  produit 
x^cosxOx^ 

On  verra  de  même  que  les  jnrojections  de  la  ligne 
brisée  MKHO  sur  les  axes  Oj  et  Ozy  ou  sur  leurs 
prolongemens ,  sont  toujours  égales  à  j-  et  z.  Cela 
étant,  si  nous  faisons 

cos  xOx,  =  a ,  cos  xOj^  =  h  ,  cos  xOz^  =  c  , 
cos  jOx,  =  a\  cosjOjr^  =  b\  cos  jOz,  =  c' , 
cos  zOx^  =  a",     cos  zOj^  =  l/\     cos  zOz^  =:  c", 

nous  aurons 

X  —  ax^  +  br,  +  cz,,     \ 

jr  =  a'x;+by,+  c\,    \        (.) 

Ces  neu&  cosinus  a,  b ,  etc.,  sont  liés  entre  eux 
par  six  équations,  savoir  : 

a»  +  rt'*  +  a"»  =  I ,     abJ^  a' h'  +  ci^W  =  o,   ) 
fc.  4.  ^»  4-  ft"«  =  , ,     ac+  dd  +  a"c"  =  0,  [  (2) 

La  pr^^MÛèrc,  par  exemple,  résulte  de  ce  que  a  y  aV 
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a'^  sont  les  cosinus  des  angles  que  fait  une  même 
droite  Ox^  avec  les  trois  axes  rectangulaires  Oor ,  Qy^ 
Oz  ;  et  la  quatrième ,  de  ce  que  cette  droite  Ox^  et  la 
ligne  Qy^ ,  à  laquelle  répondent  les  cosinus  b,  b\  b", 
sont  perpendiculaires  Tune  à  l'autre.  On  obtient  aussi 
ces  six  équations  en  substituant  les  valeurs  de  oc , 
y,  z,  dans  lequation 

dont  les  deux  membres  sont  le  carré  de  OM^  et  qui 
doit  être  identique. 

En  ayant  égard  aux  équations  (2),  les  équations  (1) 
donnent,  réciproquement^ 

X,  =  ru:  +  a'jr  +  a!'Zp  ) 
jr^=zba:^  b'j  +  b'^z,  >       (5) 
z^  =z  cjc  +  c'jr  ^  d^z  ;   ) 

et  l'on  peut  remplacer  lés  équations  (2)  par  celles-ci  : 

rt*  -f.  è*  -f-  c*=i,     aa*  +  bb' +  cd  =1  o,    ) 
^'•+  i'*+c'»=i,     aiJ'  +  bb"+cd'z=z  o,   >  (4) 

La  comparaison  de  ces  formules  avec -celles  du 
n®  277  montre  clairement  l'analogie  qui  existe  entre 
les  projections  des  lignes  droites  et  celles  des  surfaces 
planes,  d'où  résulte  l'identité  de  la  composition  des 
forces  représentées  par  des  portions  de  di*oites,  avec 
la  composition  des  momens  représentés  par  des  aires 
planes.  * 

578.  Dans  la  transformation  des  coordonnées ,  on 
devra  donc  considérer  six  des  neufcoeUiciensa,  A,  etc., 
comme  des  fonctions  des  trois  autres,  déterminées 
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soit  par  les  équations  (2) ,  soit  par  les  équations  (4)  i 
mais  il  vaudra  mieux  exprimer  ces  neuf  coeffîciens, 
au  moyen  de  trois  nouvelles  quantités  ,  par  des  for- 
mules qui  satisferont   aux  équations  (2)  ou  (4)- 

Pour  cela,  supposons  que  la  droite  NON'  (  fig.  3) 
soit  l'intersection  du  plan  des  j-,  et  j'^  avec  le  plan 
des  X  et  j;   et    faisons 

NOx  =  4- ,  NOx,  =  (^ ,  ZOr,  =  6  : 
ces  trois  angles  -^  ,  <p ,  fl,  détermineront,  sans 
amlùguité,  la  postlion  des  axes  desa:^,^^,  s^ ,  par 
rapport  à  ceux  des  x,  y,  z,  pourvu  que  l'on  con- 
vienne préalablement  du  sens  dans  lequel  ces  an- 
■  gles  seront  comptés.  Pour  plus  de  commodité,  je  sup- 
poserai que  le  plan  des  x  etj'  soit  horizontal,  et  que 
l'axe  vertical  des  z  posïtives.soît  dirigé  dans  le  sens 
de  la  pesanteur. 

L'angle  9  s'étendra  depuis  zéro  Jusqu'à  180°;  selon 
qu'il  sera  aigu  ou  obtus,  l'axe  Oz,  sera  situé  an-des* 
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en  désignant  par /i  et  i  des  nombres  entiers,  positifs 
ou  négatifs,  ou  zéro,  et  par  u  et  if  des  variables  po- 
sitives et  moindres  que  air. Or,  langle  u  sera  compté, 
à  partir  de  la  droite  Ojc,  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche  s;  de  sorte  que,  par  exemple,  la  droite  ON 
coïncidera  avec  Oœ  pour  k=:o,  avec  le  prolonge- 
ment de  Ojr  pour  u  =s  90%  avec  celui  de  Ox  pour 
u  =  i8o*,  et  avec  Oy  pour  u  =  270*.  I/angle  i^  sera 
compté,  à  partir  de  ON,  au-dessus  du  plan  des  jc 
eij^,  de  manière  quç  Taxe  Ojc^  se  trouvera  au-dessus 
de  ce  plan  y  quand  if  sera  moindre  que  180%  et  au- 
dessous  quand  cet  angle  surpassera  180^.  Pour  i^=o. 
Taxe  Ox^  coïncidera  avec  la  droite  ON ,  et  pour 
v=:  i8o%  avec  le  prolongement  ON'  de  ON.  Dans 
tous  les  cas,  Tangle  9,  aigu  ou  obtus,  sera  langle 
dièdre  dont  larète  est  ON ,  et  dont  les  faces  sont  les 
angles  NOx  et  NOr,,  réduits  à  leurs  parties  u  et  s^.  La 
figure  suppose  que  les  trois  angles  u,  if,  9,  soientaigus. 
Cela  posé,  lorsque  l'angle  4/  sera  donné,  on  por- 
tera sa  partie  u  sur  le  plan  horizontal ,  à  partir  de 
Taxe  Oj:,  et  dans  le  sens  de  la  flèche  s  ;  ce  qui  déter- 
minera la  position  de  la  droite  ON.  L  angle  ^  étant 
aussi  donné,  on  portera  d'abord  sa  partie  ^  sur  le 
plan  horizontal,  à  partir  de  la  droite  ON ,  et  dans  le 
sens  de  la  flèche  s',  c'est-à-dire,  en  sens  contraire  de 
s;  ensuite,  on  fera  tourner  le  plan  de  l'anghs  (p  au- 
tour de  ON,  de  manière  que  la  partie  de  ^  adjacente 
à  ON  s'élève  au-dessus  du  plan  horizontal.  Quand  ce 
plan  aura  décrit  langle  donné  d,  l'autre  côté  de  langle 
^  sera  la  véritable  position  de  l'axe  Oûo^  ,  au-dessus  ou 
au-dessous  du  plan  horizontal,  suivant  qu'on  aura 
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K  <  i8o'  on  f  >■  i8o'.  F.n  augmenlaDt,  dans  son 
plan,  l'angle  u  de  go',  on  aura  la  position  de  l'axe  0/-,; 
et  après  avoir  mené  une  perpendiculaire  à  ce  plan , 
on  prendra  pour  Oz^  la  partie  de  cette  droite  ,  com- 
prise au-dessous  ou  au-dessus  du  plan  horizoutal ,  se- 
lon que  l'angle  9  sera  aigu  ou  obtus. 

Les  trois  axes  Ox^,  0/, ,  Os,,  étant  ainsi  complè- 
tement déterminés  par  rapport  aui  axes  Ox,  O^,  Oz, 
au  moyen  des  angles  4>  P  ^  6»  i'  fait  que  les  neuf  eo- 
sinm  a,  b,  etc.,  soient  des  fonctions  de  ces  trois  an- 
gles; et,  en  effet,  en  leur  donnant  les  directions 
qu'on  vient  d'explif(uer,  on  a 

a  =  ros  Ôsin4' S'"  "P  +  cos^J-cosip,      i 

^;        h  =  cos  fl  sin  4  ces  f  —  cos  ^  sin  <p  ,  i 

^  c  ^  sin  0  sia  >(. ,  I 

u  i       rt'  =  cos  6  cos  4  sin  (p  —  sin  4  cos  (J)  ,  |         ■ 

b'  =  cos6  cos4  cosç  -|-  sin  4  sin  ip  , 
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aB  côté  «^  on  a 

cos  OL  s=  cos  A  sin  Csiny'^  cos  €  cos  y^ 

Or,  si  nous  imaginons  une  sphère  décrite  du  point 
O  comme  centre ,  et  d'un  rajon  quelconque ,  nous 
aurons  d'abord  sur  cette  surface  un  triangle  formé 
par  les  trois  arcs  qui  répondent  aux  angles  NOor, 
NOx^ ,  xOjc^  f  dans  lequel  Tangle  opposé  au  dernier 
côté  sera  égal  à  fl;  donc,  à  cause  de  NOar  =  N|/  et 
NOx^s^,  on  aura 

cos  xOXg  =  a  =cos 6 sin  %{/  sin  ^ -|~  cos  4  cos  ^. 

Cette  équation  ayant  lieu  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques de  9  et  4  >  on  peut  supposer  que  ^  devienne 
9  +  90*;  alors.  Taxe  Ox^  prendra  la  place  de  Oj^^ 
Tangle  xOlt^  deviendra  xOf, ,  et  Ton  aura 

cos  ccOjr^  z=zb=z  cos  fl  sin  4  cos  ^  —  cos  4  sin  ^. 

De  même ,  en  mettant  4  +  90""  à  la  place  de  4^  dans 
réquation  précédente.  Taxe  Ox  se  changera  dans 
Taxe  O/,  et  Tangle  x(Xr^  deviendra  y(Xx/y  de  sorte 
que  Ton  aura 

cos^0x^5=  a'  =  cos  fl  cos  4  sin  ^  —  sin  4  cos  (p. 

Et  si  l'on  met  à  la  fois  dans  cette  équation  précédente 
4  -4"  90**  et  ^  4"  90*  au  jieu  de  4  et  ^ ,  l'angle  xOx^ 
sera  remplacé  par  l'angle ^7^^^,  et  il  en  résultera 

cos  j^07'^==  b'  =  cos  ô  cos  4  cos  (p  +  sin  4  sin  ^. 

Considérons  de  même  le  triangle  sphérique  dont 
les  trois  côtés  répondent  aux  angles  NOjc  ,   NOz^ , 

a.  « 
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xOzy  L'angle  opposé  au  dernier  côté  est  90" — 6; 
de  plus,  OD  a  N0j:  =  4  et  NO2,  =90°.  En  faisant 
A  ^  90°  —  S ,  ff  =  4  ■  7-  =  90'»  a^xOZf ,  l'équation 
générale  se  réduira  donc  à 

cos  xOz^  s:  c  ^  sÎD  6  sin  -^  ; 
d'où  l'on  conclut  aussi 

cos  ^2^  =  c'  ^=  sin  Ô  cos  %p , 

en  mettant  4  +  90'  à  la  place  de  4-  ;  ce  qui  change 
l'axe  Ox  dans  0^,  et  l'angle  JcOz,  dans  l'angle  jHz  . 
Enfin,  dans  le  triangle  sptiérique  dont  les  côtés 
répondent  aux  angles  NO2 ,  NOx, ,  zOjc,  ,  l'angle  op- 
posé au  dernier  côlé  est  égal  à  fl  +  po",  et  l'on  a 
N0s  =  9o'et  NOx^^^.Si  donc  on  fait  A^go'-^-fl, 
C^go",  ye^<p,  a=zOx^,  dans  l'équation  géné- 
rale, on  aura 


cos  :0x, 


« ^  ^  —  sio  0 
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fxjr^dmz=zo,    fzfc,dmz=zo^    /y^//ii»=ro;   (a) 

et  3  s'agira  de  prouver  que  ces  trois  équations  don- 
nent toujours  pour  les  angles  ^^  nJ/^  8,  des  valeurs 
réelles. 

En  faisant,  pour  abréger, 

X  =  j:  cos  -J/  — y  sîn  4  » 

Y  =  j:  cos  fl  sin  4  +  j^  cos  fl  cos  4  "^  ^  sin  0, 

et  substituant  les  formules  (5)  dans  les  équations  (3) , 
nous  aurons 

j:^  =  Y  sîn  9  +  X  cos  ^ , 
J,'='  Ycos^— 'Xsîn  ç, 
2^  =  X  sîn  0  sîn  4  +  j^  sîn  fl  cos  4  +  ^  cos  fl. 

Au  moyen  de  ces  valeurs ,  la  première  équation  (a) 
prend  la  forme 

sîn  2(p/(X'  —  Y»)  ^  =  2  cos  2<pfXYdm ,     (A) 

et  les  deux  dernières  deviennent 

cos  ^ /Y  zjdm  —  %m(pf\zjdm  =  0, 
sîn  ^fXz^dm  +  cos^/Xz^dm  =  o. 

En  ajoutant  ces  dernières  équations  après  les  avoir 
multipliées  par  cos  ^  et  sîn  ^ ,  ou  par  —  sin  9  et 
cos^,  elles  seront  remplacées  par  celles-ci  : 

fYz^dm  =  o,       JHz^dni  =  o, 

qui  ne  contiennent  plus  l'angle  (p.  J'y  mets  pour 
X,  Y,  z^,  leurs  valeurs,  et  je  fais 

5,. 
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fx^din:=zf,      fydm  =  g ,      fz^'dm  =  h , 
fjzdm  ==  /',     fzxdm  =  g\      fxjrdm  =:  h'  ; 

ces  six  intégrales  s*ëtendanj  à  la  masse  entière  da 
corps  que  Ton  considère.  Il  en  résulte 

(ysîn*4  +  3^'  sîn  >{/  cos  4  +  ff  cos*4  —  ^)  sin  fl  cos  0 
4-  (g' sin  4+/' cos 4)  (cos*fl  —  sin*fl)=  o, 

[fi'  (cos*  4  —  sin*  4)  +  (y^  —  ë)  ^^^  4  ^^  4]  s^^  * 
-|-(^cos4  — /*'sin4)cos  fl  =  o. 

Or,  si  nous  faisons 

tang4  =  ^f     sin  4=  «  cos4==    y =» 

la  seconde  de  ces  deux  équations  donnera 


et  la  première  prendra  la  forme 

[_(f^h)u'+  ah'u^g-K]  ^^Û^^ 
+  g'tt+/  =  (g'«+/)tang«6. 
En  y  mettant  pour  tangâ  sa  valeur,  elle  devient 

f  (/—  h)  u'  +  :th'u  +g-h]ifu—  g') 

son  premier  membre  est  la  même  chose  que 

[%'-  ës'+fh'-  {hj'-ff+  g'A')«]  ( . + «•); 

par  conséquent  y  on  aura  finalement 
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[^^-v-/'*'+(y-//'+^A')"][A'(i-«')+(/-^)«i] 

Ainsi ,  les  équations  (a)  sont  remplacées  par  les 
équations  {b)f  (c),  {d).  Or^  cette  dernière  étant  du 
troisième  degré  ^  elle  aura  au  moins  une  racine 
réelle;  on  aura  donc  une  valeur  réelle  de  u  ou 
tang  6 1  à  laquelle  répondront  un  angle  4  moindre 
que  X  '^9  et  un  autre  égal  au  premier  augmenté  de  tt, 
qui  appartiendront  aux  deux  parties  ON  et  ON'  de 
l'intersection  du  plan  inconnu  des  x^  et  jr^ ,  avec  le 

plan  donné  des  x  et  /•  A  cause  du  radical  V/i-f-  u*, 
l'équation  (c)  donnera  ensuite  deux  valeurs  de  tang  0, 
égales  et  de  signe  contraire,  qui  appartiendront  à 
un  angle  aigu  et  à  son  supplément ,  et,  conséquem-* 
ment,  à  Taxe  Oz^et  à  son  prolongement.  Enfin,  on 
tirera  de  l'équation  (b)  une  valeur  réelle  de  lang  2^, 
à  laquelle  répondront  deux  valeurs  de  ^,  dont  l'une 
sera  moindre  que  7  ^ ,  et  l'autre  égale  à  la  première 
augmentée  de  ^tt.  La  première  étant  prise  pour 
la  valeur  de  l'angle  NOx^,  la  seconde  sera  celle  de 
l'angle  NOj-^;  et,  en  effet,  tout  étant  semblable  par 
rapport  aux  deux  axes  Ox^  et  Oy^,  ils  devaient  être 
déterminés  par  une  même  équation. 

On  voit  de  même  que  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion (d)  devront  être  réelles,  et  quelles  représente- 
ront les  tangentes  des  angles  compris  entre  l'axe  Ox 
et  les  trois  droites  suivant  lesquelles  les  plans  des 
coordonnées  «^y ,  ^ ,  ^y ,  viennent  couper  le  plan  des 
X  et  j^;  car  ces  trois  tangentes  doivent  être  données 
par  une  même  équation ,  puisqu'on  ne  saurait  expri«- 


7©  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

xner^  dans  le  calcul,  aucune  différence  entre  les  trois 
axes  principaux  dont  on  cherche  la  position. 

Nous  conclurons  donc  de  cette  analyse  qu'il  existe 
toujours  trois  axes  principaux  rectangulaires  qui  se 
coupent  en  un  point  donne  O ,  et  qu'en  général  ce 
système  d'axes  principaux  est  unique.  Pour  qu'il 
en  existât  plusieurs ,  il  faudrait  que  l'équation  (d)  fût 
d'un  degré  supérieur  au  troisième ,  et  qu'elle  eût  trois 
fois  autant  de  racines  réelles  qu'il  y  aurait  de  ces 
systèmes;  mais,  dans  certains  cas,  les  équations  dont 
dépendent  les  valeurs  de  4  >  ^  *  ^  >  deviennent  iden-> 
tiques,  et  alors  les  axes  principaux  sont  en  nombre 
infini.  Nous  pourrions  déterminer  ces  cas  particuliers 
par  l'examen  des  équations  dont  il  s'agit  ;  mais  on 
y  parviendra  plus  facilement  par  les  considérations 
suivantes. 

38 1.  I>'après  les  formules  (i)  et  les  équations  (a), 
qui  caractérisent  les  axes  principaux  Oor^,  0^,,  Oz^f 
on  a  évidemment 

fxjrdm  =  aaJfx^dm  +  hVfy^dm  +  cc'fz^dm^ 
fzxdm  z=^iui'fx;dm  +  hV'fy^dm  +cc''fz;dm, 
fjTdm  =a^aYx;dm  +  b'byj;dm+c'c''fz;dm. 

Or,  si  les  trois  intégrales  fx^dm^  j T^^'^y  f^^dm  ^ 
sont  égales,  ces  valeurs  de  fxjrdm,  fzxdnijfyzdm^ 
se  réduisent  à  ?éro,  en  vertu  des  trois  dernières 
équations  (4);  par  conséquent ,  dans  ce  cas,  les 
droites  Ox,  0^,  Oz,  forment  un  second  système 
d'axes  principaux;  et  comme  leur  direction  reste 
absolument  indéterminée  par  rapport  aux  axes  Ox^^ 
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Ojr^  f  Oz^ ,  il  s'ensuit  que  tous  les  systèmes  d'axes 
rectangolaires  qti'on  peut  mener  {>ar  le  point  0,  sont 
des  axes  principaux.  Ce  cas  est  celui  où  les  trois 
momens  d'inertie  principaux  sont  égaux  ;  car,  de  ce 
qu'on  suppose 

fx^dm  ==  fj^dm  =  fz^dm , 
il  en  résulte 

/(^/+X')  dm  =/(x/+  z;)  dm  =f(j;^  z;)  dm. 

• 

Si  deux  seulement  des  trois  momens  d'ineiiie 
principaux  sont  égaux,  par  exemple,  ceux  qui  se 
rapportent  aux  axes  Ox^  et  0/^ ,  de  manière  qu'on 
ait 

Ai:  +  z;)dm=f(x;  +  z;)dm, 

il  existera  encore  un  nombre  infini  de  systèmes 
d'axes  principaux ,  qui  auront  tous  un  axe  commun  ^ 
savoir,  l'axe  Oz^.  En  effet,  dans  ce  cas,  les  deux  înté^ 
gn\es/jr*dm  et  fx^dm  seront  égales^  et,  en  veitu 
des  dernières  équations  (4),  les  valeurs  de  fxjdm^ 
fzxdm,  Jjrzdm,  pourront  se  mettre  sous  la  forme  : 

fxjrdm  =  ce' {fz^^dm  — fx^dni)^ 
fzxdm  =  cd'{Jz^dm  — fx^dm)^ 
fyzdm  =  c'd'{fz^dtn  — fx^dni). 

Or,  si  Ton  fait  coïncider  l'axe  Oz  avec  Taxe  principal 
Oz^ ,  les  angles  o(Qz^  et  y^z^  seront  droits  ;  on  aura 
donc  c  =  o  et  c' = o ,  et ,  par  conséquent , 

fxydm  =  o ,     fzxdm  =  o  j^     fyzdm  =  Oi. 


3 


;a  TRAITÉ  DE  MtCANIQUE. 

Donc,  dans  ce  cas,  tout  système  fomié  de  l'axe 
et  de  deux  autres  axes  rectangulaires ,  menés  arbi- 
trairement par  le  point  0  dans  le  plan  jr^Occ^,  sera 
uu  s^slème  d'axes  principaux. 

EnSn,  lorsque  les  trois  momens  d'inertie  princi- 
paux sont  inégaux,  on  peut  être  certain  qu'il  n'existe 
qu'un  seul  système  d'axes  principaux  ;  car,  soit  A  le 
plus  grand  de  ces  trois  monicns  inégaux;  supposons, 
pour  un  moment,  qu'il  existe  un  second  système 
d'axes  principaux,  et  désignons  par  A'  le  plus  grand 
des  trois  momens  qui  s'y  rapportent  :  il  faudrait , 
d'après  le  tliéorème  du  n*  5^6,  qu'on  eût  à  la  foi» 
A>A'  et  A'>A;  ce  qui  est  impossible,  et  rend 
inadmissible  la  supposition  d'un  second  système  d'axes 
principaux. 

382.  Les  points  d'un  corps,  quand  il  en  existe, 
pour  lesquels  tes  trois  momens  d'inertie  principaux , 
et,  par  conséquent,  tous  les  momens  d'inertie,  sont 
égaux,  jouissent,  comme  ou  le  verra  par  la  suite, 
d'une  propriété  remarquable ,  relativement  à  la  rota- 
tion de  ce  corps.  11  est  donc  utile  de  les  déterminer; 
et  voici  comment  on  y  parvient. 

Supposons  que  l'origine  des  coordonnées  Xfj,  z  , 
soit  placée  au  centre  de  gravité  du  mobile,  et  que 
ces  coordonnées  soient  rapportées  aux  trois  axes 
principaux  qui  se  coupent  en  ce  point  ;  désignons 
par  A ,  B,  C,  les  momens  d'inertie  relatifs  à  ces  axes 
des  ^,Xt~i  nous  aurons  (a'  368J 
fxilm  =:  o ,  fjdm  =  o  ,  fzdm  ^  o , 
fYztlm=io ,    /:,TtIm  =  o,    fxyilin^o, 
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toutes  ces  intégrales  s'éteadaot  k  la  masse  entière  du 
molnle. 

Soient  cl,  €p  7^^  les  coordonnées  inconnues  d'uik 
des  points  demandés,  rapportées  aux  axes  des  a:  ,jr, 
Zf  de  sorte  qu  on  ait,  pour  ce  point  particulier,  ar=at, 
jr=z€,  z:=y.  Transportons-y  l'origine  des  coor- 
données, sans  changer  la  direction  des  axes  ;  les  coor- 
données de  Félément  dm  deviendront  x — a,jr — €, 
z  —  y.  Maàs  si  Ton  veut  que  les  momens  d'inertie  re- 
latifs à  toutes  les  droites  qui  passent  par  cette  nou- 
velle origine  soient  égaux,  il  faut  que  toutes  ces 
droites  soient  des  axes  principaux ,  puisque ,  d'après 
le  numéro  précédent.  Tune  de  ces  conditions  est  une 
suite  nécessaire  de  l'autre.  Les  axes  des  coordonnées 
X — a,jr —  C,  z  —  y,  étant  donc  des  axes  principaux, 
on  aura 

f(x  '^^{j —  f)dmz:^fxjrdm —  cLJjrdm — Qfxdm  +  âtÇfdmssiOf 
f^z  — y)(a:— tf)£/m=/zx£/m  — yfxdm —  ofzdm-^-yeLfdmiszOj 
f(j'  —  C)(z  —  y)dm  -r^fjzdm  —  Zfzdm  ^^^^fjdm + Cyfdm  =  o  ; 

équations  qui  se  réduisent  à 

en  vertu  des  précédentes.  Or,  pour  satisfaire  à  ces. 
équations ,  il  est  nécessaire  que  deux  des  trois  quan- 
tités (tf€,y,  soient  nulles.  Si  donc,  le  point  demandé 
existe,  il  ne  peut  se  trouver  que  sur  l'un  des  axes  des 
coordonnées x,^,  z,  c'est-à^ire,  sur  l'un  des  trois 
axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de  gravité. 
Je  fais  C  =  0  et  y  ^=0;  ce  qui  revient  à  supposer 
le  point  demandé,  sur  Taxe  des  x,  à  une  distance  a 
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de  ce  centre.  Alorit  les  momens  d'iaertiu  relatifs  à  ce 
point ,  seront  A ,  par  rapport  à  l'axe  des  x  ,  et ,  en 
vertu  du  Ihéorème  du  n°  574  >  B+  Ma*  et  C  +Ma% 
par  rapport  aux  parallèles  aux  axes  des  y  et  des  z  ,  en 
désignant  par  M  la  masse  du  corps.  D'après  la  condi- 
tion du  problème ,  on  aura  donc 

B  +  M«'=C-+-Ma'  =  A; 

mais  pour  que  ces  équations  soient  possibles  ,  il  faut 
qu'on  ait  B:=C;  et  quand  ces  deux  quantités  se- 
ront efTectivement  égales,  on  aura 

Ma"  =  A  —  C  ; 

il  faudra  donc  encore  qu'on  ait  A  >■  C ,  afin  que 
la  quantité  a  soït  réelle.  Cela  étant,  on  aura  pour 
a  deux  valeurs  réelles,  égales  et  de  signe  contraire, 
savoir  ; 
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plus  grand  moment ,  deux  points  pour  lesquels  tous 
les  momens  d'inertie  seront  égaux  ,  et  dont  les  po- 
sitions sont  déterminées  par  la  formule  (e). 

383.  En  appliquant  ces  résultats  à  l'eHipsoïde  ho- 
mogène,  on  voit  que  s'il  s*agit  d'un  ellipsoïde  quel- 
conque dont  les  trois  diamètres  principaux  sont 
inégaux ,  il  n'y  aura  aucun  point ,  en  dedans  ou  en 
dehors  du  corps  ^  par  rapport  auquel  tous  les  mo« 
mens  d'inertie  soient  égaux  ;  mais  si  Ton  considère 
un  cUipsoide  de  révolution  engendré  par  une  ellipse 
tournant  autour  de  son  petit  axe^  il  y  aura  deux 
points  sur  cet  axe  ou  sur  son  prolongement ,  qui 
jouiront  de  la  propriété  dont  il  s'agit;  car^  dans  ce 
cas,  deux  des  trois  momens  relatifs  aux  diamètres 
principaux  seront  égaux ,  et  le  moment  inégal  répon- 
dant au  plus  petit  diamètre ,  sera  le  plus  grand  des 
trois. 

Si  l'on  appelle  aetb  les  demi-axes  de  l'ellipse  gé- 
nératrice ,  et  qu'on  suppose  a<Cb,  de  sorte  que  a 
soit  le  demi-axe  de  révolution ,  on  aura 

en  faisant  bz=ic  dans  les  formules  du  n*  S^o:  d'après 
la  formule  (e),  on  aura  donc 


pour  la  distance  des  points  demandés  au  centre  de 
lellipsoîde.  Selon  qu'on  aura  ô*>  6a*  ou  ô^^  6a% 
ces  points  se  trouveront  sur  le  prolongement  de  Taxe 
de  révolution  ^  en  dehors  du  corps ,  ou  sur  l'axe 
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même,  en  dedans  du  corps  ;  dans  le  cas  de  ^^  6a% 
ces  deux  points  se  trouveront  à  la  surface,  et  coïncî- 
deront  avec  les  pâles  de  l'ellipsoïde. 

Les  axes  principaux  d'uu  parallélépipède  rectangle, 
qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité,  sont  évidem- 
ment parallèlestà  ses  arêtes.  En  appelant  donc  a,  b,  c, 
tes  derai-longueurs  de  ses  trois  cùlés  adjacens ,  les 
momens  d'inertie  relatifs  à  ces  axes  se  déduiront  de 
ceux  du  n°  669,  qui  répondent  à  ses  arêtes,  en  y 
mettant  aa,  ih,  ne,  au  lïeu  de  rt,  6,  c,  et  en  eu  retran- 
chant, d'après  le  théorème  du  n'  ^74  ,  les  produits 
]VI(i'4-c'),  M(C-f-a'),  M(a*H-é').  De  cette  manière, 
on  aura 

M  étant  toujours  la  masse  du  parallélépipède,  dont 
le  volume  est  maintenant  ^abc.  Je  suppose  donc 
qu'on  ait  b  =  c,  afin  de  rendre  égaux  les  momens 
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CHAPITRE  m. 

V€  HOUVEMEUT  H^VM   GOBPS   solide   autour  l»9Ulf 

AXE  FDLE. 


§  I".  Momwnent  de  rotation  uniforme. 

384*  Lorsqu'un  système  de  points  matériels^  liés 
entre  eux  d'une  manière  invariable^  tourne  autour 
d'un  axe  fixe,  auquel  ils  sont  aussi  invariablement 
attachés,  ils  décrivent  des  cercles  perpendiculaires  k 
cet  axe,  et  qui  ont  leurs  centres  sur  cette  droite.  Les 
arcs  décrits  dans  le  mén(ie  temps  par  deux  points 
différens ,  sont  semblables  et  d'nn  même  nombre  de 
degrés  ;  leurs  vitesses  absolues  sont  entre  elles  comme 
leurs  distances  à  cet  axe  ;  et  Ton  appelle  vitesse  an^ 
gulaire  du  système,  la  vitesse  absolue  des  points  dont 
la  distance  à  Taxe  est  l'unité.  En  la  désignant  par  (», 
et  la  distance  d'un  point  quelconque  à  Taxe  de  rota- 
tion par  r,  la  vitesse  absolue  de  ce  point  sera  roû. 
Cette  quantité  a>,  commune  à  tous  les  points,  variera 
avec  le  temps ,  quand  les  points  du  système  seront 
soumis  k  des  forces  motrices,  qui  produiront  un  mou- 
vement varié  ;  elle  demeurera  constante  dans  le  cas 
du  mouvement  uniforme,  produit  par  des  perçus* 
sions  exercées  simultanément  sur  les  différentes  par- 
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ties  du  système ,  qui  aura  ensuite  été  abandouné  à 
lui-même.  C'est  de  ce  dernier  cas  que  nous  ailom 
d'abord  nons  occuper. 

585.  Soient  m,  m',  m",  etc.,  les  masses  des  points 
iDatéHels  que  nous  considérons,  et  r,  r,  r',  etc. ,  leurs 
distances  à  l'axe  de  rotation.  Supposons  que  des  per- 
cussions simultanées  soient  exercées  sur  tous  ces 
points;  chacune  de  ces  forces  se  décomposera  ea 
deux  autres,  l'une  parallèle  à  l'axe,  l'autre  dirigée 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite;  et  l'on 
pourra  faire  abstraction  de  la  première,  dont  l'eflet 
sera  évidemment  détruit  par  la  résistance  de  l'axe  fixe. 
Soient  donc  i'  >  c',  c",  etc.,  les  vitesses  dirigéesdans  des 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  fixe ,  qui  seraient  im- 
primées à  m,  m',  m",  etc.,  si  ces  points  matériels  étaient 
libres.  En  désignant  par  a  la  vitesse  angulaire  du 
système  qui  en  résultera,  ces  points  prendront  des 
vitesses  rù>,  r'ùi,  r"ù},  etc. ,  perpendiculaires  à  l'axe  et 
aux  rayons  r ,  r',  r",  etc.  ;  et,  d'après  le  principe  du 
n°  553,  il  y  aura  équilibre  entre  les  quantités  de 
mouveoieiU  mv,  m'v',  ni"i''',  etc.,  prises  dans  leurs  di- 
rections données ,  et  les  quantités  de  mouvement 
circulaire  mr^ ,  m'r'ai ,  m"i"a> ,  etc.,  piîses  en  sens 
contraire  du  mouvement  du  système,  qui  aura  réel- 
lement lieu. 

Pour  former  l'équation  de  cet  équilibre,  projetons 
les  points  /n,  m',  m",  etc.,  et  les  directions  des  vi- 
tesses que  nous  considérons,  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  lîxe.  Soit  Oz  cet  axe  (lîg,  4)  ;  faisons 
passer  le  plan  de  projection  par  le  point  0;  sur  ce 
plan,  soient  P  la  projection  de  m,  V\  la  projeclioo 
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de  la  vitesse  i^^  et  PN  celle  de  la  vitesse  rcd,  laquelle 
est  perpendicalaire  au  rayon  r  ou  OP.  Soit  aussi  p  la 
perpendiculaire  OF,  abaissée  de  0  sur  la  droite  PA  ; 
les  momens  des  forces  mi^  et  mra» ,  projetées  suivant 
PA  et  PN,  seront  mi^p  et  mr'a>j  et  si  Ton  appelle 
aussi  p\  p"f  etc.  ,  les  perpendiculaires  abaissées  du 
même  point  O  sur  les  projections  des  autres  vitesses 
i/,  sf^y  etc. ,  on  aura 

rm^tê  +  rrJr^tê  -|-  7nV'*â>  -f-  etc. 
=  nwp  +  mVy  +  mVy  +  etc., 

pour  réquation  d'équilibre  demandée  (n*  267). 

Lorsque  parmi  les  percussions  simultanées,  il  y  en 
aura  qui  tendront  à  faire  tourner  le  système  dans  un 
sens,  et  d'autres  dans  le  sens  opposé,  il  faudra  pren- 
dre, avec  des  signes  contraires,  les  momens  des  unes 
et  des  autres  dans  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion. Le  système  tournera  dans  le  sens  des  forces  qui 
donneront  la  plus  grande  somme  de  momens,  abs- 
traction faite  du  signe.  En  représentant  par  L  la 
somme,  positive  ou  négative,  de  tous  ces  momens 
pris  avec  des  signes  convenables ,  on  tirera  de  l'équa- 
tion précédente 

L 


(O  = 


Xmr^^ 


Z  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  tous  les  points 
du  système. 

Si  toutes  les  vitesses  i^,  p',  v^'f  etc.,  sont  égales,  L  sera 
le  produit  de  leur  Valeur  commune  v  et  de  la  somme 
mp  -j-  m'p'  +  m'y  -f-  etc.  ;  sî ,  de  plus ,  ces  vitesses 
sont  toutes  parallèles  entre  elles,  et  qu  on  mène  par 
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l'axe  0;,  un  plan  parallèle  à  leur  direction  commune, 
•  p ,  p',  p",  etc.,  seront  les  distances  des  points  m ,  m', 
m",  etc. ,  à  ce  plan  ;  et ,  d'après  les  signes  qu'on  don- 
nera aux  termes  de  L ,  il  faudra  les  considérer  comme 
positives  ou  comme  négatives,  selon  que  les  points 
in,  m',  m',  etc. ,  seront  situés  d'uu  côté  ou  de  l'autre 
de  ce  plan.  Par  conséquent,  M  désignant  la  somme 
des  masses  m ,  m',  m",  etc.  ,  et  ç  la  distance  po- 
sitive ou  négative  de  son  centre  de  gravité  à  ce  même 
plan,  nous  aurons  [n"  65) 

mp  +  "*'/*'  "+'  m"p"  -\-  etc.  ^  M^  j 
il  eu  résultera  L  ^  Mwj ,  et  la  valeur  de  a  de- 
viendra 

_    M»7 
^  '         l.mr'' 

Si  la  vitesse  y  est  imprimée  seulement  à  une  partie 
des  points  du  système,  et  qu'on  ne  communique  dï- 
reclemeot  aucune  vitesse  à  l'autre  partie,  on  aura  de 
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senfeirons  par  dnif  et  la  somme  Z  en  une  inic- 
grale.  La  quantité  Imr^  deviendra  donc  l'intégrale 
fr^dm^  étendue  k  la  masse  entière  du  corps  ^  et  elle 
exprimera  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe 
de  rotation;  par  conséquent,  la  dernière  Formule  se 
changera  en  celle-ci  :  • 

Cette  formule  se  rapportera  au  cas  d'un  corps  solide 
retenu  par  un  axe  fixe,  et  frappé  par  un  autre  corps  qui 
s  attache  au  premier,  de  sorte  que  ces  deux  corps  n*en 
forment  plus  qu'un  seul ,  tournant  autourde  Taxe  fixe 
avec  la  vitesse  angulaire  œ.  La  masse  du  corps  cho» 
quantest/c,  sa  vitesse  avant  le  choc,  qui  étaitcommune 
à  tous  ses  points  et  perpendiculaire  à  la  diraction  de 
Taxe  fixe,  est  p,  et  y*  exprime  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  à  un  plan  parallèle  à  cette  vitesse  et 
passant  par  l'axe  de  rotation.  L'i ntégra le y/**^/?!  devra 
s  étendre  aux  deux  masses  réunies  après  le  choc.  Si 
le  corps  choquant  ne  restait  pas  attaché  à  l'autre 
après  le  choc,  la  détermination  de  la  vitesse  angu- 
laire de  celui-ci  serait  un  problème  diiTcrent,  dont 
nous  nous  occuperons  dans  un  autre  chapitre. 

Quand  le  corps  retenu  par  un  axe  fixe  sera  choqué 
simultanément  par  plusieurs  masses  u ,  /jl',  fil^  etc. , 
animées  de  vitesses  v^  v\  i/',  etc. ,  perp(>ndiculaires 
à  la  direction  de  Taxe,  qui  se  réuniront  à  ce  corps 
après  le  choc,  on  aui*a,  pour  la  vitesse  angulaire 
qui  sera  produite, 

_  A*i/+/*VrH"/*V/"  +  etc. 

^•^  -  ywm 5 

a.  U 
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l'intégrale  s  étendant  a  la  masse  totale,  et  f,  /', 
y",  etc.,  désignant  les  distances  des  centres  de  gra- 
TÎté  de  fi,  /«',  jCt",  etc.,  à  des  plans  menés  par  l'axe 
de  rotation ,  parallèlement  aux  vitesses  t» ,  c',  i/',  etc. 
Ajant  pris  avec  le  signe  +  le  premier  terme  da 
numérateur  de  cette  formule,  on  prendra  les  au- 
tres termes  avec  le  sigiie  +  ou  avec  le  signe  —  , 
selon  que  les  percussions  correspondantes  tendront 
à  faire  tourner  dans  le  sens  de  celle  qui  répond  au 
premier  terme,  ou  dans  le  sens  oppose';  et  selon 
que  la  valeur  de  ai  se  trouvera  positive  ou  néga- 
tive ,  la  rotation  aura  lieu  dans  le  sens  de  cette  force 
OU  en  sens  contraire.  <)uand  ou  aura  c?  =  o  ,  te  | 
système  restera  en  repos,  et  toutes  les  percussions 
se  feront  équilibre.  Au  lieu  d'êlre  simullanées  ,  si 
elles  sont  successives,  la  valeur  de  ro ,  après  tous 
les  chocs,  sera  encore  donnée  par  la  formule  précé- 
dente; car  après  un  premier  choc  le  mouvement  est 
le  même  à  chaque  instant,  que  si  ce  choc  avait  lieu 
actuellement;  par  conséquent,  on  peut  supposer 
qu'il  ait  lieu  à  l'instant  du  second  choc,  pour  déter- 
miner la  vitesse  angulaire  api-ès  la  seconde  percus- 
sion; et  ainsi  de  suite. 

587.  Lorsque  le  noouvement  de  rotation  com- 
mence autour  d'un  axe  fixe ,  cette  di-oile  éprouve  des 
percussions  qu'il  est  important  de  déterminer;  elles 
sont  ducs  aux  quantités  de  mouvement  perdues ,  à 
cette  époque,  par  tes  diflerens  poiiili^  du  mobile,  qui 
se  font  équilibre  au  moyen  de  Taxe  fixe ,  et  doivent , 
conséqueinment,  se  réduire  il  des  percussions  dont 
yles  directions  rencoiiLixnt  cet  axe,  ou  lui  sont  pa- 
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rallèles.  Les  percussions  parallèles  se  détennioent 
îminédiatemeat  ;  ce  sont  les  composantes,  suivant 
celle  direction,  des  quantités  de  mouvement  qui 
ont  été  imprimées  au  mobile  :  nous  en  ferons  abs- 
traction ,  comme  dans  le  n^  385  ;  et  nous  suppo- 
serons que  le  mouvement  de  rotation  soit  celui 
qui  a  été  produit  par  un  ohoc  perpendiculaire  à  la 
direction  de  l'axe  fixe,  et  auquel  répond  la  for- 
mule (i). 

Prenons  le  point  P  pour  le  centre  de  gravité  de  (a^ 
et  la  droite  PÂ  pour  la  direction  de  sa  vitesse  avant 
le  choc,  de  manière  que  y  soit  la  distance  OF  de  cette 
droite  à  Taxe  Oz.  Dans  le  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe  Cxe,  et  comprenant  la  droite  PÂ,  menons  par  le 
point  0  de  cet  axe  deux  autres  axes  rectangulaires 
Ojt  et  Ojr.  Soient  x  ^  jr^  z ,  les  trois  coordonnées  de 
dqf^f  rapportées  aux  axes  Ox,  Qjr^  Oz  ;  la  vitesse  rw 
de  ce  point  matériel  étant  perpendiculaire  au  rayon  r 
et  parallèle  au  plan  des  x  ^i^y ,  il  est  aisé  de  voir 
que  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  ces  trois 

axes  sont  —»-,-*  et  séro ,  en  supposant  que  la  ro- 
tation ait  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  s  ; 
par  conséquent,  elle  se  décomposera  en  deux  vitesses 
— j-ct  et  xco ,  parallèles  aux  axes  Ox  et  Ojr.  Les  com- 
posantes des  quantités  de  mouvement  de  tous  les 
points  du  corps  suivant  ces  directions ,  seront  donc 

—  ûûffdm  et  cêfxdm ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

—  (My^  et  a>lVlr^ ,  en  désignant  toujours  par  M  la 
masse  entière  après  le  choc,  et  représentant  par  x^  et 
y  les  valeurs  de  jp  et  ^  qui  répondent  à  son  centre 

6.. 
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dJK  gravité.  Les  sommes  des  momens  de  toutes  ces 
quotités  de  mouvement,  par  rapport  au  plan  des  x 
et  ^,  seront  — œjjrzdm  et  œfxzdm;  elles  devront 
être  égales  (n*  54)  aux  momens  des  forces  totales 
'^  eDjjrdm  ^t  œ/xdmj  par  rapport  au  même  plan, 
c est- à-dire,  à  — cjMt-^z'  et  ûjMjc^z",  en  appelant  z' 
et  7!'  les  distances  de  cets'  deux  forces  à  ce  plan  ;  on 
aura  donc 

M^;^'  =  fjrzdm ,       Mx^z^'  =  fxzdm ,       (2) 

|K>ur  déterminer  ces  deux  quantités  z'  et  z'^,  positives 
ou  négatives. 

Cela  posé,  les  quantités  de  mouvement  perdues 
par  tous  les  points  de  la  masse  M,  et  qui  se  font  équi- 
libre au  moyen  de  Taxe  fixe,  pourront  être  rempla- 
cées par  une  force  (oUiff ,  parallèle  à  Taxe  des  x  et  si- 
tuée à  [la  distance  z'  du  plan  des  x  et  j,  par  une 
force  —  cMXf,  parallèle  à  Taxe  des  j  et  situera 
la  distance  z"  de  ce  plan,  et  par  la  force  ftu ^  à  la- 
quelle on  conserve  sa  direction,  du  point  P  vei'S  le 
point  A.  Ces  trois  forces  se  réduiront  au  moins  à 
deux  ,  qui  rencontreront  Taxe  fixe,  et  exprime- 
ront les  percussions  qu'il  éprouve,  perpendiculai- 
rement à  sa  longueur.  Quand  elles  se  réduiront  à 
une  seule ,  l'axe  éprouvera  une  percussion  unique,  et 
il  suffira  que  le  point  où  il  sera  n^ncontré  par  cette 
force  soit  supposé  fixe,  pour  que  cet  axe  puisse  ré- 
sister. 

588.  Si  la  droite  Oz  est  un  des  trois  axes  prin- 
cipaux de  M,  qui  se  coupent  au  point  0,  on  aura 

fxzdm  =  0,       fyzdm  =  0. 
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Les  distances  :i  et  si'  seront  donc  nulles;  et  les 
forces  aMjr,  et  ->-  coMx^ ,  ainsi  que  la  force  fii^ , 
étant  toutes  trois  comprises  dans  le  plan  des  a:  et  j-, 
la  percussion  unique ,  k  laquelle  elles  se  réduiront , 
passera  par  le  point  0.  Pour  en  déterminer  la  gran- 
deur et  la  direction ,  soient  R  cette  force ,  a  et  b  les 
angles  qu'eDe  fait  avec  les  axes  Ox  et  C^ ,  a  et  Ç  les 
angles  que  fait  la  droite  PA  avec  des  parallèles  à  ces 
axes  f  menées  par  le  point  P  ;  nous  aurons 

R  cos  a  =:  ^if  cos  CL  +  csMjr^ , 
R  cos  b  =:  /Â,v  cos  €  —  toMa:^  ; 

et  comme  la  valeur  de  œ  est  donnée  par  la  for-, 
mule  (i)^  et  que  les  coordonnées  x^  et  jr^  du  centre 
de  gravité  de  M  sont  aussi  connues,  il  n'y  aura  nea 
d'inconnu  dans  ces  valeurs  des  deux  composantes 
de  la  force  R. 

Puisque  cette  résultante  doit  passer  par  le  point 
O,  il  faudra  que  la  somme  des  momeos  de  ses  trois 
composantes ,  par  rapport  à  ce  point ,  soit  égale  à 
zéro.  Or,  en  désignant  par  y  et  x'  les  distances  aux 
axes  Ox  et  0/  des  forces  c^M/^  et  —  cjMx^  ,  paral- 
lèles à  ces  droites ,  et  ayant  égard  au  sens  dans  le-* 
quel  ces  deux  forces  et  la  percussion  fis^  tendront 
à  faire  tourner  autour  du  point  0 ,  on  en  cou-- 
dora 

cjMj^y  +  cjMx^x'  —  fivf  =  o  ; 

y  étant  toujours  la  perpendiculaire  OF  abaissée  du 
point  M  sur  la  droite  PA.  C'est,  en  effet,  ce  qu'il 
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est  aise  de  vérifier;  car  en  considérant  les  momens 
par  rapport  aux  plans  des  x  et  z  et  des  jr  et  z ,  de 
toutes  les  quantités  de  mouvement  parallèles  à  ces 
plans  ^  dont  les  sommes  sont  •—  coMjr^  et  csMjCff 
on  aura 

Myy  =  fjr*dm,       Rlr^'  =  fx^dm  ; 

et  ces  valeurs^  jointes  a  celles  de  fi>,  rendent  iden* 
tique  Féquation  précédente. 

Pour  que  Taxe  fixe  n'éprouve  aucune  percussion , 
il  est  aisé  de  voir  qu'il  faut  d'abord  que  les  dis- 
tances z^  et  z"  soient  nulles  ;  en  vertu  des  équa- 
tions (2)  f  cela  ne  peut  donc  arriver  que  quand  la 
droite  Ojz  est  un  des  axes  principaux  qui  se  coupent 
au  point  0^  ainsi  que  nous  venons  de  le  supposer. 
Cette  condition  remplie,  il  faut,  en  outre,  que  la 
force  R  soit  nulle  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait 

fJLV  CO&  a   =   CsiSiji  9         fJLV  cos  C  =  G)Mx^. 


On  en  déduit 

X.   cos  a 


i 


jr,  cosC 


+  1=0; 


équation  qui  exprime  que  la  droite  PA  doit  être 
perpendiculaire  au  plan  passant  par  l'axe  fixe  et  par 
le  centre  de  gravité  de  M.  De  plus ,  en  désignant 
par  r^  la  distance  de  ce  point  à  cet  axe,  les  équa- 
tions précédentes  donneront 

^V  =  œ'W  (x;  +j;)  =  o'MV/  ; 

et  si  l'on  met  pour  (o  sa  valeur  fournie  par  la  for- 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  87 

mule  (i),  00  en  conclura 

J iST'' 

Ainsi  y  quand  on  corps  solide ,  retenu  par  un  axe 
fixe ,  est  frappé  par  un  second  corps  dont  la  masse 
demeure  attachée  à  celle  du  premier,  il  faut»  pour 
qu'il  n'j  ait  aucune  percussion  sur  l'axe  fixe,  i*.  que 
le  cboc  soit  dirigé  dans  le  plan  de  deux  droites  qui 
font,  avec  Taxe  fixe ,  un  système  rectangulaire  d'axes 
principaux  du  corps  formé  des  deux  masses  réunies; 
a*,  que  sa  direction  soit  perpendiculaire  au  plan  du 
centre  de  gravité  de  ce  corps  et  de  l'axe  fixe;  3*^.  que 
cette  direction  PA  rencontre  ce  plan  en  un  point 
dont  la  distance  f  à  Taxe  de  rotation  est  donnée  par 
la  formule  précédente.  Ce  point  est  ce  qu'on  appelle 
le  centre  de  percussion. 

389.  Pendant  qu'un  corps  solide  tourne  autour 
d  un  axe  fixe ,  les  forces  centrifuges  de  ses  diflerens 
points  exercent  sur  cet  axe  des  pressions  que  nous 
allons  déterminer ,  et  qui  sont  les  seules  qui  aient 
lieu  dans  le  mouvement  uniforme  où  les  points  du 
mobile  ne  sont  sollicités  par  aucune  force  motrice. 

En  conservant  les  notations  précédentes,  on  aum 
nD'dm  (n*  169)  pour  la  force  centrifuge  de  l'élément 
dm  j  dont  la  vitesse  est  rcùy  et  qui  décrit  un  cercle  du 
rayon  r  ;  et  comme  cette  force  est  dirigée  suivant  le 
prolongement  de  r,  les  cosinus  des  angles  qu'elle  fait 

avec  les  axes  des  x ,  ^ ,  z ,  seront  -,  -  et   zéro.  Si 
donc  on  la  transporte  au  point  où  sa  direction  ren-' 
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contre  l'axe  Or,  elle  pourra  être  remplacée  par  deux 
forces  comprises  dans  les  plans  JirOz  et  jOr,  parnllèUs 
aux  axes  Ox  et  0^,  et  égales  à  xcj^dm  et  ja'dm.  La 
même  chose  a^atit  lieu  pour  tous  les  élémens  du 
mobile,  ou  en  conclut  que  l'axe  0::  sera  tii-é,  sui- 
vant ces  directions,  par  des  forces  qui  auront  pour 
valeurs  a>*fxdin  et  €0*ffdm,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  o*Mx^  et  «'M/-^ ,  d'après  les  notations  pré- 
cédentes. On  voit  aussi  cjae  les  distances  ^  et  s"  de 
ces  deux  pressions  totales ,  au  plan  des  x  et  y,  se- 
ront données  par  les  équations 

nx^^^  —  fxzàm.,       yiy  ;^' =  fy'..dm ,      (5) 

inverses  des  équations  (2)  relatives  aux  percussions. 
Lorsqu'on  aura  r'^z",  les  deux  pressions  o.*Ma:^ 
et  Ai'lVlr,  ,  seront  appliquées  en  un  même  point  de 
l'axe  0:;;  elles  se  réduiront  à  une  seule  force  perpen- 
diculaire à  cette  droite ,  dirigée  dans  le  plan  qui  com- 
prend le  centre  de  gravité  du  mobile,  et  dont  (*•&(*•, 
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donc  toujours  trois  droites  rectangulaires,  passant  par 
ce  point,  autour  desquelles  le  coips  peut  tourner, 
sans  que  ces  axes  .de  rotation  se  déplacent,  et  comme 
8*j1s  étaient  entièrement  fixes. 

Telle  est  la  propriété  relative  au  mouvement  uni- 
forme de  rotation,  dont  jouissent  les  droites  que 
nous  avons  nommées  axes  principaux.  Elle  leur  ap-« 
partient  exclusivement  ;  car  si  le  corps  tourne  autour 
d'une  droite  Oz,  qui  ne  soit  pas  un  des  trois  axes 
principaux  relatifs  au  point  fixe  0 ,  les  deux  pres- 
sions ca^lAx^  et  (o^^jr^  seront,  en  général,  irréducti- 
bles à  une  seule ,  ou  bien ,  si  elles  se  réduisent  k  une 
seule,  à  cause  de  z'  =  z'',  cette  pression  unique  pas- 
sera par  un  point  différent  de  0  ;  par  conséquent,  il 
faudra  qu'un  second  point,  ou  l'axe  entier,  soit  sup- 
posé fixe,  pour  que  les  pressions  dues  aux  forces 
œntrifuges  soient  détruites,  et  que  Taxe  de  rotation 
ne  soit  pas  déplacé  pendant  le  mouvement. 

Quand  un  corps  retenu  par  un  point  fixe  0,  et  qui 
n  est  soumis  à  aucune  force  motrice ,  aura  commencé 
à  tourner  autour  d'un  des  trois  axes  qui  se  coupent 
en  ce  point ,  le  mouvement  continuera  indéfiniment 
autour  de  cette  droite.  Cela  aura  lieu,  par  exemple, 
si  le  mobile  est  mis  en  mouvement  par  un  choc  di- 
rigé dans  le  plan  des  deux  autres  axes  principaux  re-^ 
latifsà  ce  point  0,  puisqu'alors ,  d'après  le  numéro 
précédent,  les  percussions  qu'éprouvera  l'axe,  dans 
le  premier  moment,  se  réduiront  à  une  seule  qui 
passera  par  ce  point  fixe,  et  sera  détruite  par  sa  ré- 
sistance. Si  0  est  un  des  points  particuliers  pour  les- 
quels tous  les  momeus  d'inertie  sont  égaux,  l'axe  au- 
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tour  duquel  le  corps  coramencera  à  tounier  sera 
nécessairenieot  un  axe  principal  ;  et ,  de  quelque  ma- 
Dière  que  le  corps  soit  mis  en  mouvement  autour  de 
ce  point  fixe ,  l'axe  de  rotation  demeurera  immobile. 
Ainsi,  an  ellipsoïde  de  révolulion,  ou  ud  parallélé- 
pipède, retenu  par  un  des  points  dont  nous  avons 
déterminé  précédemment  la  position  (n"  383),  tour- 
nera toujours  autour  d'un  axe  immobile.  Il  en  sera 
de  même  à  l'égard  d'une  sphère  dont  le  centre  est 
fixe,  ou  d'un  cube  retenu  par  le  point  situé  à  l'inter- 
section de  ses  trois  diagonales;  et  de  plus,  dans  ces 
deux  derniers  cas,  le  point  fixe  étant  le  centre  de  gra- 
vité, l'axe  de  rotation  demeurera  encore  immobile, 
quoique  le  corps  soit  pesant.  Dans  le  cas  général ,  les 
forces  motrices  qui  auront  sur  le  mobile,  produi- 
ront, comme  les  foi-ces  centrifuges,  des  pressions  sur 
l'axe  de  rotation,  qui  contribueront  à  le  déplacer, 
quand  elles  ne  se  réduiront  pas  à  une  seule  force  pas- 
r  le  point  Hx' 
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De  plos^  ie  point  G  étant  mr  Ttae  des  2 ,  on  a 
fxdm  as  o  et  Jjrdm  ss  o  ;  il  en  résulte  donc 
fxtdm  3=  o  et  ffzdm  =  o  ;  d'où  l'on  contint  qne 
Ox  est  un  des  trois  axes  principaux  qui  se  <x>upent 
an  point  O. 

On  détennineFa  hi  direction  des  deux  antres  axes 
prindpaax  dans  le  plan  des  x  et  jy  par  la  transfert 
ottlkm  des  coordonnées.  Soient  x'  et  y  celles  de  dm 
par  rapport  à  ces  deux  autres  axes  ;  il  faudra  qu'on 
ait 

fafydm=:o  f     fx'zdmz=zo  ^    fyzdmzzzo} 

maïs  si  Ton  appelle  0  Fangle  compris  entre  l^xe  des 
x^et  oAm  des  x^  on  aura 

X?  =^x  cos  6  — j  sîn  fi ,    y =x  sîn  û  +^cos  0  ; 

or,  en  substituant  ces  yaleors  dans  les  équations  pré- 
cédentes, les  deux  dernières  disparaissent  ii  cause  de 
fxzdm  =  o  et  fjzdm  =  o  ;  la  première  devient 

fcoi*  s  —  sin*  i)fxjrdm  +  «n  6  cos  fl  (fx*dm  —  fj*dm)  =  o  ; 

et  Ton  en  tirera  la  valeur  de  9.  Les  intégrales  que 
cette  équation  renferme  pourront  changer  de  valeur 
a?ec  la  position  du  point  O  ;  en  sorte  que  le  long 
it  Taxe  Oz,  les  deux  autres  axes  principaux  ne  se-^ 
roDt  pas,  en  général ,  parallèles  à  eux-mêmes. 
Les  quatre  équations 

fx{tm=o,  fxzdm  =  o,  fydm  =  o,  fjrzdm  =  o, 

ajant  lien  en  même  temps,  il  suit  des  deux  prC'- 
mières  que  les  pressions  parallèles  et  comprises  dans. 
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le  plan  des  jt  et  z,  qui  proviennent  des  forces  ceiK  , 
Irifuges ,  se  réduisent  à  deux  forces  égales  et  di- 
rectcmeiit  opposées;  el  en  vertu  des  deux  dernières 
équations,  ta  même  chose  a  lieu  à  l'égard  des  com- 
posantes comprises  dans  le  plan  des  y  et  z.  Par 
conséquent,  lorsqu'un  corps  tourne  autour  de  Tua 
des  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  à  son  centre 
de  gravité ,  les  forces  centrifuges  de  tous  ses  points 
ne  produisent  aucune  pression  sur  l'axe  de  rotation; 
et  si  le  mouvement  a  commencé  autour  d'un  tel 
axe,  il  continuera  indéfiniment,  sans  que  cette  droite 
ait  aucun  point  fixe ,  en  supposant  toujours  qu'au- 
cune force  motrice  n'agit  sur  le  mobile. 

Ce  résultat  est  évident  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde,  À 
tournant  autour  d'un  de  ses   trois   axos  de   figure; 
car  tout  étant  symétrique  autour  de  chacune  de  ces 
droites,  il    n'y  aurait  pas  de    raison    pour  qu'elle 
éprouvât  une  pression  daus  uu  sens  plutôt  que  dans 
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— ,  ^,  -jr  ^^9  quelles  que  soient  les  forces  appli- 
quées à  1  élément  dm ,  je  les  décompose  parallèle- 
ment à  ces  mêmes  axes;  et,  au  bout  du  temps  t^ 
je  désigne  par  X ,  Y,  Z ,  les  composantes  suivant 
les  or  y  ^,  2  9  positives,  de  la  force  accélératrice  don- 
née qui  agit  sur  ce  point  matériel.  Si  ce  point  était 

libre ,  les  composantes  ^  ,  —^  Ji*  ^^  ^^  vitesse , 

augmenteraient  de  \dt,  Ydt,  Zdt,  pendant  Tins- 
tant  dt  (n*  147)  f  ^^^  ^^^  fonctions  du  temps  aug- 
mentent réellement  de  leurs  diflerentielles  d.  -=-9 

al 

d.j^f  d.-j  ;  par  conséquent,  les  vitesses  perdues 

pendant  Finstant  dt^  suivant  les  directions  des  cooi^ 
données,  sont 

TUt—d.^^,    Ydt^d.^,    Zdi^dt.^^. 

En  les  multipliant  par  dm,  et  divisant  par  dt,  on 
aura 

(x-^-),*».  {y-'^Jm.  (z-^y„,, 

pour  les  composantes  de  la  force  perdue  par  Télé- 
ment  dm,  pendant  cet  instant  dt,  à  raison  de  sa  liai-- 
son  avec  les  autres  points  du  corps  et  avec  Taxe  de 
rotation.  Donc,  en  verlu  du  principe  du  n*  35o,  l'é- 
quilibre devra  avoir  lieu  autour  de  cet  axe  fixe, 
entre  de  semblables  forces  appliquées  à  tous  les  points 
du  mobile. 

Pour  former  Téquation  de  cet  équilibre,  il  suffira 
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de  mellre  les  deux  premières  des  trais  forces  précé- 
dentes à  1.1  place  de  P  cos  a  et  Pcos  Ç ,  dans  le  pre- 
mier terme  de  l'équation  (5)  du  n"  26^,  et  d'égaler 
ensuite  à  zéro  la  somme  des  valeurs  de  cette  quan- 
tité, pour  tous  les  points  da  corps,  laquelle  somme 
sera  une  intégrale  étendue  à  !a  masse  entière.  En 
faisant  passer  les  différentielles  dans  le  premier  mem- 
bre et  les  forces  données  dans  le  second,  nous  aurons, 
de  cette  manière, 

pour  l'équation  demandée ,  qui  sera  celle  du  mouve- 
ment de  rotation  autour  de  l'axe  des  z. 

5g2.  Soit  (w  la  vitesse  angulaire  au  bout  du  temps  (; 
et  supposons  que  l'on  considère  cette  quantité  comme 
positive  ou  comme  négative,  selon  que  le  mouve- 
ment de  rotation  aura  lieu  dans  le  seiis  indiqué  par 
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et  comme  la  vitesse  rtû  sera  parallèle  à  la  droite 
QPP',  ce  sera  par  ces  cosinus  <}u'il  faudra  la  mul* 
tiplier,  pour  avoir  les  valeurs  de  ses  composantes 

-et  ^'^ 
di  ^^  di* 

En  observant  que  x*  -f-^*  =  r',  on  déduit  de 

ces  valeurs 

xdjr  —  j^  =  i*cûd£.        (3) 

Je  difiërentie  par  rapport  à  ^  ;  à  cause  que  le  rayon  r 
est  constant^  on  a 

jcd'jr  —  jrd*a:  =  r^d&dt  ; 

et  dûj  étant  une  quantité  commune  à  tous  les  points 
du  corps  f  qui  doit  être  regardée  comme  constante 
dans  l'intégration  relative  à  dm,  Féquation  (i)  de^ 
vient 

^  f,*dm  =  fixY  -j-X)dm;       (3) 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  db,  correspondante 
à  une  position  donnée  du  mobile. 

Si  l'on  décompose  la  force  accélératrice  qui  agit 
sur  dm  en  deux  autres,  l'une  parallèle  à  Vaxe  Oz, 
et  l'autre  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  i 
cette  droite  I  on  pourra  faire  abstraction  de  la  pre^ 
mière,  qui  ne  peut  contribuer  au  mouvement  de  ro* 
tation;  la  seconde  ,  que  j'appellerai  p,  sera  la  résul- 
tante de  X  et  Y.  Je  projette  les  trois  forces  X ,  Y^  ^ , 
sur  le  plan  des  x  et  jr;  je  suppose  que  PC  soit  la 
direction  de  ^  ainsi  projetée  ;  et  j'appelle  h  la  per* 
pendiculaire  OH  abaissée  do  point  0  sur  PC  ou  sur  son 
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prolongement.  En  considérant  les  momens  pat  rap^ 
port  au  point  0 ,  on  aura  (  n"*  4^  ) 

xY  —  jr\  =  zfc:  A^ , 

selon  que  la  force  (p  tendra  à  faire  tourner  dans  lé 
sens  de  la  flèche  s^  ou  dans  le  sens  oppose.  J'appelle 
aussi  J"  l'angle  QTC  que  fait  la  droite  PC  avec  la 
perpendiculaire  PQ'  au  rayon  OP,  menée  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche  s.  Cet  angle  sera  aigu  ou 
obtus,  selon  qu'on  devra  prendre  le  signe  supérieur 
ou  le  signe  inférieur  dans  Téquation  précédente  ;  a 
cause  de  OP  £=  r,  on  aura  donc  toujours 

h  =  rcosJ^; 


tt,  au  moyen  de  ces  valeurs ,  l'équation  (3)  de- 
viendra 

'^Ji'^dm  z=z  /rtp  cos  S" dm. 

Or,  si  les  forces  données  n'agissent  sur  le  mobile  que 
pendant  un  temps  très  court;  qu'elles  soient  néan- 
moins capables  de  produire ,  pendant  cet  intervalle 
de  temps ,  des  vitesses  données  qui  ne  soient  pas  très 
petites;  et  que  pendant  ce  même  temps  les  directions 
de  ces  forces ,  non  plus  que  les  positions  des  points 
du  mobile,  ne  changent  pas  sensiblement,  on  aura, 
eo  intégrant  par  rapport  à  t  les  deux  membres  de 
cette  équation , 

csfr^dm  zzz  fïv  cos  S^  dm  ; 

i^  étant  l'intégrale  f^t  pendant  la  durée  de  l'action 
des  forces,  c'est-à-dire,  la  vitesse  que  la  percussion 
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exercée  sur  dm  imprimerait  à  ce  point  matériel  y  s*il 
était  entièrement  libre.  Cette  équation  est  oelle  du 
mouvement  uniforme  de  rotation  ^  et  l'on  en  dé-^ 
duira,  sans  difficulté,  les  formules  du  n"*  386. 

Dans  le  mouvement  varié ,  l'équation  (3)  se  change 
en  nue  équation  différentielle  du  second  ordre ,  de 
laquelle  dépend  la  position  du  mobile  à  chaque  ins- 
tant, et  sa  vitesse  en  fonction  du  temps  ^  ainsi  qu'on 
le  verra  tout  à  l'heure  par  un  exemple;  mais  aup&ra- 
vaut  il  convient  de  déterminer  les  pressions  que  l'axe 
de  rotation  éprouve  pendant  la  durée  du  mou- 
voment. 

393.  Je  considérerai  seulement  les  pressions  per^ 
pendiculairss  à  cet  axe  Oz ,  qui  sont  dues  aux  compo-* 
sautes  parallèles  aux  axes  (Xr  et  QfjTy  des  forces  perdues 
par  tous  les  points  du  mobile,  dont  les  résultantes 
devront  couper  l'axe  fixe. 

En  appelant  U  et  V  les  sommes  de  toutes  ces  forces, 
on  aura,  d'après  le  n^  Spi, 

et  si  Ton  désigne  par  u  e\  s>  les  distances  des  forces 
totales  U  et  y  au  plan  des  x  et  y  y  on  aura 
aussi  (n«  54) 

D.=/(x  -  ^) rrf»,  v.=/(ï -  '^yj„. 

En  vertu  des  valeurs  précédentes  de  -^  et  ~,  on  a 

1.  1 
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<fy dm 


-  f<^'- 


J'élimine  ^  au  moyen  de  l'équation  (5);  je  désigne 

par  x^  ^^y,  les  valeurs  de  x  eïjr  qui  répondent  an 
centre  de  gravité  du  mobile ,  et  par  M  sa  niasse ,  de 
sorfe  qu'on  ait 

en  substituant  ensuite  les  valeurs  de  -7-7  et  -~  daos 
les  formules  précédentes,  elles  deviennent 


J^dTf, 


^ya'  +  fXdm  — 


,/>Y-j-X]A» 
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jr^^o,  etf  conséquemmeot , 

U  =  JTLdm,       V  =  JUdm; 

en  sorte  que  la  charge  totale  de  Taxe  fixe  est  la  même 
qae  dans  Tétat  d'équilibre  ;  mais  elle  est,  en  général, 
autrement  distribuée.  Si  Taxe  fixe  est,  en  outre,  un 
des  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de  gra- 
vité, on  a  aussi /rjz£&it  =  o  et  jjrzdm  =  o  ;  il  en  ré- 
sulte 

Utf  =  fz\dm,      Vi^  =  fzXdmi 

et  la  charge  de  Taxe  se  trouve  partagée,  dans  Fétat 
de  mouvement,  comme  dans  Fétat  d'équilibre. 

394-  Appliquons  actuellement  Téquation  (3)  au 
cas  d'nn  corps  pesant,  tournant  autour  d'un  axe 
horizontal. 

Si  Ton  désigne  par  g  la  pesanteur ,  et  qu'on  sup- 
pose Taxe  Qy  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  cette 
force,  on  aura 

X  =  o,       Y  =  g; 

et ,  à  cause  de  fxdm  =  Rtr^ ,  Téquation  (5)  se  ré- 
duira à 

^/r-^  =  gULc,.        (4) 

Au  bout  du  temps  t ,  désignons  par  8  langle  com • 
pris  entre  le  plan  mobile  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  du  corps  et  le  plan  fixe  desj^  et  z;  angle  que 
nous  regarderons  comme  positif  ou  comme  négatif, 
selon  que  le  plan  mobile  se  trouvera ,  relativement 
au  plan  fixe ,  du  côté  de  Taxe  des  x  positives  ou  du 
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côte  oppose.  Soit  a  la  distance  constante  du  centre  de 

eravllé  à  l'axe  Ozi  on  aura 

^  ■    EST  J  ■ 

j:^  =  rt  sÎD  ô  ; 

et,  d'après  le  sens  de  la  vitesse  co,  positive  ou  néga- 
tive ,  on  aura  aussi 


ce  qu'on  déduit  également  de  l'équation  (3) ,  appli- 
quée au  centre  de  gravité,  c'est-à-dire,  aux  valeurs 
xsin  G,  j^cos  S,  a,  de  x,  j,  r.  Soit  enfin  MA»  le 
moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à  un  axe 
passant  par  son  centre  de  gravité  et  parallèle  h  Oz; 
k  sera  une  ligne  de  grandeur  donnée  ;  et ,  d'après  le 
théorème  du  a'  5j/^t  nous  aurons 

fr'dm  =  U(a*  +  yf) , 

pour  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe  de  ro- 
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cette  constante  aura  pour  valeur 

et  il  eu  résultera,  à  uq  instant  quelconijue , 

dF  "* ^^h =  "  •         W 

Cette  équation  est  celle  du  mouvement  d^un  pen- 
dule de  forme  quelconque ,  tournant  autour  d'un  axe 
liori^OQtaL  Dans  son  étal  d'équilibre,  le  pifin  passant 
par  son  centre  de  gravité  et  par  Taxe  fixe  est  bon-' 
zontal f  et  Ton  aa  =  o,  Cliszo,  S^^^o*  On  écarte 
le  corps  de  cette  position ,  de  sorte  que  ces  deux  plans 
comprennent  un  angle  donné  «.  Si  on  l'abandonne 
ensuite  à  lui-même ,  ou  aura  A  sa:  o  ;  si ,  au  con- 
traire ,  le  mobile  éprouve  une  percussion  k  l'origine 
de  son  mouvement,  la  vitesse  initiale  fl  devra  être 
déterminée  par  les  règles  du  n*  586,  ou  donnée  d'une 
manière  quelconque;  et,  dans  tous  les  cas,  l'équa- 
tion (à)  fera  connaître  la  vitesse  angulaire  du  mobile 
à  un  instant  quelconque,  d'après  la  position  de  son 
centre  de  gravité.  En  la  résolvant  par  rapport  à  dt , 
et  intéginant,  on  aura  la  valeur  de  t  eh  fonction  de  6^ 
ou  réciproquement;  ce  qui  déterminera  la  position 
variable  de  ce  centre ,  et ,  pai*  conséquent ,  celle  du 
mobile  à  chaque  instant. 

SgS.  Sî  ce  corps  pesant  se  induit  à  un  point  matériel, 
attaché  à  l'axe  Oz  par  un^fii  inextensible  et  infle^tible , 
dont  on  néglige  la  masse,  et  qui  soit  perpendiculaire  à 
Ozp  on  aura  le  cas  du  pendule  simple,  d'après  Indéfi- 
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nitioQ  du  n**  1 79.  Eu  appelant  /  sa  looguenr»  on  aura 
a=:=i;  M  sera  la  masse  du  point  matériel;  et  le  mo- 
ment d'inertie  M  (a' 4- A*)  devra  se  réduire  an  pro- 
duit de  cette  masse  et  du  carré  de  sa  distance  /  à 
l'axe  fixe.  On  aura  donc  k  =^  o;  par  conséqneal , 
l'équation  (a) ,  appliquée  à  ce  cas  particulier ,  de* 
viendra  , 

^  -H  ^  (cos«  —  cosÔ)  =  n'î      (*) 

et,  en  efiêt,  il  est  aisé  de  vérifier  qu'elle  s'accorde 
avec  réquation  (i)  du  n*  180,  relative  an  monvft- 
ment  du  pendule  simple. 

Eu  comparant  les  équations  (a)  et  [b)^  on  voit 
qne  ce  mouvement  coïncidera  avec  celui  d'un  pen- 
dule quelconque,  toutes  les  fois  que  les  coefficieiis 
^  et  \j\i.  1  par  lesquels  ces  deux  équations  diffé- 


rent l'une  de  l'autre,  seront  égaux,  c*est-i-dire. 
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tiofos  9  il  éd.  sera  de  même  à  Tég^rd  du  pendule 
simple.  Si  Ton  désigne  par  T  la  durée  d'une  osciU 
Jation  entière^  on  aura  donc  (n*  i8a) 

En  comptant,  pendant  un  temps  considérable ,  le 
nombre  des  oscillations  du  pendule  compose,  et  di- 
yisant  le  temps  total  par  ce  nombre,  on  aura  la 
valeur  de  T  ;  et  en  la  substituant ,  dans  cette  der- 
nière  formule,  avec  la  valeur  de  /  correspondante 
au  pendule  qu'on  aura  employé ,  on  en  conclura  , 
comme  nous  Tavons  déjà  expliqué  (n*  19a),  la  me- 
sure de  la  pesanteur  g  avec  une  extrême  précision. 
Les  longueurs  du  pendule  simple  étant  entre  elles 
comme  les  carrés  des  durées  des  petites  oscillations, 
si  l'on  appelle  A  la  longuedr  du  pendule  à  secondes, 
et  qaon  prenne  la  seconde  pour  unité,  on  aura 
aussi 

pour  calculer  la  valeur  de  A  d'après  celles  de  /  et  T. 
396.  Si  l'on  trac^  dans  l'intérieur  du  pendule 
composé,  au-dessous  de  son  centre  de  gravité  et 
dans  le  plan  de  ce  centre  et  de  Taxe  de  rotation , 
une  droite  parallèle  k  cet  axe,  dont  /  soit  la  distance 
à  ce  même  axe,  le  mouvement  des  points  de  cette  pa- 
rallèle ne  sera  ni  accéléré  ni  retardé  par  leur  liaison 
avec  les  autres  points  du  corps.  Parmi  tous  les  points 
de  cette  droite,  on  appelle  proprement  centre  dos-^ 
cillation  le  point  situé  sur  la  même  perpendiculaire 
à  Taxe  que  le  centre  de  gravité. 
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Soient  AlïD  ((ig.  6)  la  section  du  peudulc-  pernen- 
liiculaire  à  l'axe  de  rolatioD  et  passant  par  sou  centre 
de  gravite,  G  ce  centre ,  et  C  le  potut  où  celte  section 
est  coupée  par  l'axe  ;  prolongeons  la  droite  CG  jus- 
qu'en 0,  de  sorte  qu'on  ait 

CG  =  n ,        GO  z=  -  ,  *■ 

cl,  coosequemment,  i   Ui«f  mfOMii 


II*  ui  tT-fh  • 


CO  =  a  +  ^  =z  t. 

'      a 

Le  point  O  sera  le  centre  d'oscillation  ;  et  après  avMr 
fait  osciller  le  pendule  donné  autour  de  Taxe  per- 
pendiculaire à  la  section  AJBD  et  passant  par  le  point 
C,  si  on  le  renverse  et  qu'on  le  fasse  osciller  de  nou- 
veau autour  de  l'axe  passant  par  le  point  O  et  per- 
pendiculaire à  cette  mèoie  section,  le  point  C  devien- 
dra le  centre  d'oscillation;  théorèrao  que  l'on  éaiODCe 
ordinairement  en  disant  que  tes  centres  C  et  O  de 
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donc 

r  =  -  -t-  fl  =  ^       00'  t=  CO; 

et,  conséquemment ,  le  point  0'  coïncîdexa  avec  le 
point  C. 

597.  La  darée  des  oscillations  très  petites,  autour 
des  deux  axes  perpendiculaires  à  ÂBD  et  passant 
par  les  points  C  et  0 ,  est  la  même  et  égale  à 


v4' 


^  /  étant  toujours  la  distance  CO.  Rédproque- 

ment ,  si  la  durée  des  oscillations  très  petites  est  la 
même  autour  de  deux  axes  parallèles,  dont  le  plan 
contient  le  centre  de  gravité  G ,  et  qui  n'en  sont  pas 
équidistans,  leur  distance  mutuelle  sera  la  longueur 
l  du  pendule  simple  qui  oscille  aussi  dans  le  même 
temps. 

En  effet,  soient  a  et  a'  les  distances  inégales  du 
centre  de  gravité  à  ces  deux  droites  parallèles ,  et , 
consequemment,  a  -j^  a'  leur  distance  mutuelle; 
soit  aussi  Mk*  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe 
parallèle  passant  par  le  centre  de  gravité.  Puisque  la 
durée  des  oscillations  est  la  même  autour  des  deux 
droites,  il  faudra  qu'on  ait 


al  A 7  =  û  H 


doù  l'on  tire 


d  :=.  a    ou     a!  ^=1  —*, 


donc,  en   rejetant  la  première  valeur  de  a',  nous 
aurons 
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a  -{■  a'  =  a  •+■  -, 

Par  conséquent,  si  l'on  mesure  la  distaiice  a  -f-  a' 
tics  deux  axes  synchrones,  on  aura  la  longueur  du 
pendule  simple  qui  correspond  à  la  durée  commuDe 
de  leurs  oscillations. 

Ce  moyen  a  clé  employé  avec  succès ,  en  An- 
gleterre, pour  déterminer  la  longueur  du  pendule 
simple  ,  sans  aucun  calcul  relatif  à  la  forme  du  pen- 
dule composé  (*). 

3i)8.  Il  y  a  une  infinité  d'axes  diSërens  autour 
desqueU  les  petites  oscïllatioDs  d'un  même  corps 
sont  d'égale  durée. 

D'abord,  il  est  évideot  que  la  valeur  de  /  et  la 
durée  des  oscillations  seront  les  mêmes  pour  tous 
les  axes  de  suspension  parallèles  entre  eux  et  éqni- 
distaas  du  centre  de  gra%'ité,  puisque,  pour  tous 
ivs  axes,  les   qaautités  A  et   a  ,  comprises  dans  la 
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é 

et,  par  conséquent, 

,  ,     A  C08*  <t  -f>  B  COft*  C  -+-  C  €08*  y 

/  «  a  -H Hs ''. 

•    ' 

Qr,  on  peut  évidemment  donner  ^^a^a,C^y^ 
une  infinité  de  valeurs  différentes,  pour  lesquelles 
cette  valeur  de  /  restera  la  même. 

Si  Ton  voulait  que  cette  fonction  /  f&t  un  minimum 
par  rapport  aux  variables  a ,  a,  C,y,ïL  résulte  de  sa 
forme  qu'en  supposant  A  la  plus  petite  des  trois  cons- 
tantes A,  B,  Cy  il  faudrait  d'abord  qu'on  eut  a  =  o> 
C=90»,  ^  =  go%  et,  conséqnemment , 

^  —      Ma      ' 

d'on  Ton  conclut,  par  la  règle  ordinaire,  /z==  i/=r| 

pour  la  valeur  de  a  qui  répond  au  minimum,  et 

/à  •  • 

l=z2\/  ^  pour  ce  minimum. 

Sgg.  Nous  savons  que  la  résistance  d'un  milieu 
n'influe  pas  sur  la  durée  des  petites  oscillations  du 
pendule  simple,  d'une  longueur  donnée  (n^  190);  mais 
il  £aiut  aussi  prouver  que  cette  force  ne  change  pas 
non  plus  la  longueur  du  pendule  simple,  dont  le 
mouvement  est  le  même  dans  l'air  que  celui  d'un 
pendule  donné,  dans  ce  même  fluide. 

Or,  pour  déterminer  ce  mouvement,  il  faut  joindre 
aux  forces  Xdm  et  Ydm  j  que  renferme  le  second 
membre  de  l'équation  (3),  et  qui  agissent  sur  tous 
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les  points  de  la  masse  du  mobile,  les  composantes 
de  la  résistance  de  l'air,  exercée  sur  les  élémens  de 
sa  surface.  Supposons  donc  que  cette  résistaiice  66it 
exprimée ,  généralement ,  par  la  somme  de  plusieurs 
puissances  de  la  vitesse ,  et  >  pour  une  vitesse  quel- 
conque i^,  représentons-la ,  sur  Tunité  de  surface ,  ^r 

Au"  +  A(^*'+  a/  +  etc.  ; 

A,  A',  A" ,  etc. ,  a,  uf,  té\  etc. ,  étant  des  constantes 
données.  Soit  f  la  distance  d\in  point  M  de  la  sur- 
face du  pendule  9  à  l'axe  de  rotation;  sa  vitesse ,  aa 
bout  du  temps  t  j  sera  pœ  ;  en  désignant  toujonts 
par  eu  la  vitesse  âcigulaire  à  cet  instant.  Si  Ton  ap- 
pelle €  l'angle  que  fait  sa  direction  avec  la  partie 
intérieure  de  la  normale  eu  ce  point ,  on  aura  pco  cos  € 
pour  sa  composante  suivant  cette  droite;  et ,  d'après 
ce  qu'on  a  dit  précédemment  (  n**  365  )  ,  c'est  cette 
compo^nte  normale  qu^il  faudra  employer  pour  la 
vitesse  i^ ,  dans  l'expression  de  la  résistance  qui  ré^ 
pond  au  point  M.  En  appelant  di  l'élément  diffé- 
rentiel de  la  surface,  en  ce  même  point,  et  Kdj  la 
résistance  exercée  sur  cet  élément,  on  aura  donc 


R  =  Af*û>*cos*c  +  Ay*'<^*'cos^  €  +  etc. 

Je  désigne  par  ai*  et  f  les  angles  que  fait  la  normal^ 
intérieure  au  point  M,  avec  des  parallèles  aux  axes 
des  Jt  et  des  /,  menées  par  ce  point;  les  compo- 
santes de  la  rési&tance  suivant  ces  droites  seront 
KcosjmdT  et  RcosFt/j;  et  si  l'on  appelle  x'  et  y  les 
valeurs  de  a;  et  ^  qui  répondent  au  point  M ,  on  aura 

X  'Rcos  fd7  —  r'R  ^<^  f^^  > 
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poar  la  partie  da  second  membre  de  réqaation  (5) , 
idative  k  1  élément  da }  par  conséquent ,  en  prenant 
rintégrale  de  cette  quantité  dans  toute  la  portion  de 
la  surface  du  mobile  qui  éprouve  la  résistance  du 
milieu  9  on  aura  la  quantité  qu'on  devra  ajouter  à  ce 
second  membre ,  pour  avoir  égard  k  cette  résistance» 
Je  ÙMp  pour  abréger, 

a/cosF  — ^COSft=  Ç, 
et  cette  quantité  aura  pour  expression  : 

A«yÇp*ços*é£f(r  +  A'ûi^y^p*  cos'irfj  +  etc- 

f 

Il  est  visible  que  Ç  est  la  longueur  de  la  plus  courte 
distance  entre  l'axe  de  suspension  et  la  direction  de  la 
vitesse  pcû  du  point  M,  comprise  dans  un  plan  per- 
pendiculaire a  cet  axe;  Ç  ne  dépend  donc  pas  du 
temps,  non  plus  que  l'angle  €  et  le  rayon  p  ;  par  con- 
séquent ,  si  Ton  fait 

/^p*cos*€rfj  =  y,  /^p*'  cos*'érf(r  =  y\  etc. , 

CCS  intégrales  y,  y',  y^  y  etc.  ,  seront  des  constantes 
dépendantes  de  la  forme  du  corps ,  et  dont  les  valeurs 
pourront  être  difTérentes  dans  deux  oscillations  con- 
sécutives. Pour  déterminer  leurs  limites,  on  circons- 
crira au  mobile ,  dans  sa  position  d  équilibre ,  un 
cjlindre  perpendiculaire  au  plan  vertical  passant  par 
Taxe  fixe  ;  la  courbe  de  contact  de  ce  cjlindre  avec 
la  surface  du  corps  divisera  cette  surface  en  deux 
parties,  dont  l'une  éprouvera  la  résistance  de  l'air, 
pendant  que  le  mobile  se  mouvra  dans  un  sens  ,  et 
l'autre ,  pendant  qu'il  se  mouvra  dans  le  sens  op- 
posé, ces  intégrales  devront  donc  s'étendre  à  lune 
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de  CCS  deux  parties  pour  une  oscillatioa  entière  ,  et 
à  lautre  partie  pour  Toscillation  suivante;  et  quand 
ces  deux  parties  seront  différentes,  les  valeurs  de  y , 
y\  y",  etc.,  le  seront  aussi  dans  deux  osciUationa 
consécutives.  Ces  valeurs  ne  changeront  pas,  dans  le 
cas  d'un  mouvement  révolutif. 

Cela  posé,  après  avoir  ajouté  la  quantité  précé- 
dente au  second  membre  de  Féquation  (3),  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose ,  après  avoir  retranché  cette 
quantité  divisée  ^par  le  moment  d*inerlie  M(a*  +  A:*)  , 

de  la  valeur  de  ^  du  n*  394,  nous  aurons 

d^i  ga  8\n  9  .     Ay  g^  k'y  ^'         . 

pour  réquation  du  mouvement  d'un  pendule  quel- 
conque dans  un  milieu  résistant.  On  aura  de  même 

^=~f  sinfl— Ba>*— BV  — etc., 

pour  réquation  du  mouvement  du  pendule  simple 
dont  la  longueur  est  /;  B ,  B',  B'^,  etc. ,  désignant 
des  coeiEciens  constans. 

Les  vitesses  et  les  positions  initiales  des  deux  mo- 
biles étant  supposées  les  mêmes,  si  l'on  veut  que 
leurs  mouvemens  le  soient  aussi ,  il  suffira  et  il  sera 
nécessaire  de  prendre 

g g^  |>  _.  Ay  ^, A'y[ 

ce  qui  détermine  la  valeur  de  /,  qui  coïncidera  avec 
la  formule  (c),  et  celles  de  B,  F,  B",  etc.,  pour 
toute  la  durée  de  chaque  oscillation. 
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Ainsi  9  quelles  que  soient  la  forme  d'un  pendule  et 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  dans  lequel  il  se 
meut^  on  voit  qu'il  y  a  toujours  un  pendule  simple 
dont  le  mouvement  est  le  même  que  celui  du  pendule 
donné;  que  la  résistance  du  milieu  dans  lequel  le 
pendule  simple  doit  se  mouvoir,  se  déduit  de  celle 
du  milieu  donné ,  et  de  la  forme  du  pendule  com- 
posé ;  et  que  la  longueur  du  pendule  simple  ne  dé- 
pend que  ^de  cette  forme ,  et  nullement  de  la  résis- 
tance. 

Toutefois  9  il  n'en  résulte  pas  que  la  longueur  de  ce 
pendule  correspondant  à  un  pendule  donné ,  soit  la 
même  dans  l'air  et  dans  le  vide  :  la  perte  de  poids 
que  le  pendule  composé  éprouve  dans  l'air ,  et  qui 
n'est  pas  la  même  dans  l'état  de  mouvement  que 
dans  Tétat  de  repos,  influe  sur  la  longueur  du  pen- 
dule simple,  réduite  au  vide,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  dit  (n^  igi  ). 

400.  Pour  déterminer  le  mouvement  d'un  treuil 
et  de  deux  poids  suspendus,  l'un  à  la  roue  et  l'autre 
au  cylindre ,  on  formera  ,  comme  dans  le  n"*  Sgi  ,  la 
somme  des  momens  des  forces  perdues  à  chaque  ins- 
tant par  tous  les  points  du  treuil,  puis  on  ajoutera  à 
cette  somme  les  momens  des  forces  perdues  dans  le 
même  instant  par  ces  deux  poids,  et  on  égalera  a 
zéro  la  somme  totale  de  tous  ces  momens.  Or, 
supposons  qu'une  corde  soit  enroulée  sur  la  roue  et 
attachée  par  un  bout  à  un  point  de  sa  circonférence , 
et  désignons  par  m  la  masse  du  corps  suspendu  ver- 
ticalement à  l'autre  bout;  soit  aussi  m' la  masse  du 
corps  suspendu   verticalement  à  l'extrémité  d'une 
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second*!  cordu  enroulée  sur  le  cylindre  et  attachée 
par  l'autre  extrémité  à  sa  surface  ;  au  bout  du  temps  /, 
si  l'on  appelle  u  ci  u'  les  dislances  des  centres  de 
gravité  de  m  et  m'  an  plan  horizontal  passant  par 
l'axe  du  treuil ,  les  forces  perdues  par  ces  masses  pen- 
dant l'instant  f/i,  seront  m  fg — ^Jetm'(g' — '-rrii 
leurs  momens  par  rapport  à  l'axe  du  treuil ,  se 
déduiront  de  ces  forces  en  multipliant  la  premièi-c 
par  le  rayon  de  la  roue  que  j'appellerai  c,  et  In 
seconde  par  le  rayon  du  cylindre  que  je  désignerai 
par  c';  et  parce  que  ces  forces  tendent  à  faire  tourner 
le  treuil  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre  ,  il  faudra 
donner  le  signe  +  au  moment  de  l'une,  et  le  signe  — 
au  moment  de  l'autre.  Pour  fixer  les  idées,  je  sup- 
poserai que  ce  soit  la  première  force  quî  tende  à  faire 
tourner  le  treuil  dans  le  sens  où  il  tourne  réellement, 
ou,  auli-ement  dit,  je  supposerai  que  ce  soit  la 
masse  m  qui  descende  et  la  masse  m'  qui  s'élève.  On 
en  conclut  que  te  second  membre  de  l'équalion  (3) 
se  trouvera  augmenté  de  gmc  — gm'c' ,  et  son  pre- 


tégrale  que  contient  le  second  membre  sera  zéro  , 
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Pendant  tonte  la  durée  de  ce  mouvement,  la  vitesse 

^  de  m  est  égalé  à  la  vitesse  co^  du  point  de  la  roue 

où  la  corde  commence  à  se  détacher  de  sa  circonfé- 

rence ,  et  dont  le  rayon  est  horizontal;  la  vitesse  -^- 

de  m'  est  de  même  égale^et  contraire  à  la  vitesse  c'a) 
du  point  de  la  surface  du  cylindre ,  dont  le  rayon 
est  aussi  horizontal ,  et  qui  est  situé  de  l'autre  côté  de 
l'axe  :  on  a  donc  constamment 

du  dv!  , 

au  moyen  de  quoi,  l'équation  précédente  devient 

(MA:»  +  me»  +  mV)  -^  =  ^mc  —  nid), 

en  désignant  par  M  la  masse  du  treuil ,  et  par  MA:*  son 
moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  de  rotation. 

Si  l'on  suppose  nulles^  pour  plus  de  simplicité, 
les  vitesses  initiales  du  treuil  et  des  masses  m  et  nJ , 
on  aura,  à  un  instant  quelconque, 


I  j\ 


(ù 


{me  —  me  )gt 


"    Uk'+  me^  +  me'^    * 

et ,  sans  aller  plus  loin  ,  on  voit  que  le  mouvement 
du  treuil  sera  uniformément  accéléré. 

Les  tensions  des  cordes  auxquelles  les  masses  m 
et  ni  sont  attachées ,  auront  pour  mesure  les  forces 
perdues  par  ces  masses;  en  les  désignant  par  T  et  T', 
on  aura  donc 

a.  8 
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et  si  l'on  appelle  p  ,  p' ,  P,  les  poids  de  ces  corps  et 

du  lieiiil ,  du  sorte  qu'où  ait 


nig. 


■■  »*g.     P  ~  i 


on  conclura  des  équations  précédentes 


n'^Tp^+pà 


A  cause  que  le  poids  p  descend,  ce  qm  suppose 
pc  >■  p'c' ,  la  tension  T  sera  moindre  que  ce  poids  , 
qui  serait  sa  valeur  dans  l'état  d'équilibre^  et  la 
tension  T'sera  plus  grande  que^'. 

Les  pressions  exercées  sur  l'axe  du  treuil  par  les 
forces  centrifuges  de  ses  différens  pointa,  se  détrui- 
sent évidemment  deux  à  deux,  à  cause  de  la  symé- 
trie de  ce  corps  autour  de  cette  droite.  La  charge 
totale  que  l'axe  éprouvera  pendant  le  mouvement, 
se  composera  donc  seulement  du  poids  du  treuil  et 
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machine  iHAihood ,  en  y  faisant  c'  =  c  ;  et  elles  fe- 
ront connaître  toutes  les  circonstances  du  mouve- 
ment des  deux  poids  inégaux  p  ti  p\  dont  l'un 
monte  et lautre  descend  dans  cet  appareil. 

Si  Ton  appelle ,  par  exemple ,  h  la  hauteur  dont 
le  poids /9  descend  dans  un  temps  donné  6,  on  aui*a 
la  valeur  de  A  en  intégrant  celle  de  du  ou  de  CG}dt  ^ 
depuis  ^  =:  o  jusqu  a  ^  =  6  ;  ce  qui  donne 


~  P*'+(/>+  P'y 


Les  poids  V^  p,  p\  ainsi  que  le  rayon  de  laxoue^  sont 
donnés;  la  quantité  k^  peut  être  calculée  d'après  la 
forme  de  la  roue;  et  l'on  peut  mesurer  la  hauteur  h. 
Par  conséquent ,  si  le  temps  0  est  donné  par  l'obser- 
vation, cette  formule  fera  connaître  la  valeur  de  g^ 
Mrâ  quelque  soin  qu'on  apporte  dans  cette  expé- 
rience,  elle  ne  sera  jamais  susceptible  d'une  précision 
comparable  à  celle  du  pendule  ;  car,  dans  celle-ci , 
la  durée  de  chaque  oscillation  s'obtient  en  divisant  le 
temps  pendant  lequel  le  pendule  a  oscillé  y  par  le 
nombre  très  grand  des  oscillations  qu'il  a  faites  ;  ce 
qui  rendra  toujours  l'erreur  à  craindre,  sur  la  durée 
d'une  seule  oscillation,  beaucoup  moindre  que  Ter- 
reur inévitable  sur  la  mesure  du  temps  0  dans  la 
machine  àijtthood. 

On  fait  ici  abstraction  de  la  masse  du  fil  auquel  sont 
suspendus  les  deux  poids  p  et  p';  il  serait  facile  d'jr 
avoîrégard  de  la  même  manière  que  dans  le  problème 
du  n*356;  mais  alors  la  loi  du  mouvement  serait  plus 
compliquée.  On  néglige  aussi  la  résistance  que  l'air 
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oppo^  aux  inoiivemeus  des  deux  poids  pet  p'  :  poar 

en  atrénuer  l'eflèt,  et  aussi  pour  rendre  le  tenips  fi 

plus    facile   à   mesurer ,    on    ralentira    ces    mouve- 

meus,  en  diminuant  l'excès  de  l'un  de  ces  poids  sur 

l'autre. 

40a.  On  a  aussi  employé  le  pendule  pour  détermi- 
ner la  vitesse  des  projectiles  de  l'artillerie.  Cette  ma- 
chine est  ce  qu'eu  appelle  le  pendule  de  Robins,  du 
nom  de  l'ingénieur  qui  en  a  le  premier  fait  usage  ;  elle 
consiste  en  une  ma'^se  très  considérable,  retenue  par 
un  axe  horizontal  solidement  fixé.  Le  boulet  dont  on 
veut  connaître  la  vitesse,  pénètre  dans  cette  masse 
sans  la  traverser,  et  met  le  pendule  en  mouvement  ; 
on  mesure  la  grandeur  de  l'arc  que  décrit  un  point 
déterminé  de  la  masse  totale  ;  d'où  l'on  conclut  facile- 
ment sa  quantité  de  mouvement ,  et ,  conséquemment, 
la  vitesse  du  boulet  à  l'instant  ou  il  a  atteint  le  pen- 
dule. 

Soient,  en  elTet,  AE6F  (Bg.  7)  une  section  du 
pendule  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  lîxe 
et  par  son  centre  de  gravité  ,  G  ce  centre ,  O  le 
centre  d'oscillalion  (n°  596),  C  le  point  oii  cette  sec- 
tion coupe  l'axe,  de  sorte  que  CGt)  soit  une  droite 
verticale,  dans  l'état  d'équilibre.  Soient  aussi  B  le 
point  où  le  prolongenieut  de  cette  droite  rencontre 
la  surface  inférieure  du  pendule,  BB'  l'arc  de  cercle 
qui  sera  décrit  par  ce  point  B  et  dont  C  est  le  centre, 
,  E  le  centre  de  Touverlure  circulaii-e  que  le  boulet 
1  &it  à  la  surface  du  pendule,  ou,  plus  généralement, 
U  projection  de  ce  point  sur  le  plan  de  la  section 
AEBF.  Appelons  fx  la  masse  du  boulet,  v  sa  vitesse 
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à  rinstant  du  choc,  f  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  C  sur  la  direction  de  (^ ,  projetée  sur  le  plan  de 
AEBFy  M  la  masse  du  pendule  et  du  boulet ,  a  la  dis- 
tance du  centre  de  grayité  de  M  à  Taxe  fixe,  M(a*+A:*) 
son  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe  ;  nous  au- 
rons (n*  586) 


M(a»4.  k^y 


pour  la  valeur  de  A  qu'il  faudra  substituer  dans  l'é- 
quation (a)  du  n^  394  9  dans  laquelle  on  fera  aussi 
et = O9  puisque  le  pendule  part  de  sa  position  d'équi- 
libre. D  s'en  écartera  jusqu'à  ce  que  la  vitesse  angu- 
laire soit  nulle;  par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  6 
l'angle  BCB',  on  aura ,  d'après  cette  équation  {a)  y 

5P^j^==:iga(i--cosC); 

g .  étant  la  gravité.  En  désignant  par  h  la  corde  de 
lare  BB'^  et  par  c  le  rayon  CB,  nous  aurons 

COS  b   =    I -. 

ac* 

Je  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  précé- 
dente, et  j'en  déduis  ensuite  celle  de  v*;  ce  qui 
donne 

n  étant  le  rapport  de  M  à  ft,  qui  sera  un  très  grand 
nombre  donné. 

Toutes  les  autres  quantités  contenues  dans  cette 
formule  seront  aussi  connues.  La  distance  c  se  me- 
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sure  imniédiatemeat;  la  corde  b  est  donoee  aa 
moyen  d'un  ruban  attaché  au  point  B,  et  pas- 
sant dans  un  anneau  fixement  attaché  au  terrcîn  : 
la  partie  de  ce  ruban  quî  se  déroule  et  traverse  l'an- 
neau pendant  l'élévation  do  pendule,  est  effective- 
ment égale  à  b.  Si  le  tir  est  horizontal ,  la  quantité  y 
est  la  distance  de  l'axe  de  la  pièce  à  l'axe  de  rotation  ; 
si  le  tir  s'écarte  un  peu  de  l'horizontalité,  auquel  cas 
la  droite  qui  va  du  point  £  à  la  bouche  du  canon 
n'est  plus  horizontale,  il  est  facile  de  calculer,  avec 
une  approximation  suffisante,  la  quantité  qu'il  faut 
ajouter  à  la  distance  des  deux  axes,  ou  qu'il  en  faut 
retrancher,  pour  avoir  la  valeur  de  f.  Quant  aux 
quantités  açik  ,on  peut  les  calculer  d'après  la  foi-me 
du  pendule  et  les  densités  de  ses  parties;  mais  leurs 
valeurs  s'obtiennent  aussi  par  l'expérience. 

On  attache  une  corde  à  ta  partie  inférieure  du 
pendule;  on  fait  passer  cette  corde  sur  une  barre 
fixe,  parallèle  à  l'axe  de  ce  mobile,  et  élevée  à  la 
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et  /  la  distancé  du  centre  d'oscillation  k  l'axe  de  sus- 
pension ,  on  aura  (n**  SqS) 


d*où  Ton  tire 


a.  +  *.  =  J^. 


et  la  valeur  de  k  sera  connue  d'après  celle  de  a.  Au 
mojen  de  cette  valeur  de  a*  +  A:%  on  aura ,  plus 
simplement , 

ngtab  .  V 

pour  l'expression  de  la  vitesse  du  boulet 

4o3.  Si  la  bouche  du  canon  n'est  pas  très  éloignée 
du  pendule,  la  valeur  de  t^^  donnée  par  cette  for- 
mule,  différera  peu  de  la  vitesse  de  projection  du 
boulet  ;  et  en  supposant  connu  le  coefficient  de  la  ré- 
sistance de  lair,  il  sera  facile  de  calculer,  au- moyen 
de  la  formule  (5)  du  n®  ;ii2,  la  quantité  dont  on  de- 
vra augmenter  cette  quantité  s^ ,  pour  avoir  la  vitesse 
de  projection.  Mais  on  obtiendra  immédiatement  la 
grandeur  de  cette  dernière  vitesse,  en  attachant  fixe- 
ment le  canon  au  pendule  :||a  quantité  de  mouve- 
ment imprimée  au  pendule,  ainsi  composé,  sera 
alors  la  masse  (Jl  du  boulet,  multipliée  par  la  vitesse 
du  boulet  à  la  bouche  du  canon ,  dont  le  recul^  à  rai- 
son de  la  compressibilité  de  la  matière,  ne  commen- 
cera pas  sensiblement  avant  que  le  projectile  ait  par- 
couru toute  la  longueur  de  la  pièce  ;  par  conséquent, 
la  valeur  de  v^  donnée  par  la  formule  {a) ,  sera  celle 
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de  la  vitesse  de  projection,  sans  aucune  correction  , 
vt  saos  qu'on  ait  besoin  de  connaître  le  coeflîcieut 
de  la  résistance. 

En  tirant  successivement  à  diOërentes  distances 
données  du  pendule,  avec  un  même  canon,  chargé 
de  la  même  iiianière,  on  aura  autant  de  valeurs  de  v, 
dont  les  différences  entre  elles  et  avec  celle  que  l'on 
obtient  quand  le  canon  fait  partie  du  pendule,  pour- 
ront servir  à  vérifier  la  !oî  de  la  résistance  de  l'air, 
sur  laquelle  est  fondée-la  formule  (5)  du  n'  3 1 2 ,  et  à 
déterminer  le  coefHcient  de  cette  résistance. 

On  a  fait,  en  Angleterre,  un  grand  nombre  d'ex- 
périences au  moyen  du  pendule  de  Robins ,  employé 
des  deux  manières  que  nous  venons  d'indiquer  (*), 
Une  des  conséquences  les  plus  générales  qu'on  en  a 
déduites,  consiste  en  ce  que,  toutes  choses  d'ailleurs 
égales,  les  carrés  des  vitesses  de  projection  sont  à 
peu  près  entre  eux  comme  les  poids  des  charges,  et 
que  ce  rapport  approche  d'autant  plus  d'être  exact  ^ 
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CHAPITRE  IV. 


no  MOUI/nUJfT   D'UN  CORPS    SOLIDE  AUTOUE  D^UIC 

POINT  FIXE. 


S  !•'.  Formules  préliminaires. 

404 •  Considérons  d'abord  en  lui-même,  et  indé- 
pendamment des  forces  qui  le  produisent,  le  mouve- 
ment de  rotation  d'un  corps  solide  de  figure  quel- 
conque, autour  d'un  point  fixe  appartenant  à  ce  corps, 
ou  qui  7  soit  invariablement  attaché. 

Soient  0  (fig.  5)  ce  point;  Ojc,  Oy,  Oz,  trois  axes  fixes 
et  rectangulaires,  choisis  arbitrairement;  Ox^,  Ojr^, 
Oz^ ,  trois  autres  axes  rectangulaires,  fixes  dans  le  corps, 
et  mobiles  avec  lui  autour  du  point  0.  Dans  la  suite, 
nous  supposerons  que  ces  dernières  droites  sont  les 
axes  prindpaux  du  corps;  mais  maintenant  leurs  di- 
rections sont  entièrement  arbitraires.  Soient  aussi 
X,  jr,  z,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
du  corps ,  rapportées  aux  premiers  axes,  et  a:^jjr^,z^, 
ses  coordonnées  rapportées  aux  axes  Ox^,  0^^,  Oz^. 
En  conservant  toutes  les  notations  du  n"*  377,  nous 
aurons 

jr  =  a'x,  +  by^  4-  c'z^ , 
z  =  a"x,+  by,+  c\'. 
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et  les  neuf  coeflicieos  a,  b,  etc.,  seront  liés  entre 
eux  par  les  équations  (2) ,  ou  par  les  équations  (4)  f 
de  ce  numéro. 

II  est  évident  que  ces  quantités  itf  b,  ete^  sont  les 
mêmes,  à  chaque  instant,  pour  tous  le^^ints  da 
corps  ;  mais  elles  varient  pendant  le  mouvement ,  et 
Ton  doit  les  considérer  comme  des  fonctions  du 
temps.  Au  contraire,  les  coordonnées  ^/f  Xt  ^/y  ^^*' 
rient  d'un  point  à  un  autre  du  mobile;  mais  elles 
restent  constamment  les  mêmes  pour  un  même  point, 
et  ne  varient  pas  avec  le  temps.  En  représentant  donc 
le  temps  par  t,et  différentiant  par  rapport  à  cette  va^ 
riable ,  on  aura 

dx  ^__^         da  j^       db     -^       de 
dî   ^  ^'H  ^  ^*dt  "^  ^'Â' 

dj  _        ^    i        àb'  dd 

di   ^  ^'H  "^^'"S  ^  ^^Tt' 

d%  _        da'  db'    ,         de' 

dt    '^  ^'li  '^^'Tt    "^  ^^lû' 

Ces  valeurs  de  j- ,  ^ ,  t-  ,  exprimeront ,  à  un  ins- 
tant quelconque ,  les  composantes  parallèles  aux  axes 
Ox  f  O^-,  Oz,  de  la  vitesse  du  point  M.  Si  donc  on 
veut  connaître  les  points  du  corps  dont  la  vitesse  est 
nulle  à  cet  instant,  on  les  déterminera  en  égalant  œs 
quantités  à  zéro  ;  ce  qui  donne 

xjia  +  jjdb  +  z/ic  =  o ,    ) 
xjda'^  j^ilb'^  zflc'=  o,  >     (i) 
x^dii'+  x,dy^+  z/lc"=:  o.    ) 

Or,  en  ajoutant  ces  équations,  après  les  avoir  muU 


DTNIMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  ia3 

tipliées  par  c^  c\  c";  faisant ,  pour  abréger, 

etobserrant  que  Fëquation  ^-hc'*+c"*c=  i  donne 
edc  +  cfdd  -f-  d'dtf^ss^  o,  û  vient 

Si  foD  ajoDte  ces  mêmes  équations  (i)^  après  les  avoir 
mohiidiées  par  b,  b',  b",  on  trouve 

rr,  —  pz^  —  o, 

ai  faisant ,  pour  abréger^ 

bda  +  b'dd  +  b^'dd'  =  rdt, 

et  observant  que  l!équation  6*+  6'*-f-  b^'^zss  i  donne 
bdb  +  b'db'  +  6'W6''  =  o,  et  que ,  d'après  l'équation 
Ac4-6V-|-yV=  o  du  n*  577,  on  a  aussi 

bdc-\^Vdc''\'V'dd'—'-^cdb—c'db'—  d'dW^^pdt. 

Eofin  ,  les  équations  (  1  )  étant  multipliées  par  a^  a\  d'^ 
et  ensuite  ajoutées,  il  en  résulte 

9^/  —  Ui  —  o; 

car  on  a  ada  +  ddd  +  ci^dd^  ==  o ,  à  cause  de 
a'-f-  a'*  H-  a'*  s=  i;  et,  de  plus,  les  équations 
ia4-iV  +  6V  =  o  et  ca  +  cV4-cV=o  du 
naméro  cité  donnent 

adb+a'db''\'d'db"=i^  bda—b'dd^b"dd'=z — rdt\ 
adc-^-ddc'+d'dd'^i^cda—c'da'—d'dd'—qdt. 

Au  lieu  des  équations  (i),  nous  aurons,  de  cette 
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manière^ 

PX,  —  ^^,^=0,    rx^ — pz^:=o,    qz^  —  rf^=:o.     (3)  ■ 

Chacune  de  celles-ci  est  comprise  dans  les  deux  as-  ' 
très;  et  elles  appartienneut  à  une  droite  passant  par 
l'origine  0  des  coordonnées. 

Il  suit  donc  de  cette  analyse  que  tous  les  points  du. 
corps ,  dont  la  vitesse  est  nulle  à  un  îustant  (juelcou- 
que ,  sont  rangés  sur  une  droite  passant  par  le  centre 
de  rotation.  Cette  droite  peut  être  regardée  comniQ 
immobile  pendant  un  Instant  ioGniment  petit;  donc, 
pendant  cet  instant,  le  corps  tourne  autour  de  celte 
droite  comme  autour  d'un  axe  Uxe;  et  l'on  doit  se 
représenter  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe,  comme  ayant  lieu,  k 
chaque  instant,  autour  d'un  axe  qui  reste  immobile^ 
pendant  un  intervalle  de  temps  in6niment  petit.  Ea 
général,  la  position  de  cet  axe  dans  l'intérieDr  du 
corps  change,  d'un  instant  à  l'autre,  pendant  le 
mouvement  ;  et ,  pour  cette  raison ,  on  l'appelle 
l'axe  instantané  de  rotation. 

4o5.  Supposons  que  la  droite  101'  soit  cet  axe 
au  bout  du  temps  t  ;  les  équations  (3)  seront  celles 
de  ses  projections  sur  les  trois  plans  des  coordon- 
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Lors  donc  que  les.  trois  qDantiie|^9  q^  r,  se- 
ront connues,  on  pourra  assigner  Id^sition  de  Taxe 
instantané,  par  rapport  aux  axes  mobiles  Oor^,  Oj',, 
Qz^;  et,  d*après  le  signe  qu'on  donnera  au  radical,  la 
partie  01  de  cette  droite,  à  laquelle  ces  formules  ap- 
partiendront, sera  complètement  déterminée  :  doré- 
navant, nous  regarderons  toujours  ce  radical  comme 
une  quantité  positive. 

Toutes  les  fois  qnep,  9,  r,  seront  des  constantes. 
Taxe  de  rotation  restera  fixe  dans  le  corps,  c'est-à- 
dire  ,  qu'il  le  traversera  constamment  dans  les  mêmes 
points.  Or ,  les  points  du  corps  dont  la  vitesse  est 
nulle  à  chaque  instant,  étant  toujours  les  mêmes,  ils 
demeureront  immobiles  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement  ;  donc ,  dans  ce  cas.  Taxe  de  rotation  sera 
aussi  une  droite  fixe  dans  l'espace. 

D'après  réquation  (2)  du  n"*  9,  et  les  notations 
du  n^  377 ,  on  aura 

cos  lOor  =  a  cos  lOx^  +  ^  cos  lOjr^  +  ccos  lOz^ , 
cos  lO/-  =  a'cos  10  jc,  +  é'cos  lO^-^  +  c'cos  lOz^ , 
cos  lOz  =  a^cos  lOa:^  -f-i'cos  10;^^  -f-c^cos  lOz^  ; 

en  vertu  des  équations  (3) ,  on  aura  donc 
•cosIOx=2£.±iL±=^, 

tr\  a'p  +  b'q  +  c'r     \        , ,. 

COS  lO;-  =    ;  —t   )       (4) 

COS  lOz  =  -^        ^  —  , 
pour  déterminer  la  direction  de  Taxe  instantané,  par 
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rapport  aux  axB&  fixes  Ox ,  Oj',  0;.  Il  en  résulte  que 
tjuand  p,  q,  rueront  des  quantités  constantes,  les 
numérateurs  de  ces  formules  devront  aussi  être  în- 
dépendans  de  ';  ce  qu'on  vérifiera,  efiectivemeot , 
dans  la  suite. 

406.  Puisqu'à  chaque  instant  le  mouvement  a  lieu 
autour  de  la  droite  lOI'  comme  autour  d'un  ase  fîie, 
il  en  résulte  que  tous  les  points  du  corps  ont,  pen- 
dant an  instant  infiniment  petit,  une  même  vitesse 
angulaire  autour  de  cet  axe  (n"  384)-  Pour  en  déter- 
miner la  valeur,  considérons  le  point  qui  se  trouve 
sur  l'axe  O2,,  à  une  distance  du  point  O  égale  à 
l'unité;  nous  aurons,  relativement  à  ce  point,  jt^^o, 
jr ^^ o ,  Zi^  i  ;  &a.  vitesse  absolue  sera  donc 


d'après  les  valeurs  précédentes  de  -j- ,    ~,    —  ;    et 
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d'oà  Ton  dédait,  en  ayaol  égard  aux  équations  du 

n*  377 , 

quantité  qui  se  réduit  a  dc^+  dc'^^  dd'^^  à  cause  de 
cdc-^c'dc' -^d'dcf'^s^o.  Donc^  en  appelant  œ  la 
TÎtene  angulaire  au  bout  du  temps  / ,  et  la  considé- 
rant oomme  une  quantité  positive,  on  aura  sim- 
plement   

On  voit  que  cette  vitesse  sera  constante  toutes  les 
fois  que  la  position  de  Taxe  de  rotation  sera  inva- 
riable; mais  la  proposition  inverse  n'est  pas  égale- 
ment vraie;  et  il  est  possible  que  Taxe  instantané 
change  de  position ,  sans  que  la  vitesse  angulaire 
change  de  vakiy ,  ou ,  autrement  dit ,  il  est  possible 
que  les  quantités /i,  q^  r,  soient  variables,  et  que  la 
valeur  de  io  demeure  constante. 

407.  On  appelle  ^,  9,  r,  les  composantes  rectan- 
gulaires de  la  vitesse  de  rotation  œ  autour  des  axes 
Ox^ ,  Ojr^ ,  Oz^  j  et  l'on  dit  aussi  que  chacune  de  ces 
trois  quantités  est  la  vitesse  angulaire  du  mobile 
autour  de  l'axe  correspondant. 

Or,  les  équations  (3)  peuvent  être  remplacées  par 

ps^cosIOr^,  9  =  fi?cosI0/^,  r  =  «7cosI0z^; 

et  l'on  peut  écrire  les  équations  (4)  sous  cette  forme  : 

â>cosIOar  =  ap  +  6ç  +  cr, 
G?  cos  10;^  =  a'p  +  b'q  +  cV, 
fi?cosIOz   =  a!'p+  ^"9+  c"r; 
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d'où  l'on  conclut  que  la  décomposition  des  vitesses 
de  rotation  suit  les  mêmes  lois  que  celle  des  vitesses  de 
translation  ^  en  remplaçant  les  directions  de  celles-ci 
par  les  directions  des  axes  de  rotation. 

La  résultante  co  étant  une  quantité  positive ,  et 
ayant  pris  la  partie  déterminée  01  de  la  droite  lOF 
pour  l'axe  auquel  elle  se  rapporte,  les  composantes  p, 
q  y  r,  dont  les  axes  sont  Ox^ ,  Ojr^ ,  Oz^ ,  seront  posi* 
tives  ou  négatives ,  selon  que  ces  droites  feront  des 
angles  aigus  ou  obtus  avec  l'axe  01  ;  et  générale- 
ment, on  devra  regarder  comme  égales,  mais  de 
signes  contraires ,  les  composantes  de  eo  'rapportées 
aux  deux  parties  d*unc  même  droite,  ou  dont  les 
axes  seront  le  prolongement  l'un  de  l'autre. 

408  Non-seulement  on  peut ,  au  moyen  des  trois 
quantités /i,  9,  r,  déterminer  la  vitesse  angulaire 
du  corps  et  la  position  de  son  axe  jle  rotation ,  par 
rapport  aux  axes  mobiles  Ox^,  Oj^^,  Oz^,  mais  otl 
peut  aussi  exprimer  les  vitesses  et  les  forces  accélé- 
ratrices de  ses  diflTérens  points,  décomposées  suivant 
ces  trois  axés  ;  ce  qui  nous  servira,  comme  on  le  verra 
bientôt,  à  trouver  de  la  manière  la  plus  directe,  les 
équations  de  son  mouvement  de  rotation. 

En  effet ,  les  composantes  de  la  vitesse  du  point  M 
étant  -^,   -£9  -^f  P^r  rapport  aux  axes  fixes  Ojt, 

Oj"  f  Ozy  il  s'ensuit  que  les  composantes  de  la  même 
vitesse,  par  rapport  aux  axes  Ox^,  Oj'^,  Os^, 
seront 
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d'après  les  notations  du  n""  5jj ,  et  parce  que  la 
composition  des  vitesses  suit  les  mêmes  lois  que  celle 
des  forces.  Or ,  en  substituant  dans  ces  expressions 

les  valeurs  de  ^  ^   *^^   _,  du  n*  404,  et  eifec- 

toant  des  réductions  qu'on  a  déjà  faites  dans  ce  nu- 
méro ,  on  trouve 

dx     .        I  àjr     .       ^.  dz 

h—  4-   V  ^  A~V'  ——  rx   —  nz 
àx  ,  dr     .       ,,  dx 

par  conséquent,  les  trois  quantités  g^r^rjr^,  rx^ — pz^^ 
pX^'^^^if  ^^  ^^^  nulles  pour  tous  les  points  du 
corps  situés  sur  l'axe  instantané  de  rotation,  expri- 
ment ,  pour  un  autre  point  quelconque  M ,  les  com- 
posantes de  sa  vitesse ,  parallèles  aux  droites  Oûc^  , 

Or„Ov 

On  tire  de  ces  .dernières  équations ,  en  ayant  égard 
à  celles  du  n**  377  , 

^  =  a  {qz^—  ij)  +  6(nr,  —  pz)  +  dj^,  —  qx), 
^f  =  Aq^s  —  T;)  +  h\rx,  -^pz)  +  c'ipj^  —  qx;), 
J  =  a'Xqz,  -  rjr,)  +b\rx,  -pz,)  +  c^^{pf,  -  qx,)} 

2.  Q 
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cl  en  diflërentiaiit  par  rapport  à  (,  il  vient 

j~=^a'{z^dq-'jr(tr)-\-b'{xfir — z/îpy\-&(jfip — x,à^ 

+(qz~rr,)da'-h(rx,-pz,)dlj'+(p)-,-qx,)dc', 
t^^a"(zdq-j;dr)^b\x/lr-z,dp)-^^-'{r,dp-xM) 


Les    quantités  ^-7- 


d'j       d^M   , 


,  sont  les  composaotes 

parallèles  aux  axes  fixes  Ox ,  Oj,  Oz,  de  la  force 
accélératrice  du  point  M  ;  si  donc  on  désigne  par  p^, 
ï,i  r,,  les  cODiposanles  de  la  raèmc  forc«  ,  parallèles 
vax  ax«s  Ox, ,  Oj,,  Os,,  on  aura 
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exprimées  au  moyen  des  variables  p^  q^    r,  et  de 

leurs  dînerentielles. 

409*  Si  ToQ  considère  à  un  instant  quelconque  les 
qiiàotîtés  de  mouvement  dont  tous  les  points  du 
corps  sont  animés ,  leur  momen^  par  rapport  à  cha- 
cun des  trois  axes  Ox^j  Oy^^Oz^^  suivant  la  définition 
du  n*  tÀ'j^y  pourront  encore  s'exprimer  au  moyen  des 
quantité  ^  y  q^  r. 

Pour  le  faire  voir ,  soit  dm  Télément  différentiel 
de  la  masse  du  corps  qui  répond  au  point  M,  et  dont 
les  coordonnées  sont  x^^  jr^^  z/,  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  Ox^ ,  0/^ ,  Oz^ ,  de  sa  quantité  de  mou- 
vement seront  les  produits  des  vitesses  qz^  —  ty^^ 
rXj  — pZg ,  pjr^  — qx^,  multipliées  par  dm;  en  dési- 
gnant par  L ,  M ,  N ,  les  momens  par  rapport  aux 
axes  Oz^,  ^Ji9  Ox^,  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  du  corps ,  on  aura  donc ,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  u""  a'j^ , 

h  =  f[(rx,  —  pz,)x^  ^  (qz^  —  rjr;)jrym, 

M  =  /[(72,  —  cr,>y  —  {pji  —  qoc,)x;\dm, 
N  =  flipTs  —  H^)ri—  (r^s  —  p^>¥^'. 

les  intégrales  s  étendant  à  la  masse  entière  du  mobile. 
On  simplifiera  ces  valeurs  en  pr/enant  pour  Ox^ ,  Ojr^^ 
Oz^  y  les  trois  axes  principaux  du  corps  qui  se  coupent 
au  point  0  3  ce  qui  rendra  nulles  les  trois  intégrales 
fxjr/im ,  fz^xjdm  ,  fj;^,dm;  et  en  désignant  par  A  , 
B,  C ,  les  trois  momens  d'inertie  principaux ,  de  sorte 
qu'on  ait 

f(z;    +x;)dm^  B, 

9- 


,3a  TRAITÉ  DE  MÉCANigUE. 

on  aura,  simplement 

I,  =  Cr,     M  =  Bq,     N  =  A/.. 

Les  quantités  r,  q,  p,  auront  donc  constammenLies 
mêmes  signes  que  L,  M,  N;  par  conséquent ,  leurs 
signes  dépendront  dti  sens  dans  lequel  le  corps  tour- 
nera autour  de  chacun  des  trois  axes  principaux  :  se- 
lon, par  exemple,  que  le  corps  tournera,  ptarallèle- 
Rienl  au  plan  ^,0^^,  de  Ox,  versO/,,  ou  dans  le  sens 
opposé ,  le  moment  L  (n"  274)  et  par  suite  la  vitesse  r, 
sei-ontdes  quantités  positives ,  ou  des  quantités  négati- 
ves;et,  réciproquement,  le  signe  de  r  fera  connaître, 
à  chaque  instant ,  le  sens  de  rotation  autour  de  Oz  . 

D'après  les  théorèmes  du  n*  281,  sî  l'on  désigne 
par  G  le  moment  principal  des  quantités  de  mouve- 
ment que  nous  considérons ,  on  aura 

G  =    VA'p'  +  By  +  C*r*; 
en  regardant  ce  radical  comme   une  quantité  posî- 
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4io,  La  position  de  ce  mobile  à  chaque  instant , 
fMir  rapport  aux  axes  fixes ,  dépend  des  trois  angles 
4  9  6 ,  9  ^  du  n*  378  ;  car  au  moyen  de  ces  angles  ^ 
les  trois  sections  du  corps  que  Ton  a  prises  pour  les 
plans  mobiles  des  coordonnées  «r^  f  /^  9  z^ ,  sont  dé-*^ 
terminées  de  position  à  Tégard  de  ces  plans  fixes  ;  et 
il  suffit  même  de  connaître  la  position  de  deux  sec- 
tions non  parallèles  d'un  corps  solide ,  pour  que  les 
positions  de  tous  les  points  de  ce  corps  soient  entière- 
ment connues.  D'ailleurs,  quand  les  angles  4,6,9, 
seront  connus ,  les  coefficiens  a,  b ,  etc. ,  le  seront 
aussi ,  et  Ton  connaîtra ,  par  conséquent,  les  coordon- 
nées x,^,  z,  d'un  point  quelconque  du  nobile.  Le 
problèmedu  mouvement  de  rotation  autour  d'un  point 
fixe  se  réduit  donc ,  en  dernière  analyse ,  à  déter- 
miner en  fonctions  du  temps ,  les  valeurs  de  4  »  0>  9* 
Or ,  quand  les  valeurs  de  p ,  q ,  r ,  sont  connues , 
celles  de  ces  trois  angles  dépendent  de  trois  équations 
du  premier  ordre ,  que  Ton  obtiendra  eu  substituant 
les  valeurs  de  a,  b,  etc.  (n®  578),  en  fonctions  de  4^ 
8, 9,  et  celles  de  leurs  différentielles,  dans  les  valeurs 
de  pdt,  qdt ,  rdt ,  savoir  : 

pdt  =  ^bdc-^  b'dc'  —  V'dc"  , 
qdt  =  adc  4-  a'dc'  +  a'^dc" , 
rdt  =  bda  +  Vda'  +  b'dd'. 

Les  valeurs  de  c,  c\  c'^,  ne  contenant  pas  l'angle  9, 
il  s'ensuit  que  celles  de  pdt  et  qdt  ne  contiendront 
pas  sa  différentielle  ;  et  comme  les  valeurs  de  b ,  &', 
V  ,  se  déduisent  de  celles  de  a ,  a',  d' ,  en  augmen- 
tant <p  d'un  angle  droit,  la  valeur  de  — pdt  se  déduira 
de  même  de  celle  de  qdt.  Le  coefficient  de  d^  sera 


i3.i  TRAITÉ  DE  MÉCAHIQDK. 

ruuité  daas  la  valeur  de  nit;  car  d'après  les  formules 

du  n°  578,  on  a 

Al" 


dp 
d'où  il  résulte 


=  ^, 


=  y. 


=  è"; 


pour  la  valeur  de  ce  coefficient.  Toutes  réductions 
faîtes,  la  substitution  des  valeurs  de  ti,  £,  etc. ,  dans 
Celles  de  pdt ,  qdt ,  rdt ,  donne 

pdt  =  sio  (p  sin  6(^4  —  *^os  (frfô,       i 
qdt  =  cos  (p  sin  S(/4  +  sin  prf9,       i     (7) 
rrf/  =  d<p  —  cos  9^4-  J 

On  peut  remarquer  que  l'angle  -J/  n'entre  pas  dans 
ci:s  formules  ;  et ,  en  effet ,  l'angle  4  ou  NOjt  étant 
compté  à  partir  d'un  axe  Ox  entièrement  arbitraire, 
les  valeurs  de  ^,  q,  r,  ne  doivent  pas  changer  quand 
on  augmente  ou  diminue  cet  angle  d'une  quantité 
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ment  de  Ox,  oa  Oj^ ,  par  rapport  k  une  droite  fixe 
dans  le  plan  de  ces  axes.  Far  conséquent  on  aura  ^ 
dans  tous  les  cas,  ftlt=idp  —  cos  ^dJ^,  comme  on 
vient  de  le  trq)ayer. 

4ii«  U  existe  entre  les  cosinus  a,  b,  etc.,  et  les 
quantité  p 9  ^9  1*9  des  relations  qui  peuvent  être 
utiles  dans  beaucoup  d^occasious ,  et  qui  sont  expri- 
mées par  les  équations  différentielles 

db=icp^ar)di,  db'={cp—a'r)dt,  db''={c'p—a''r)di,  [(8) 
di=(*r-cy)Jl,  da={b'r-^q)di,  da''=z{b''r^c''q)dt.  ) 

On  obtient  les  trois  premières  de  ces  équations ,  en 
ajoutant  les  équations 

adc  -f-  a'dc'  -|-  ifdcf  =  qdt^ 
hdc  +  Vdc'  +  V'dc'  z=z^  pdt, 
cdc  +  c'dc'  +  c'^dc'  =  o , 

après  les  avoir  multipliées  respectivement ,  soit  par  a,, 
b,€f  soit  par  a',  V,  d^  soit  par  a",  V\  (f,  et  en 
aj^nt  égard  aux  équations  du  n"*  377.  On  obtient  les 
trois  suivantes,  #n  opérant  d'une  manière  analogue 
sur  les  équations 

cdb  H-  ddV  +  c^'dV  =  pdt, 
adh  +  a'db'  +  o!'dV'  =  ^  rdt, 
bdb  +  VdV  +  Wdy'  =  o; 

et  en  opérant  de  même  sur  lés  équations 

bda  4-  Vda!  +  V^dd'  =  rdt , 
cda  +  dda'  +  d^dd'  :=z  ^  qdt^ 
ada  -f-  ddd  +  d'dd'  =  o, 

on  parvient  aux  trois  dernières  équations  (8)« 
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On  a  encore  les  équations  •« 

pda  -f-  qdb  +  cdr  ^  o ,  ^* 

pda'  +  qdb'  +  cdi^  =  o ,  ^ 

pda"-^  qdh"-\-  cdi"=  o, 
qui  soul  uue  conséquence  immédiate  des  neuf  équa- 
tions (8),  et  qui  servent  à  vérifier  l'invariabilité  des 
numérateurs  des  formules  (4) ,  lorsque  p ,  q  ,  r^  sont 
des  quantités  constantes. 

§  II,  Équations  du   mouvement  de  rotation  autour 
cTun  point  Jixe. 

4ia.  Tout  ce  qui  précède  étant  établi,  supposons 
maintenant  que  des  forces  motrices  données  agissent 
sur  tous  les  élémens  du  mobile,  et  cliercbons,  en 
ayant  égard  à  ces  forces ,  les  équations  dilîérea- 
tîelles  de  son  mouvement  autour  du  point  fixe  O. 

Au  bout  du  temps  t  quelconque ,  désignons  par 
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posant  toiis  tes  âémens  sollicita  par  de  semblables 
forces.  Or,  les  ëquatioiis  d'équilibre  d'un  corps  so- 
fide ,  aatonr  d'un  point  fixe ,  sont  au  nombre  de 
trois  (n*  266)9  V^^  seront ,  relativement  à  ces  forces, 

fï^—P,)^.  —  (Z.  —  r)a:;]dm=^o, 
/[Z.-0)j/-(Y,-î,)^J^m=o; 

les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du  mo* 
bile. 

La  considération  des  axes  principaux  simplifie  les 
termes  résultant  de  la  substitution  des  valeurs  de  p^ , 
1i»^t»  ^^^^  1^  signes  f*  En  observant  qu'alors  les  in- 
t^rales  fx^jjim^  fzpcjdm^  fjfi/im^  sont  nulles,  et 
désignant  par  A,  B,  C,  les  trois  momens  d'inertie 
principaux  du  mobile,  de  sorte  que  A,  B,  C,  repré- 
sentent les  mêmes  intégrales  que  dans  le  n"*  4<>9  f  ^^ 
qu'on  ait,  par  conséquent, 

/(^;  -  r/)^  =  B  —  A, 

/(z/  ^x;)dm  =  A—  C, 

les  trois  équations  précédentes  deviendront 

O/r  -I-  (B  —  k)pqdt  =  fidt , 

Brfj  H-  (A  —  C)7prf<  =  Qdlî ,  )    (a) 

Mip  +  (C  —  6)  qrdt  =  Vdt , 

<m  l'on  a  fait ,  pour  abréger, 

/(z,X,  -  x;i.)dm  =  Q, 


i36  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

On  a  encore  les  équations 

pda  -f-  qdb  +  cdr  =  o, 
pda!  +  qdb'  -+•  cdH  =  o , 
pd£i'+  qdb"+  cdr^'=  o, 

qui  sont  une  conséquence  immédiate  des  neuf  équa* 
lions  (8)9  et  qui  servent  à  vérifier  l'invariabilité  des 
numérateurs  des  formules  (4) ,  lorsque  p  9  q^r^  sont 
des  quantités  constantes. 

§  II.  Équations  du  mouvement  de  rotation  autour 

dun  point  Jixe. 

41 2'  Tout  ce  qui  précède  étant  établi ,  supposons 
maintenant  que  des  forces  motrices  données  agissent 
sur  tous  les  élémens  du  mobile ,  et  cherchons,  en 
ayant  égard  à  ces  forces ,  les  équations  différent 
nelles  de  son  mouvement  autour  du  point  fixe  0. 

Au  bout  du  temps  t  quelconque ,  désignons  par 
IL/dm  f  X^dm^  Z^dm,  les  trois  composantes  paral- 
lèles aux  axes  principaux  Oa:,,  Oj^^,  Oz,,  de  la 
force  motrice  de  l'élément  dm.  Si  ce  point  matériel 
était  libre ^  ces  foi^ces  lui  imprimeraient,  dans  l'ins- 
tant dt ,  suivant  leurs  directions,  les  vitesses  ^,dt, 
Y^dt ,  Tàflt.  Les  accroissemens  de  vitesse  qu'il  reçoit 
réellement ,  suivant  ces  directions ,  sont  les  quan- 
tités pjit^  9/^9  ^f^^i  du  n^  4^3^  '^^  composantes 
de  la  force  perdue  par  l'élément  dm,  pendant  l'ins- 
tant dt ,  sont  donc 

(X/ — Pi)  ^  f     (Y.  —  7y)  ^'n  ,     (Z,  —  r^)  dm. 
Le  corps  sera  donc  en  équilibre  (n*  35o),  en  sup- 


DYNAMIQUE,  SEGOHDE  PARTIE.  iS? 

posant  tons  ses  âérnens  sollicités  par  de  semblables 
forces.  Or,  les  équations  d'équilibre  d'un  corps  so- 
lide, aatonr  d'un  poiot  fixe,  sont  au  nombre  de 
trois  (n*  a66),  qui  seront,  relativement  à  ces  forces, 

/F/  —  î/)  *.  —  (X/  —  p;)^^']  dm  =  o, 
JV^i—P,)  h  —  (Z,  —  O  ^,]  ^  =  o, 
/[Z.-  OJ.  -  (Y,  -  ?,)  aj  rfm=  o; 

les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière  du  mo* 
bile. 

La  considération  des  axes  principaux  simplifie  les 
termes  résultant  de  la  substitution  des  valeurs  de  p^ , 
^if^ê9  ^^^  '^  signes  fl  En  observant  qu*alors  les  in- 
t^rales  fio^jr^dm^  fzpcjdm^  fy-fi/im^  sont  nulles,  et 
désignant  par  A,  B,  C,  les  trois  momens  d'ioertie 
principaux  du  mobile,  de  sorte  que  A,  B,  C,  re[Hré- 
sentent  les  mêmes  intégrales  que  dans  le  n"*  4^  »  ^^ 
qu*on  ait,  par  conséquent, 

/«  -  r;)^  =  B  -  A, 

/(2;-x/)d!fn  =  A-C, 

les  trois  équations  précédentes  deviendront 

Crfr  H-  (B  —  iC)pqdt  =  R<ft , 

Bdy  +  (A  —  C)7prf<  =  Qdt ,  )    {a) 

kdp  4.  (C  —  B)  qrdt  =  Ydt , 

où  l'on  a  fait ,  pour  abréger, 

/(z,X,  -  x^yim  =  Q , 


i38  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

4 1 5«  Les  composantes  X^ ,  Y, ,  Z^  ^  étaat  celles  des 
forces  données,  suivant  les  axes  mobiles  Ox^ ,  QT/» 
Oz^,  leurs  valeurs  dépendront  de  la  direction  de  œs. 
droites  dans  l'espace ,  ou  des  trois  angles  4  »  ^f  Pf 
les  quantités  F^  Q,  R,  seront  donc  des  fonctions  de 
%|/y  8,  ^,  données  dans  chaque  cas  particulier;  par 
conséquent^  le  problème  du  mouvement  de  rotation 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe ,  conduit  à  six 
équations  différentielles  du  premier  ordre,  entre  les 
six  inconnues/! y  ?>  ^^  4'  ^9  9f  ^^  ^^  variable  t^  savoir^ 
les  trois  équations' («zj,  jointes  aux  trois  équations  (7) 
du  n^  4  ^  ^*  ^^  éliminant ,  dans  les  premières  équations, 
les  trois  inconnues  pfq,  r,  au  moyen  des  dernières 
équations ,  on  obtiendrait  trois  équations  diflTéren-' 
tielles  du  second  ordre,  relatives  à  %[/,  6,  p,  qui 
sont  les  inconnues  définitives  du  problème  ;  mais  il 
vaut  inieux  conserver  les  six  équations  du  premier- 
ordre. 

Nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  où  la  pe-^ 
sauteur  est  la  seule  force  qui  agisse  sur  les  points  du 
mobile.  Prenons,  dans  ce  cas,  l'axe  Oz  vertical  et  di~ 
rigé  dans  le  sens  de  cette  force  constante ,  que  nous 
représenterons  par  g;  ses  trois  composantes  suivant 
les  axes  0^, ,  Ojr^ ,  Os, ,  seront 

X,=g«",    Y,=g6",    Z,=.gc", 

a  cause  de  (n*  377) 

a'  =  cos  M^jc^ ,     A"  =  cos zOj^ ,     c"  =  cos  zOz^  ;  • 

et  si  Ton  désigne  par  M  la  niasse  du  mobile ,  et  par 
^f  ^f  y  9  '^'^  *rois  coordonnées  constantes  de  son 
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cenlre  de  gravite,  par  rapport  à  ces  axes  mobiles,  de 
sorte  qa  on  ait 

il  eo  résultera 

P=s  {€(/[  ^  yb'')Mg. 

Les  équations  (a)  deviendront  donc 

Cdr+(B^A)pqdt^(ab"—Car)Mgdt,  ^ 
Betq+(A'^C)rjKkx=:(ya''  —  ac'')Mgdt^  Ub) 
AJp+ (C'--B)qnk  =(€€''-- y b'')Mgdt,  ) 

auxquelles  il  Êindra  joindre  les  équations  (7)  et 
celles-ci  (n*  578)  : 

tf'  =  —  màmkPf    ^^  =5  ~-  sin  d  C08  ^  »    c*  =  cos  6.    (c) 

4i4*  ^  parvient  facilement  à  intégrer  les  équa- 
tions (&} ,  lorsque  leurs  seconds  membres  sont  nuls  ; 
ce  qui  a  lieu  quand  on  fait  abstraction  de  la  pesan- 
teur, ou  bien ,  lorsque  le  point  iGxe  O  est  le  centre  de 
gravité  du  mobile,  et  où  l'on  a,  conséquemment , 
a=ro,  ^=  o,  y  =  o. 

Les  équations  (b)  se  réduisent  alors  à 

Crfr  +  (B  —  A)pqdt  =  o,   \ 

BdSy  +  (A  —  C)  rpdt  =  o  ,  (       (d) 

Adp  4-  (C  —  Bjqrdt  =  o.    ) 

Or,  si  on  les  multiplie  par  r,  q,  p,  et  qu'on  les  ajoute, 
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il  vient  Ar^i^ 

Cnir  +  Bqdtj  -\-  Apdp  =  o;       >,,■.»» 

et,  ea  intégrant,  on  a 

Cr-  +  B7*  +  A;.'  =  A  ;         (e)         ' 

h  étant  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  ajoute  ces 
mêmes  équatious,  après  les  avoir  multipliées  par  O, 
B</,  Kp,  il  eu  résulte 

Onir  +  h'qdq  -|-  K*pdp  ^  o  ; 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

CV  +  B'ç"  +  Ay  =  A*;         (/) 

Xr*  étant  une  seconde  constante  arbitraire,  qui  ne 

peut  être  qu'une  quantité  positive ,  ainsi  que  la  pre^ 

mière.  -  - 

Ces  équations  (e)  et  {/)  donneul  '  '.' 
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En  intégrant  cette  formale  (g) ,  on  aura  la  yaleor 
de  t  en  fonction  de  r;  d'où  Ton  condara,  récipro- 
quement ,  la  valeur  de  r  en  fonction  de  ^  :  les  valeurs 
des  trois  quantités  /i,  q,r,  peuvent  donc  être  censées 
connues  en  fonctions  de  cette  variable ,  ou  du  moins 
elles  ne  dépendent  plus  que  d  une  seule  intégrale , 
qui  se  réduira  toujours  aux  fonctions  elliptiques  (^). 

On  obtiendra  cette  intégrale  sous  forme  finie, 
sans  le  secours  de  ces  fonctions ,  lorsque  deux  des 
trois  momens  d'inertie  A,  B,  C ,  seront  égaux,  ou  lors- 
que la  constante  Af  sera  égale  à  Tune  des  trois  quan- 
tités AA,  BÂ,  CA. 

4i5.  Si  Ton  examine  avec  attention  la  forme  des 
équations  (d) ,  et  qu'on  ait  égard  aux  formules  (8) 
du  n*  4i  I  f  on  parvient  à  découvrir  d'autres  équations 
immédiatement  intégrables. 

En  effet,  j'ajoute  les  équations  (d),  après  Its  avoir 
multipliées  par  c^b^a;  ce  qui  donne 

lcdr  +  (aq  —  bp)rdt]C+[bdq  +  (cp^ar)qdt]  B 
-f-  [adp  +  {br  —  cq)pdt\  A  =:  o , 

ou  bien,  en  vertu  des  trois  premières  formules  (8), 

Çd. cr4-  Brf. bq -+•  Ad.ap  =  o. 

On  trouvera  semblablement 

Cd.c'r+Bd.b'q  +  Ad.a'pszo, 
Cd.c"r-\-Bd.b''q  +  Ad.arp=so. 

O  ^ox^^f  ^^i* ^^  point,  le  premier  volume  de  la  7%éone 
des  Fondions  elliptiques. 
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En  ititégratil,  ou  aura  donc 

Crc  -i-Bqb  +  kpa  =  / ,    1 
Crc'+B7A'+ Aprt'=  /',   J       (h)       I' 
C/r"H-  8^6"+  Apa"=  /",   ) 
7,  ?,  /",  élanl  des  constantes  arbitraires. 

Ces  trois  intégrales  ne  sont  pas  des  équations  dis- 
tinctes entre  elles;  car  si  l'on  ajonle  leurs  carrés,  on 
trou\e,  en  ayant  égard  aux  équations  du  n"  S^y, 
CV  +  By  +  A  V  ~l'-h  l"  +  f '•  ; 

résultat  qui  rentre  dans  l'équation  (y) ,  et  d'où  Ton 
conclut,  entre  les  constantes  k,  l,  l',  l",  la  relation 
/.  ^-  /"  +  Z"'  =  A". 
Si  l'on  substitue  dans  ces  équations  (h),  h  la  place 
de  a,  h,  etc.,  leurs  valeurs  en  ronctions  de  -L  , 
Q,  <p  (n"  ÔyS),  on  obtiendra  trois  équations  entre 
les  six   variables  -^ ,   ^,  ^ ,  p ,   q ,   r,  et   les  cens- 
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comparant  aux  formules  (6)  de  ce  numéro ,  et  ohser^ 
Tant  qu'en  vertu  de  Téquation  {f),  le  moment  prin- 
cipal G  est  égal  à  la  constante  h^  regardée  comme  po- 
sitive ,  on  aura 

cosmQlx  =7  Tf    cos  mOj  =  ;^  >     cos  mOz  =  t  , 

pour  déterminer  la  direction  de  Taxe  Om  de  ce  mo- 
ment,  qui  demeurera  immobile,  ainsi  que  le  plan 
perpendiculaire  à  cette  droite.  lia  position  de  l'axe 
Om  changera  par  rapport  aux  axes  mobiles  Qx^^  Oj^^ 
*02^;  mais  on  la  retrouvera ,  à  chaque  instant,  au 
moyen  des  formules  (5)  do  n'^  4^  t  ^^"^  lesquelles 
on  peut  supposer  connues  les  quantités  Pfq,r.  On 
pourra  donc  assigner,  h  un  instant  quelconque,  le 
point  oà  cette  droite  rencontre  la  surface  du  mo- 
bile, et  la  trace,  sur  cette  surface,  de  la  section  du 
plan  mobile  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Aiati,  lorsqu'on  corps  solide  tourne  autour  d'un 
point  fixe,  en  vertu  d'une  ou  plusieurs  impulsions 
primitives,  sans  qu'aucune  force  motrice  agisse  sur 
ses  points,  il  existe  un  plan  puissant  par  le  point  fixe, 
qui  demeure  invariable  pendant  le  mouvement ,  et 
dont  on  peut  déterminer  la  position^  à  chaque  ins- 
tant, par  rapport  aux  plans  mobiles  des  axes  princi- 
psox  du  corps. 

Nous  aurons  occasion,  dans  la  suite,  de  généraliser 
ce  théorème  ;  maintenant ,  il  va  nous  servir  à  trouver 
la  troûnèmc  intégrale  des  équations  (7). 

417.  L'^e  Om  étant  immobile,  nous  pouvons  le 
prendre  pour  l'axe  fixe  Oz  ,^dont  la  direcUoa  est  ar-« 
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bitraire  ;  nous  aurons  alors 

t 

cos  mOx^  =  cos  :dOx^  =:  al\ 
cosmC^^  =  cos  20;^^  =  A", 
cos  mOz,  =  cos  jsOz^  =  d'. 

A  cause  de  G  =  A  et  des  formules  (5)  du  n^  4^  y  ^ 
en  résultera 

les  équations  (c)  deviendront  donc 

sinGsinÇsa— -j^,  sinScos^s — ^,  cosOcsy;    (/) 

elles  s'accorderont  entre  elles,  en  vertu  de  Féqua* 
tion  {f)f  et  serviront  à  déterminer  les  angles  ^ 
et  0 ,  en  fonctions  du  temps ,  d'après  les  valeurs  de 

Maintenant ,  si  Ton  élimine  dd  entre  les  deux  pre- 
mières équations  (7)  du  n®  4'^f  ^^  ^^^^™ 

sin*  6£^/ =  sin 0  sin  ^pdt-^'Sm  ^cos^qdti 
doù  Ton  tire,  en  vertu  des  équations  précédentes, 

donc,  à  cause  de  l'équation  (e),  on  aura 

H^-F^^dt-,        (k) 

et  en  substituant  la  formule  (g)  à  la  place  de  dt,  il  en 
résultera  une  valeur  de  if^,  dont  l'intégration  se  ré- 
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duira  aussi  aux  fonctions  elliptiques ,  et  qui  s'obtien- 
dra sous  forme  finie  dans  les  mêmes  cas  que  Tinté- 
grale  de  dt.  De  cette  manière ,  on  connaîtra  donc  la 
valeur  du  troisième  angle  4  ^^  fonction  de  t\  et,  par 
conséquent ,  en  fonction  de  t. 

Les  quantités  h  — Cr*  et  k^  —  C'r*  étant  positives, 
en  vertu  des  équations  {ë)  et  {f) ,  et  k  étant  aussi 
une  quantité  positive ,  il  en  résulte  que  la  vitesse  an- 
gulaire rr-  sera  toujours  négative,  et  que  le  mouve- 
ment de  la  droite  ON  aura  constamment  lieu  dans  le 
même  sens.  A  cause  que  langle  %{/  est  compté  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche  .9  (a*  SyS) ,  ce  mouvement 
se  fera  en  sens  contraire,  c'est-à-dire,  de  Taxe  Ox 
vers  Taxe  0/;  sa  direction  constante  dépendra  donc 
du  sens  de  Taxe  0/,  que  nous  déterminerons  tout  à 
llieure. 

• 

4 18«  Les  valeurs  (les  six  variables  p ,  q,  r,  4  >  Of  ?f 
résultant  de  notre  analyse,  seront  des  fonctions  du 
temps,  qui  contiendront,  en  outre ,  quatre  constantes 
arbitraires,  savoir,  A*,  //,  et  les  deux  constantes  qui 
seront  introduites  par  l'intégration  des  formules  (g) 
et  (A).  Les  intégrales  complètes  des  équations  (7)  et 
(f/),  dont  ces  valeurs  dépendent,  devraient  renfer- 
mer six  constantes  arbiti'aires  ;  mais  le  choix  que  nous 
venons  de  faire,  de  l'axe  Om  du  moment  principal  , 
pour  Tun  des  axes  des  coordonnées  x ,  y ,  s ,  a  fait 
disparaître  deux  de  ces  constantes;  car,  Om  coïnci- 
dant avec  Os,  les  angles  mOx  et  mOj  sont  droits,  et, 
d'après  les  formules  du  n**  416,  il  en  résulte  /'=o  et 
r=zo.  Nous  n'avons  donc  plus ,  pour  achever  la  so- 
7..  10 
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lufion  complète  du  problème,  qu'à  déterminer ,  au 
moyen  des  données  initiales  du  mouvement ,  les 
quatre  constantes  restantes ,  el  les  parties  des  droites 
passant  par  le  point  0 ,  auxquelles  répondent  les  an- 
gles variables,  pendant  toute  la  durée  du  mou* 
vement» 

Pour  cela ,  supposons  que  le  mobile  dont  on  con- 
sidère le  mouvement  de  rotation ,  soit  formé,  comme 
dans  le  n"*  386,  de  deux  corps,  dont  l'un  était  en  re- 
pos et  retenu  par  le  point  fixe  0,  et  dont  l'autre, 
animé  d^unè  vitesse  donnée ,  est  venu  frapper  le  pre- 
mier, et  s  y  attacher.  Soient  /jl  la  masse  du  corps  cho- 
quant ,  if  la  vitesse  commune  à  tous  ses  points  avant 
le  choc,  FE  la  direction  initiale  de  son  centre  de 
gravité,  HEK  la  section  du  mobile  par  le  plan  de 
cette  droite  FE  et  du  point.O,  et  /  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  OL,  abaissée  de  ce  point  sur  cette 
droite.  La  percussion  qui  a  produit  le  mouvement 
de  rotation  sera  dirigée  suivant  FE,  et  égale  à  /âv. 
D'après  le  principe  du  n^  553 ,  si  l'on  prend  en  sens 
contraire  de  leurs  directions  les  quantités  de  mouve- 
ment de  tous  les  points  du  mobile ,  qui  auront  lieu 
immédiatement  après  le  choc,  l'équilibre  devra  exis- 
ter entre  ces  quantités  de  mouvement  finies  et  la 
force  jEtP  prise  dans  sa  direction;  or,  ]K)ur  cet  équi- 
libre, il  faudra  (n**  282)  que  le  moment  fivf  àe  cette 
force  soit  égal  au  moment  principal  de  ces  quantités 
de  mouvement,  et  que  les  axes  de  ces  deux  niomcns 
soient  dans  le  prolongement  lun  de  l'autre.  Puis- 
que ce  moment  principal ,  qu'on  a  appelé  G ,  est 
constamment  égal  a  k  (n*  4^6),  on  aura  donc  d  abord 
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k  =  f/.vf, 

BOUT  la  valeur  de  celle  constante  positive. 

De  piQK,  si  l'oD  mène  par  le  poiat  0  l'axe  du  mo- 
fDCPt  f*vjt  perpendiculaire  à  la  section  donnée  EHK 
du  mobile,  celle  droite  sera  aussi  l'axe  du  moment 
principal ,  que  nous  avons  pris  pour  l'axe  Oz  ;  les  dî- 
fections  Oj-,  ,  0/^ ,  0;^,  des  trois  axes  principaux  du 
.Kobile ,  seront  également  données  à  l'origioe  du 
BDOuTcment  ;  les  angles  que  font  ces  droites  avec  Or 
Jeronl  donc  connus;  et,  d'après  le  numéro  précé- 
dent, nous  aurons 

pour  les  valeurs  initiales  de  /> ,  ç ,  r.  En  les  substituant 
dans  requatioa  (c),  on  aura  la  valeur  de  la  constante  k. 

Un  prendra  arbitrairement  pour  les  droites  Ox,  , 
Oj'. ,  Os, ,  les  parties  qu'on  voudra  des  axes  princi- 
jvtix  du  mobile  qui  se  coupent  au  point  O  ;  mais 
après  les  avoir  choisies,  et  avoir  fixé  les  points  de  la 
mr&œ  du  mobile  où  ces  portions  de  droites  vïen- 
DCDl  aboutir,  elle  ne  devront  plus  changer  pendant  le 
mouvement. 

Le  sens  de  la  percussion  exercée  Sur  le  mobile,  sui- 
vant la  direction  FE,  déterminera  celui  de  la  rota- 
ijQD  autour  de  chacun  des  axes  O.r,,  Oy^,  Ox,,  a 
forigine  du  mouvement,  cl,  par  conséquent,  tes  si- 
lènes des  valeurs  initiales  de  p,  q,  r  (n'  4o<1^-  ^"^ 
nnn  dune  aussi,  d'après  les  équations  précédentes, 
û  les  angles  sOx, ,  =0/, ,  -0;-, ,  sont  d'abord  aigus 


a 
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ou  oblus  ;  et  il  snOira  d'avoir  égard  à  l'un  de  ces  an- 
gles, plus  petit  ou  plus  grand  que  go",  pour  déter- 
miner la  partie  de  la  perpendiculaire  au  plan  de  la 
section  HEK,  qu'on  devra  prendre  pour  l'axe  Os  ou 
Ont,  et  qui  sera ,  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
raeat,  l'axe  du  moment  principal  des  quantités  de 
niouTcmens  de  tous  les  points  du  mobile. 

L'intersection  NON'  du  plan  de  la  section  HEK  et 
du  plan  des  axes  Ox^  et  Oj',,  sera  aussi  connue,  à 
l'origine  du  mouvement.  Pour  couoaltre  la  partie  ON 
de  cette  droite ,  à  laquelle  répondent  constamment  les 
angles  -^  et  ç,  \\  suffira  dune  de  savoir  si,  à  cette 
époque ,  (p  ou  NOx^  est  un  angle  aîgo,  ou  un  angle 
aigu  augmenté  de  1 8o'  ;  et  comme  on  a 

cosaOx,  =,  — sin  ôsiup,     co&zOj-^:= — sinflcos^, 

il  sutUra  d'avoir  égard-au  signe  de  l'un  de  ces  cosi- 
nus, ou  de  la  valeur  initiale  d'une  des  quantités  p 
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viteffe  ^v<î«>  »« ca  1'^"  de  ON  vers  Oy,  et  restera  le 
mcrae  pendant  tout  le  mouvement. 

Toutes  choses  restant  d'ailleurs  les  mûmes,  sï  le  sens 
du  choc  primitif  est  seul  change,  les  valeurs  initiales 
âep,  ^ ,  l't  changeront  toutes  trois  de  «îgne;  Cn  sup- 
posant quu  les  angles  primitifs  9  et  i^  fussent  aigus 
avaiitce  changement,  ils  devieudroot  tt — 9  et  tt+^j 
et  les  droites  Oz  et  ON  se  changeront  dans  leurs  pro- 
longennens.  En  mettant  w  —  â  et  w  -|-  ?  au  Heu  de  9 
et  (p  dans  les  équations  précédentes,  il  dcd  résultera 
aucun  changement  pour  les  valeurs  initiales  des  an- 
gles jOt^  ,  jOj, ,  fOZi.  La  droite  Oj  rester*  donc  la 

...  ,  .      1I4.    , 

même;  mais  la  vitesse  angulaire  -^   étant   toujours 

négative  et  dirigée  de  Ox  veiï  0^,  et  Oa-  coïncidant 
actuellement  avec  ON',  le  sens  de  cette  vitesse  aura 
change  avec  celui  de  la  percussion  primitive. 

Enfin,  on   délerniineru  les  constantes   arbitraires 

i  seront  ;i)Oulcus  aux  intégrales  des  formules  (g)  et 
tlk),  de  manière  qu'on  ail  ï  =  0  et  4  =  o ,  à  l'origine 
vnÏDOuvcment,  c'est-à-dire,  pour  la  valeur  initiale  et 
donnée  de  r. 

4ig.  Maintenant,  nous  ferons  remarquer  quelques 
F  propriétés  générales  du  mouvement  que  nous  venons 
de  déterminer. 

1'.  D'après  les  formules  du  n"  4oâ,  le  carré  de  la 
vitesse  de  lelémeut  dm  du  mobile,  à  un  instant  quel- 
conque, a  pour  expression, 

Cî^/  —  iry  +  (rar,  ^/«,)'+  CfX  —  V-^O"- 
En  multipliant  celte  quantité  par  rf/n,  on  aura  la  força 
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vive  de  ce  point  matériel  (n*  56 1);  et  en  intégrant 
ensuite ,  dans  toute  l'étendoe  de  la  masse  du  corps  , 
on  obtiendra  la  somme  des  forces  vives  dont  il  est 
animé  au  bout  du  temps  t.  Or ,  en  supprimant  les 
termes  multipliés  par  fxj^^dm ,  fz^x/im ,  fj^z^dm ,  à 
cause  que  les  coordonnées  x^^y^^  z^^  sont  rapportées 
a  des  axes  principaux^  et  ayant  égard  aux  valeurs 
des  momeus  d'inertie  A,  B,  C,  on  a^  pour  cette 
somme , 

donc,  en  vertu  de  l'équation  (e),  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  du  mobile  est  constante  pen- 
dant le  mouvement. 

!!*•  Si  Ton  appelle  fur  la  vitesse  angulaire  autour 
de  Taxe  du  moment  principal ,  qui  coïncide  constam- 
ment avec  Ozy  cette  composante  de  la  vitesse  m^  re- 
lative à  Taxe  instantané^  se  déduira  de  celle-ci,  en  la 
multipliant  par  le  cosinus  de  Tangle  que  fait  Taxe 
instantané  avec  Taxe  Oz  ;  d'après  le  n*'  407 ,  ou 
aura  donc 

tiff  =  a"p  +  b"q  +  c"r- 

et  si  l'on  substitue  pour  n",  //',  c",  leurs  valeurs  trou- 
vées dans  le  n®  4*77  ®t  qu'on  ait  égard  à  l'équa- 
tion (e) ,  il  en  résultera 

h 
^sr  =  7-, 
A- 

La  vitesse  angulaire  du  mobile,  parallèlement  au 
plan  dans  lequel  la  percussion  primitive  a  eu  lieu, 
est  donc  constante  et  égale  à  la  ^^oninie  des  forces 
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\ives  de  tous  les  points  du  corps,  divisée  par  le  mo- 
ment de  cette  percussion  par  rapport  au  centre  fixe. 
3*.  Soient  x\  f^  %\  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  Taxe  instantané  /  rapportées  aux  axes 
Ox^  >  QT/  f  ^/  9  €t  Ci  la  distance  de  ce  point  à  leur 

ori^neO.En  observant  que -,  -,  -,  sont  les  cosinus^ 

des  angles  que  font  ces  droites  avec  Taxe  instantané 
(n*  éi/cyj)  9  on  aura 

si  donc  on  multiplie  les  équations  (e)  et  {/)  par  —  ^ 
elles  deviendront 

A«x'*+  By  +  Oz'-  =  ^  ; 
et  si  Ton  élimine  —  entre  celles-ci ,  on  aura 

d*oii  Ton  conclut  que  Taxe  instantané  de  rotation 
demeure  toujours  sur  la  surface  d'un  cône  du  second 
Jegr^  que  l'on  peut  tracer  dans  Tintérieur  du  mo- 
bile, lorsque  les  constantes  h  et  k  sont  connues.  Ce 
:t'#ne  se  change  en  un  plan  ,  quand  le  carré  de  k  est 
é^a\  a  l'un  des  produits  Ah ,  Bh^Ch;  il  devient  un 
c&ne  droit  à  base  circulaire  ,  ayant  pour  axe  l'un  des 
trois  axes  principaux  relatifs  à  ce  point^  toutes  les  fois 
711e  deux  des  coefliciens  de  l'équation  précédente 
^Qt  égaux. 
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4*  L  axe  0/n  ou  O2  du  momeut  prÏDcîpal  des  qaan- 
lites  de  mouTcment,  étaot  immobile,  la  suite  des 
droites  suivant  lesquelles  il  traverse  le  corps  pendant 
le  iiiouvement,  se  trouvera  sur  uu  cône  qui  a  le 
point  0  pour  sommet.  Or,  ce  côoe  est  aussi  du  se- 
coud  degré,  comme  le  précédent.  En  effet,  si  l'on 
appelle  x",j",  z' ,  les  trois  coordoonties  d'un  point 
quelconque  de  l'axe  Om ,  rapportées  aux  axes  Ox^ , 
Oj  ,  Oz^,  et  si  l'on  désigne  par  u^  la  distance  de  ce 
point  à  l'origine  0  ,  on  aura  ' 

jr"  =  a"u^ ,    y  =  b\     s'  =  c"«.  » 
et,  par  conséquent. 


.  kx' 


£11   substituant  ces  valeurs  dans  les  équations    {r) 
et  (y)  ,  il  vient 
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deux  quantités  /^ —  AA  et  A:*  —  CA  devront  être  de  si* 
gnes  contraires.  Or ,  selon  que  la  troisième  quantité 
i^ —  Bh  aura  le  même  signe  que  k* — Ah  ou  A**—  CA, 
les  sections  de  ces  deux  cônes  seront  des  ellipses  per- 
pendiculaires à  Taxe  du  plus  grand  ou  à  Taxe  du 
plus  petit  moment  d'inertie.  Far  conséquent,  pendant 
foate  la  durée  du  mouvement  ^  Taxe  instantané  de 
rotation  ne  s  écartera  de  l'un  de  ces  deux  axes  prin- 
cipaux,  que  de  quantités  limitées;  et,  en  même 
temps ,  cet  axe  principal  ne  s'écartera  non  plus  que 
de  quantités  limitées,  de  l'axe  O/n  perpendiculaire  au 
plan  de  la  perctission  primitive  et  du  point  O.      .  . 

4ao.  Lorsque  l'axe  instantané  de  rotation  01  (fig.  3) 
s'écarte  très  peu  de  Tun  des  troy  axes  principaux, 
par  exemple  de  l'axe  Oz^ ,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement ,  on  peut  déterminer  sa  position  et  celle 
du  mobile  à  un  instant  quelconque ,  d'une  manière 
très  riinple,  et  sans  recourir  aux  fonctions  ellipti- 
ques. A  là  vérité ,  cette  autre  solution  du  problème 
nest  qu'approchée;  mais  on  pourra  pousser  l'ap- 
proximation aussi  loin  qu'on  voudra  :  celle  à  laquelle 
nous  nous  arrêterons  suffira  pour  compléter  ce  qui  a 
été  dit  dans  le  n*"  389 ,  sur  les  propriétés  mécaniques 
des  axes  principaux. 

Nous  avons  (  n*  4^^  ) 

sin  10^,  =  _^+i_  . 

\/p'  +  q'  +  ^ 

l'angle  lOz^  étant  très  petit  par  hypothèse  ^  p  et  q  se- 
ront deux  fractions  très  petites  de  /•;  si  l'on  néglige 
leur  produit,  la  première  équation  (d)  se  réduit 


(•) 
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à  ilr^^  Q ,  et  donne  r  :=  n;  n  étant  une  cons- 
t4ple  arbitraîi'e  qui  exprimera  la  vitesse  de  rota- 
lion  du  corps,  ou  la  valeur  de  \/p'  +  g"  +  r*  ,  en 
négligeant  aussi  les  carrés  de  p  et  fj.  Les  deux  autres 
équations  (d)  cleriendront 

Bdq  +  (\  —  Q.)np(h  =  o, 
kdp  +  (C  —  'b)nqdt  =  o. 
Pour  les  intégrer,  je  fais 

^  =  C  siû  {n't  +  >)>  <]  =  C  cos  {n't  +  y); 
C  ,  €',  y,  n',  étant  des  quantités  constantes.  En  subs- 
tituant ces  valeurs  de  p  et  ^  dans  les  équations  (i), 
et  supprimant  ensuite  te  sinus  ou  cosinus  qui  se 
trouve  facteur  commun  à  tous  leurs  termes  ,  il 
vient 

B^/i'  — (A  — C)en  =  o,     ASV— (B-g^«=Oî 
d'où  l'on  tire 


t 
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Si  l'on  projette  l'axe  instaiktane  Of  sur  le  plan  des  x, 
ety^t  6t  qu'on  appelle  ^  l'ftngle  que  fait  celte  projec» 
tion  avec  l'axe  des  j^ ,  oa  aura 

tengf  =  |; 

de  jdas,  la  valeur  de  sin  lOs,  se  réduit  à 

sin  lOz,  =  -\/p*  ~\-  ç' , 

an  degré  d'approiimatioD  où  l'on  s'est  arrêté;  par 
oonsécpient ,  les  valeurs  précédentes  de  />  et  <y  feroot 
connaître  iiuraédiatcment,  à  chaque  tustant  ,  U  po- 
«itioD  de  l'axe  de  rotation  dans  l'intérieur  du  mobile.* 
On  va  voir  les  conséquences  qui  en  résulteut. 

431.  Si,  à  l'origine  du  mouvement,  cette  droite 

kcoÏDcîdc  exactement  avec  l'axe  Os^ ,  il  faudra  qu'on 
t^:=o  et  q  =  o,  quand  f  =0  ;  ce  qui  exige  que 
coQStaote  a  soit  nulle.  Alors  on  aura  constamnaent 
p  =  o  et  9=0;  et  l'axe  iastantané  01  coïncidera  , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  avec  l'axe 
Os,,  qni  demeurera  immobile  (n°  /fuS).  Lors  donc 
que  le  corps  retenu  par  le  point  Gxe  0  aura  commencé 
k  lonraer  autour  de  l'un  des  trots  axes  principaux 
qDÏ  se  coupent  eu  ce  point,  il  continuera  indéfini- 
kaent  à  tourner  autour  de  cet  axe,  comme  s'il  était 
iirement  flxe;  ce  qui  est  la  proposition  du  n"  Sdg. 
Mais^  si  à  l'origine  du  mouvement  l'axe  01  s'é- 
Cartait  un  peu  de  Os,,  les  valeurs  initiales  de p  etq, 
wt,  conséquemment,  la  constante  a,  seroot  seule- 
ment très  petites:  Or ,  pour  que  les  valeurs  de  ^  et  ^ 
tmeurent  toujours  très  petites,  il  faut  que  la  cons- 
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taule  J"  Eoit  réelle;  car,  lorsqu'elle  est  iraagioairef 
le  sinus  et  le  cosinus  contenus  clans  les  équations  (3) 
se  changent ,  par  Içs  formules  connues  ,  en  expo- 
nentielles réelles,  et  les  valeurs  de  p  et  q ,  qoi  en 
résultent,  croissent  in de'd aiment  avec  le  lemps 
La  réalité  (le  S'  exige  que  le  moment  principal  C  SI 
le  plus  grand  ou  le  plus  petit  des  trois 
d'inertie  A  ,  B ,  C.  Donc  ,  quand  l'axe  instantaoé 
rotation  a  été  nii  tant  soit  peu  écarté  de  l'axe  priD- 
cipal  qui  répond  au  rooineut  d'inertie  moyea,  ceA 
écart  augmente  avec  le  temps,  et  ne  reste  pas  ren- 
fermé entre  de  très  petites  limites;  et,  au  contraire» 
lorsqu'on  l'a  un  )>eu  écarté  de  l'axe  principal  auquel 
répond  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  moment  d'i- 
tierite,  il  son  éloigne  très  peu,  et  ne  fait  que  de  très 
petites  oscillations  pendant  toute  la  durée  du  mou-^ 
vcmeul. 

11  y  a  donc  une  différence  essentielle  entre  les  troi 
axes  principaux  du  mobile  qui  se  coupent  au  poînl 
fixe  O  :  en  supposant  que  A  soit  la  plus  grande,  el  C  la 

t  plus  petite  de^  trois  quantités  A ,  B ,  C,  le  mouvement 
du  rotation  est  stable  autour  des  axesOx,  et  Os,,  et  ne 
peut  £tre  qu'instantané  autour  d'i  l'axe  t)/',.  S'il  s'agit, 
par  exemple,  d'un  ellipsoïde  homogène,  retenu  par 
sou  centre  tic  ligui'e,lc  mouvement  est  stable  autour 
du  plus  grand  ou  du  plus  petit  de  ses  trois  diamètres 
principaux,  et  non  stable  autour  de  sou  diamilre 
moyen. 

433.  Dans  le  cas  de  l'instabilité  du  motivementi 
Des  formales  (2)  n'exprimeront  les  valeurs  appro- 

■cbces  du  p  et  y  que  pendant  les  preniiei'S  inslans  du 
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iDOOTement^  et  tant  qu'elles  seront  très  petites, 
comme  le  supposent  les  e'quations  (i),  dont  elles 
sont  déduites.  Pour  avoir  les  valeurs  àe  p  ^  q ,  r^k 
un  instant  quelconque ,  il  faudra  alors  recourir  à  la 
folntion  rigoureuse  du  problème.  Dans  le  cas  de  la 
itnltiKti^^  les  valeurs  approchées  de  p  et  q^  données 
équations  (a),  subsisteront  pendant  toute  la 
du  mouvement;  et  l'on  déterminera  de  la 
manière  suivante  celles  des  trois  angles  '^ ,  6 ,  (p. 
Je  supposerai ,  comme  dans  le  n^  4^  S»  c[ue  le  mou- 
vement a  été  produit  par  le  choc  d'une  masse  /x,  dont 
tons  les  points  avaient  une  vitesse  ^f,  parallèle  à  une 
droite  FE  (fig.  8),  passant  par  le  centre  de  gravité 
de  fiy  et  comprise  aans  le  plan  des  a:  et  jr.  Les 
ëqnatiofis  Ci)  auront  lieu  comme  précédemment  ;  et 
en  désignant  toujours  par/ la  distance  de  cette  droite 
an  point  0,  la  quantité  k  qu'elles  renferment  sera 
encore  le  moment  f^vf  de  la  percussion  initiale.  Au 
mojen  de  r=zn  et  des  formules  (2),  ces  équa- 
tions (1)  deviendront 

cos[J'nt  +  y),)(5) 


sinffsin^  = 
Muficos^  = 

—  ""^ 

a 
a 

A\/IHii- 
Bi/A(A-. 

-C) 
-C) 

cosO  = 

Cn 

•  »f 

Lsi  angles  6  et  ^  étant  donnes  à  Torigine  du  mou- 
Tcmenty  si  l'on  fait  tz=s,o  dans  les  deux  premières  de 
ce»  équations  y  on  en  déduira  les  valeui^  des  deux 
instantes  a  et  y.  Ces  deux  équations  feront  ensuite 
connaître  les  valeurs  de  ^  et  9  à  un   instant  quel- 
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conque ,  après  que  la  constante  n  aura  aussi-éte  déter-> 
minée.  U  faudra  que  a  soit  une  quantité  très  petite  f 
pour  que  les  valeurs  depetq,  données  par  les  éffoM^ 
tions  (a)»  soient  très  petites ^  comme  on  Ta  suppoiéh 
Cfela  étante  0  sei^  constamment  un  très  petit  adgle^ 
et  l'axe  principal  Oz,,  dont  s'écarte  très  peii  Vkxm 
instantané  de  rotation^  s'écartera  lui*méme  très  peu 
dé  l'axe  Oa  perpendiculaire  à  la  direction  FE  de  la 
percussion  primitive. 

En  négligeant  le  carré  de  6  »  la  troisième  éqtaa- 
tion  (3)  se  réduit  à 

ce  qui  fera  connaître  la  constante  n ,  qui  sera ,  à  trèa 
peu  près  f  la  vitesse  angulaire  du  mobile,  autour  de 
Taxe  instantané.  « 

La  troisième  équation  (7)  du  n*  4'^<>  ^  réduira  de 
même  à 

ndt  z=:  d^  —  d-^  ; 

d'où  l'on  tire 

c  étant  une  constante  arbitraire ,  que  Ton  détermi- 
nera d'après  les  valeurs  initiales  de  (p  et  «4/.  Cette  der- 
nière équation  fera  ensuite  connaître  l'angle  >{/  à  un 
instant  quelconque  ;  ce  qui  complète  la  solution  du 
problème. 

4a3.  Lorsque  le  mobile  est  un  solide  de  révolta- 
tion  ,  dont  Oa,  est  Taxe  de  figure ,  on  a  B  =  A  ;•  la 
première  équation  (d)  se  réduit  h  dr=o\  r  est  donc 
une  constante  arbitraire  n;  et  toutes  les  formules  du 


«s 
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B^  4^  9  ^^^  V^^  ^^  ëqnatiotis  (5) ,  ont  lieu  rigoii* 
reosement. 

L'angle  8  n'est  plus  assujetti  à  être  très  petit  ; 
mais  f  en  vertu  de  la  troisième  équation  (3) ,  sa  valeur 
est  constante  pendant  le  mouvement  ;  en  soHe  qtié 
Taxe  de  figure  du  mobile  décrit  un  cène  di^it  k 
hÊ9e  ciTcnlaire ,  autour  de  la  droite  Oz  perpëndicn^ 
laire  à  la  direction  FE  du  choc  primitif.  En  désirant 
par  c  la  valent*  consfhnté  et  donnée  de  cet  angle  0 , 
on  aura 

pour  déterminer  la  constante  n.  D'après  les  deux 
premières  équations  (3) ,  on  aura  aussi 

tt*(^/*sin»6  =  a*X\X  —  Ç), 

pour  déterminer  la  constante  a;  et  en  vertu  des 
équations  (a)  la  vitesse  angulaire  a>  autour  de  l'axe 
instantané  sera  (n®  4^) 


œ  =  y/n* 


+  -rr-sm*6; 


ce  qui  montre  que  cette  vitesse  sen  constante  ^  de 
manière  que  le  mobile  tournera  uniformément^  soit 
autour  de  l'axe  instantané ,  en  vertu  de  cette  vitesse , 
soit  autour  de  son  axe  de  figure,  en  vertu  dp  la  vi- 
tesse n. 
Les  deux  premières  équations  (3)  donnent  aussi 

ting^=:tang(JVi^+>),       <pz=i^nt-\-y. 

La  troisième  équation  (7)  du  n^  4^^  devient 

ndt  =:  Sndt  -—  cos  id'\  ; 
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cil  désignant  par  c  une  constante  arbitraire  ,  on  en 

déduit 

J    -  r  —  t'-^^"'  —  c  —'"^  . 
^-^ ^HFl— — ^~T'' 

par  conséquent ,  l'angle  f  ,  compte  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  figure,  et  l'angle  ^  ,  compté 
sur  le  plan  du  choc  primitif  et  du  point  O,  varient 
l'un  et  l'autre  uniforménieut. 

434-  La  stabilité  du  mouvement  autour  des  axes 
principaux  du  plus  grand  et  du  plus  petit  moment 
dincrtie,  Jjant  été  conclue  des  équations  (2),  qui  ne 
sont  qu'approchées,  on  pourrait  conserver  quelque 
doute  sur  l'exactitude  de  cette  conclùsioa;  mais  on 
démontre  rigoureusement  la  stabilité  dont  il  s'aeil , 
au  mo^en  des  intégrales  exactes  (e)  et  (f^  des  équa- 
tions du  mouvement. 

En  effet,  en  multipliant  la  première  par  C,  el  la 
retranchant  de  ta  seconde,  on  a 
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somme  très  petite.  Ôq  pei|t  même , .  dans,  ce  cas , 
fixer  des  limités  aux  valeurs  de  ^  et  ^ ,  et  Ton  voit 
qu*on  aura  toujours 

/  <  A(A-Q'     9  <B(B:r^- 


Hais  si  les  différences  A — .C  et  B—  C  sont  de 
signe  contraire,  et  que  la  constante  D  soit  encore 
supposée  très  petite,  on  conçoit  que  l'équation  (4) 
pourra  néanmoins  être  satisfaite,  sans  que  les  va-- 
leurs  de  peiq  soient  astreintes  à  demeurer  constam- 
ment très  petites;  et,  en  effet,  l'analyse  du  n*  4^^ 
ihODtre  qu'alors  ces  valeurs  ne  sauraient  être  sup«- 
posées  très  petites  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
venEient. 

Au  reste,  les  axes  principaux  relatifs  au  point  fixe 
0  sont  les  seuls  9xes  qui  puisent  rester  les  mêmes 
dans  l'intérieur  du  mobile,  et  demeurer  en^epos, 
quand  ils  ne  sont  pas  entièrement  fixes ,  ainsi  qu'on 
la  déjà  vu  dans  le  n**  389.  Cela  résulte  actuellement 
des  équations  (d).  En  effet,  pour  que  Taxe  instantané 
de  rotation  conserve  toujours  la  même  position,  il 
&nt  que  les  trois  quantités  p,  q ,  r,  soient  constantes. 
On  a  donc  ^^7=0,  dq=zo,  r/r  =  o;  ce  qui  réduit 
les  équations  {d)  à 

(B  —  A)/>9=so,   (A  — C;ry7=o,    (C — B)qrz=o. 

Si  les  trois  momens  d'inertie  A ,  B,  C,  sont  inégaux , 
il  faudra  supposer  nulles  deux  des  trois  quantités  p, 
q ,  r ,  pour  satisfaire  à  ces  équations  ;  et  alors  Taxe 
instantané  coïncidera  avec  l'un  des  trois  axes  Ox^, 
2.  11 
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Oj-, ,  Os,.  Si  deux  de  ces  trois  momens  d'ioertie  sont 
égaux,  de  sorte  r|ue  l'on  ait  B  =  A  ,  par  exemple,  la 
première  équation  disparaîtra,  et  l'on  satisfera  aax 
deux  autres  en  prenant  r=  o.  L'axe  instantané  sera 
donc  alors  situé  dans  le  plan  des  deux  axes  Ox,  et  Oj-  ; 
mais  on  sait  que,  dans  un  pareil  cas,  toutes  les  droites 
comprises  dans  ce  plan,  et  passant  par  le  point  0, 
sont  des  axes  principaux  ;  l'axe  de  rotation  immobile 
sera  donc  encore  un  axe  principal.  Enfin,  lorsqu'on 
a  A  1=  B  =  C ,  ces  trois  équations  sont  identiques,  et 
l'on  peut  prendre  les  valeurs  de  p,  q,  r,  arbitraire- 
ment ;  mais  aussi ,  dans  ce  cas  particulier,  toutes  les 
droites  qui  passent  par  le  point  0  sont  des  axes  prin- 
cipaux ;  par  conséquent,  dans  tous  les  cas,  t'axe  de 
rotation ,  s'il  demeure  immobile,  ne  pourra  être  qu'un 
axe  principal. 


§  III.  Solution  d'un  cas  particulier  de  mouvement  de 
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ai^rtienne  a  l'axe  des  z^  positives^  de  sorte  qu'on  ait 
(n*  4<^  a=:o  et  ^=  o^et  que  y  soit  une  quantité 
positive  et  donnée ,  qui  représente  la  distance  OG. 
L'axe  Oz  étant  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur^.langle  8  ou  zOm^  sera  aigu  ou  obtus ,  se- 
lon que  le  nw^^  ^  ^  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus 
du  plan  bSkontal  mené  par  le  point  0.  Dans  ces 
deux  cas ,  les  équations  (b)  deviendront 

G£r  =  o,  ) 

Adq  —  (C  —  ^)rpdt  =  ya"Mgdt,         >  (i) 
Adp  +  (C  —  A)njdt  =  —yb^Mgdt;  ) 

les  quantités  a!'  et  b^'  qu'elles  renferment  étant ,  d'a^ 
près  les  équations  (c) , 

fl"  =5  —  sin  fi  sin  9 ,       V  =  —  sin  0  cos  ç. 

Nous  appellerons  équateur  du  mobile  la  section 
perpendiculaire  à  son  axe  de  figure  ^  et  passant  par  le 
point  0.  Soient  NEN'F  cette  section,  et  KON'  la 
droite  suivant  laquelle  elle  coupe  le  plan  horizontal 
mené  par  ce  point  fixe.  Toutes  les  droites  qui  passent 
par  ce  point  et  sont  comprises  dans  cette  section, 
étant  des  axes  principaux,  Tangle  ^  pourra  se  rap- 
porter à  Tune  quelconque  d'entre  elles  ;  et  £  étant 
un  poin^  déterminé  du  mobile ,  on  pourra  prendre 
pour  9  l'angle  NOE.  L  angle  •>[/,  dont  la  troisième 
équation  (7)  renferme  la  différentielle,  sera  l'angle 
NOar,  compté  à  partir  d'une  droite  fixe  Ojt,  menée 
arbitrairement  dans  le  plan  horizontal.  On  aura  donc, 
à  un  instant  quelconque, 


II.. 
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et  l'on  a  suQisarament  expliqué,  dans  le  n"  578,  com- 
ment la  position  du  mobile  sera  déterminée,  sans  ao- 
curie  ambiguité,  au  mo^en  des  trois  angles  -^  ,  <p 
et  9. 

4a6.  En  désignant  par  ft  une  constante  arbitraire, 
on  aura  r=n,  d'après  la  première  équation  (1).  Le 
mouvement  de  rotation  du  corps  sera  doflc  uniforme, 
parallèlement  à  son  équateur.  Pour  définir  la  direc- 
tion de  ce  mouvement,  nous  supposerons  qtie  le  point 
Nsoit  le  riœiid ascentiant  de  1  équateur;  en  sorte  que, 
quand  le  point  E  parviendra  au  point  N,  sou  rayon 
EO  s'élèvera  an-dessus  du  plan  horizontal,  en  vertu 
de  la  vitesse  angulaire  n ,  qui  sera  alors  une  quantité 
positive.  En  eflel,  d'après  la  troisième  équation  (7) 
du  n"  4'Of  on  aura 

fi(p  =  tidt  +  cosArf-l--        (3) 

Lorsque  le  point  E  est  en  N ,  l'angle  <p  est  zéro  ou  an 
multiple  de  37r;  et,  dans  l'instant  suivant,  il  s'élè- 
vera ou  s'abaissera,  selon  que  l'angle  <p  augmentera 
ou  diminuera  (n*  578J  ;  donc,  pour  que  le  point  E 
s'élève  comme  on  le  suppose,  en  ayant  seulement 
égard  au  mouvement  du  corps  parallèlcmenl  à  son 
équateur,  il  faudra  que  le  premier  terme  d6  d^  soit 
positif. 

Cela  étant,  si  son  second  terme  est  aussi  positif,  il 
augmentera  la  valeur  de  d^,  qui  sera  donc  plus  grande 
que  si  le  nœud  N  était  immobile;  par  conséquent, 
son  mouvement  projeté  sur  l'équaleur  sera  rétn>~ 
grade,  ou  en  sens  contraire  du  mouvement  du  corps, 
pirallilement  à  ce  plan.  Le  contraire  aura  lieit,  et  le 
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mouvement  da  noeud  sera  direct,  lorsque  le  second 
terme  de  la  yaleur  de  dp  sera  négatif.  Dans  le  second 
cas ,  si  le  second  terme  l'emportait  sur  le  premier,  la 
valeur  complète  de  dp  serait  négative,  et  le  point  E, 
parvenu  en  N ,  s'abaisserait  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal ,  au  lieu  de  s'élever  au-dessus  ;  mais  cela  n'em- 
pêcherait pas  que  N  ne  fût  toujours  le  nœud  ascen>- 
dant,  eu  égard  au  mouvement  du  corps  autour  de 
son  axe  de  figure. 

Ainsi ,  le  sens  du  mouvement  du  nœud  ascendant 
N  dépendra  du  signe  qu'aura,  à  chaque  instant,  le 
produit  de  cos  fi  et  d^  ;  et  ce  mouvement  sera  direct 
ou  rétrograde ,  selon  que  cos  0  et  ^4  seront  de  signe 
contraire  ou  de  même  signe. 

427.  En  ajoutant  les  équations  (i),  après  les  avoir 
multipliées  par  c",  6",  a!',  les  seconds  membres  des 
deux  dernières  se  détruisent ,  et  l'on  trouve ,  comme 

dans  le  n^  4^^^ 

Cd.  Tv''  +  Arf.  qV  +  fLd.pa!'  =  o  ; 

donc,  à  cause  de  r  =  72,  d'=.  cosd ,  et  des  valeurs  de 
d' et  V,  on  aura ,  en  intégrant , 

Oi  cosG  —  A(/î  sîn  fl  sin  p  +  qûnQ  cos  ^)  =  Z;     (5) 

l  étant  une  constante  arbitraire,  qui  exprimera, 
comme  dans  le  numéro  cité ,  le  moment  des  quanti- 
tés de  mouvement  de  tous  les  points  du  corps  par 
rapport  à  l'axe  Oz.  Dan^e  mouvement  que  nous  con- 
sidérons, le  moment  de  ces  quantités  de  mouvement 
est  donc  une  quantité  constante,  mais  seulement  par 
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rapport  à  l'axe  vertical ,  et  non  plus  p«r  rapport  à 

tous  les  axes  passant  par  le  point  O. 

J'ajoute  encore  les  deux  dernières  équations  (i), 
après  les  avoir  multipliées  par  q  et  /»  ;  ce  qui  doDoe 

A(pdp -f- gdq)  =  y(psm  flcosip  —  ysioAsin ip)Mgdt. 

Mais ,  en  yertu  des  deux  premières  équalions  (7)  do 

yjBÎa  âcos  p  —  ^sin  Ssîu^=  —  sin  6-j-  ; 

ou  aura  donc 

k{pdp  +  qdq)  =  —  MgT-sinflfiB; 

et  en  iotégrant  et  désiguaot  par  h  la  constaote  arbi- 
traire, il  ea  résultera  > 

A  C/*'  4-  <r)  =  aMg>  cos  B  +  A.      (4)    <" 

D'après  les  équations  (7)  qu'on  vient  de  citer,  on  a 
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di,  d^p  dpf  dont  chacune  sera  de  la  forme  F6e^;  il 
ne  8  agira  donc  plus  que  dlntégrer  ces  trois  formules 
différentielles  ^  pour  avoir  les  valeurs  à,et^^^(Pfea 
fonctions  de  0  ;  or,  leurs  trois  intégrales  se  réduiront, 
dans  tous  les  cas ,  aux  fonctions  elliptiques.  Mais , 
sans  recourir  à  ces  fonctions ,  on  pourra  aussi  obte- 
nîr  des  valeurs  approchées  de  4  i  9  9  &  9  en  fonctions 
de  <,  dans  les  exemples  quiô  nous  donnerons  plus  bas, 
après  avoir  déterminé  les  trois  constantes  arbitraires 
n,  /,  A,  que  contiennent  les  équations  précédentes. 
Les  trois  nouvelles  constantes  qui  seront  renfermées 
dans  leurs  intégrales,  se  détermineront  d'après  les 
valeurs  de  4  »  9  ^  ^  »  ^^^  répondent  à  ^  =  o  :  celle 
de  G  sera  donnée  ;  on  prendra ,  si  l'on  veut ,  4  =  o  et 
^  =  o ,  pour  les  valeurs  initiales  de  4  et  9. 

428-  Quelles  que  soient  les  quantités  de  mouve- 
ment que  prendront  les  points  du  corps  à  l'origine 
du  mouvemenf,  leur  moment  principal  relatif  au 
point- O,  et. la  direction  de  son  axe,  seront  connus, 
d*apres  les  percussions  qu'on  aura  exercées  sur  le  mo- 
bile à  cet  instant ,  et  auxquelles  ces  quantités  de  mou- 
vement inconnues,  prises  en  sens  contraire  de  leurs 
directions ,  devront  (aire  équilibre  (n*  355). 

Par  la  règle  du  n^  281 ,  je  décompose  ce  moment 
principal  en  trois  autres  momens,  dont  les  axes  rec- 
tangulaires soient  la  partie  Oz^  de  laift  de  figure  qui 
comprend  le  centre  de  gravité  G ,  une  droite  perpen- 
diculaire à  Oz^  et  contenue  dans  le  plan  vertical  de 
O2  et  Oz, ,  et  une  droite  horizontale  perpendiculaire 
k  ce  plan.  Ces  trois  droites  étant  des  axes  principaux, 
k  moment  par  rapport  à  Oz^  aura  Cr  ou  C/i  pour  va-« 
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leur  (n^  4^)  i  ^^  ^^^^  donc  connaître  la  valeur  de  is  ; 
mais  je  supposerai ,  au  contraire ,  cette  vitesse  don- 
née directement^  et  je  prendrai  Cn  pour  ce  mo- 
ment. 

Je  désignerai  par  fi  le  moment  par  rapport  au  se-* 
cond  axe ,  et  par  m  le  moment  par  rapport  à  Taxe 
horizontal;  en  sorte  que  la  valeur  initiale  du  moment 

principal  sera  V/C*/i*  +  ^t»  -f-  m*  ;  à  cause  de  B=A  et 
r=3  /i ,  son  carré  est  A* (/>•  +  q*)  -f-  C*/i*  (n*  4^) ^  ^ 
un  instant  quelconque  ;  si  donc  on  appelle  a  la  va- 
leur initiale  de  l'angle  9^  on  aura,  en  vertu  de  Té- 
quation  (4)  » 

{^Mgy  cos  a  H-  A)  A  =  jtt*  +  m', 

à  l'origine  di}  mouvement;  ce  qui  donue 

h  =  ^--^—  —  Mgycos  a. 

Laxe  du  moment  désigné  par  (jl  fera  un  angle 
«t  +  90^  avec  Oz;  Taxe  du  moment  m  étant  perpen- 
diculaire à  cette  verticale ,  ce  moment  n'influera  pas 
sur  le  moment  /  par  rapport  à  Oz  ;  d'après  l'expres- 
sion générale  de  E  du  n^  281,  nous  aurons  donc  simr 
plement 

/  =  C/ï  cos  et  —  fjL  sin  a. 

*  On  devra  ^  rappeler  que  dans  ces  valeurs  de  h 
et  l,  l'angle  cl  sera  aigu  ou  obtus ,  selon  qu'à  l'ori- 
gine du  mouvement ,  le  centre  de  gravité  G  du 
mobile  se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus  du  plan 
horizontal ,  passant  par  le  point  0. 
429.   Pour  vérifier  ces  différcutes  formule^  ^  je 
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sappœe  que  la  masse  M  da  mobile  soit  conœatrée  à 
son  centre  de  gravite ,  et  qu'il  se  change  en  un  pen- 
dule simple  dont  y  sera  la  Icmguenr. 

Dans  ce  cas,  on  n'aura  point  à  considérer  l'angle  ^^ 
et  le  mouvement  dépendra  seulement  des  angles  sf/ 
et  'B.  Si  le  point  matériel  G  a  reçu ,  à  Tcfrigine , 
une  vitesse  kf  perpendiculaire  à  GO  et  dirigée  dans 
le  plan  GOz,  et  une  vitesse  k  perpendiculaire  à 
ce  plan,  on  aura 

On  aura  aussi 

C  =  o,    A  =  My\ 

Il  en  résultera 

&  =  (*•-!-*'•  —  2gy  C08  a)  M ,     /=  —  Myk sina; 

les  équations  (5)  deviendront 

y  sîn*  9  -^  =  A:  sin  a  y 

y(«în"e  §^-f-§)  =  A:-+A^-  +  3gXcosfl-cos«); 

et  il  est  aisé  de  les  faire  comcider  avec  les  équa- 
tions (5)  et  (6)  du  n*  2o5. 

La  première ,  multipliée  par  |  ydi ,  exprime  que 
l'aire  décrite  autour  du  point  0  pendant  l'instant  dt,- 
par  la  projection  horixontale  du  rayon  vecteur  GO 
du  mobile ,  est  constante  et  égale  à  sa  valeur  ini- 
tiale 7  >A:  sin  a.  Le  premier  membre  de  la  seconde 
est  le  carré  de  la  vitesse  de  ce  point,  matériel,  au 
bout  du  temps  /;  et  A:*  *f-  A<*  étant  le  carré  de  cette 
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vitesse  à  l'origine  du  mouvement  y  cette  ëquaiion  est 
la  formule  du  n'  iSg. 

43o.  Dans  le  cas  d'un  corps  qui  ne  se  réduit  pas 
à  un  point  matériel,  si  l'on  écarte  le  mobile  de  sa 
position  d'équilibre,  qu'on  lui  împrîme  une  vitesse 
de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure ,  et  qu'on  l'a- 
bandoQue  ensuite  à  lui-même,  les  deux  quantités^ 
et  m  saroQt  nulles ,  ob  Aun  " 

/  =  Co  cos  a  ,     k  =  —  aMgj-  cos  et , 

et  les  équations  (5)  deviendront 

sin'fl  ^  =  "T  icosi  —  cos  a)  ,  I 

En  vertu  de  la  secpade,  la  différence  cosS — cosa 
est  toujours  positive  ;  en  vertu  de  la  première ,  la 

qgent 


(6) 
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dioarlie  art  A;  et  ^  eflectiveiiieiit ,  «n  fiiisatit  dy^:i^o 
dans  la  Mooode  équation  (6),  elle  se  réduit  k  iVqaa- 
tion  (a)  du  n**  594  #  quand  on  suppose  dans  celle-ci 
la  Titesse  initiale  égale  à  zéro. 

L'élimination  de -^  entre  les  deux  équations  (6) 

donne 

sin*fl^=^  [sin*6--2e*(cosfl— C08flt)];ca60--cosa),  (7) 
en  faisant  pour  abréger , 

Mv   I         On*  4^« 

A  a'      a»        •     a     * 

• 

où  Ton  peut  remarquer  que  A  est  la  longueur  du 
pendule  simple  qui  ferait  ses  oscillations  dans  le 
même  temps  que  le  mobile,  si  la  vitesse  n  était 
nulle.  En  même  temps,  la  pnemière  équation  (6) 
deviendra 

sin«fl^=atf^f  (cose-co8«),    (8) 

• 

en  regardant  Ç  comme  une  quantité  positive  et 
donnée* 

Les  valeurs  approchées  de  4  et  t  qu'on  tirera  de 
ces  équations  (7)  et  (8),  et  celle  de  <p  qui  résultera 
de  l'équation  {2),  s'exprimeront  aisément  sous  forme 
finie,  dans  les  deux  cas  dont  nous  allons  nous  oc- 
cuper. 

45 1  •  Je  suppose  d'abord  que  la  partie  Oz^  de  Taxe 
de  figure  qui  contient  le  centre  de  gravité  G  du 
mobile  ait  été  très  peu  écartée  de  la  verticale  Oz  a 


f]ï  TRAITE  DE  MÉCANIQUE. 

l'origtDC  du  mouvement,  de  sorte  que  l'angle  a  smt 
très  petit;  l'angle  â  le  sera  aussi,  puisqu'on  a  tou 
jours  cos  d>-  cos  a;  et,  en  négligeant  les  quatrièmes 
puissances  de  a  et  6  dans  les  déTeloppemcns  de  cos 
et  cos  6,  les  équations  (7)  et  f8)  deviendront 

8- §  =  ![('  +  «■)«■ -«•»■](•• - 

La  première  montre  que  8>  qui  doit  toujours  être 
une  quantité  positive  (n"  578) ,  n'excédera  jamais  a  , 

et  ne  sera  pas  moindre  que  ■  En  la  résolTant 

par  rapport  k  dt ,  on  & 


-I 

'i 

[fe) 


=^v/| 


où  l'on  regardera  toujours  le  dénominateur  comme 
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c  étant  la  constante  arbitraire.  Pour  ^  =  o,  on  a  0  =  c^ 
et  cos  u  =  o  ;  Tangle  qni  repond  au  sinus  zéro  est 
léro  ou  un  multiple  quelconque  de  ^  ;  on  a  donc 
c  s=  ÎTt ,  en  désignant  par  i  un  nombre  entier  posi- 
tif,  négatif  ou  zéro  ;  et  en  remettant  pour  cos  u  sa 
valeur,  on  aura 

t  y/?  v^iTpg«=îgrdbarc(sin=^/^  V/^^^") 

L'angle  8  décroissant  d'abord  depuis  0==  c&  jusque 

0  =  ^--77%  9  ^°  prendra  le  signe  supérieur  et  {=0; 

croissant  ensuite  depuis  cette  dernière  valeur  jusqu'à 
0  =  a,  on  prendra  le  signe  inférieur  et  /  =  i  ; 
décroissant    de    nouveau,   depuis    8  =  a 


8  ^  — -y  on  prendra  le  signe  supérieur  et  /=  a  ; 

et  ainsi  de  suite.  C'est  de  cette  manière  qu'on  doit 
déterminer  la  constante  arbitraire,  ajoutée  à  un  arc 
de  cercle  que  Ton  considère  comme  une  fonction  de 
son  sinus;  mais  il  est  plus  simple  de  passer  de  l'arc 
au  sinps ,  avant  cette  détermination. 

A  un  instant  quelconque ,  on  aura,  d'après  1  équa- 
tion précédente. 

En  appelant  T  le  temps  pendant  lequel  Fangle  8 
passera  de  sa  plus  grande  valeur  a  à  sa  plus  petite 
valeur ,  qui  suit  immédiatement ,  ou  reviendra  de  la 
plus  petite  à  la  plus  grande ,  on  en  conclut 


«4 
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Au  moyen  de  cette  valeur  de  6*,  celle  de  d-^ ,  rni^*" 
est  donnée  par  la  seconde  e'quation  (g) ,  sera  ^ 

C  \/\  il  +  ^')dt  j-  • 

C»  +  cos'  I  \J^^    J    ' 

en  intégrant  et  supposant  qu'on  ait  ^  =  o  qnanJ 
t^o,  on  en  déduit 


rf4  = 


v/^ 


±i2n 


1                     £  tant-  l 
^  =  arc[_lai.g  = j^__^ 

formule  qui  déterminera  le  mouvement  rétrograde 
du  nœud  ascendant  N  sur  le  plan  horizontal  passant 
par  le  point  0.  Si  )a  constante  Qu'est  pas  nulle, 
les  valeurs  de  l'arc  compris  dans  cette  formule  seront 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.    ^  i^ 

aa  bout  des  trois  premiers,  on  aura 

et  ainsi  de  suite.  Il  en  résulte  que  les  arcs  parcourus 
par  le  norad  N  pendant  les  intervalles  T  successifs 
seront  tous  ^aux  entre  eux,  et  auront  pour  va- 
leur commune 


laquelle  est  d'autant  moindre,  que  la  constante  €  sera 
on  plus  grand  nombre. 

Quant  à  la  valeur  de  ^ ,  si  Ton  néglige  le  carré 
de  8  dans  1  équation  (2),  et  qu'on  suppose  ^  =  0 
quand  <  =  o,  on  aura 

^  =  n^  -4-  «^j 

ce  qui  achèvera  de  déterminer  la  position  du  mo- 
bile à  un  instant  quelconque. 

43:1  •  Quel  que  soit  l'angle  a,  supposons  actuel*- 
lement  que  l'angle  0  demeure  à  peu  près  constant , 
et  par  conséquent  très  peu  différent  de  a ,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement.  Faisons  donc 

fl=sot  —  II,     S  =z  —  du; 

et  considérons  u  comme  une  variable  très  petite*  En 
négligeant  les  puissances  de  u  supérieures  au  carré, 
on  aura 

sîn*6  =  sîn*rt  —  iisin2a  +  u^cosaet, 
cas  fl  —  cos  a  =  u  sin  CL  —  ^  m*  ces  et; 

et  à  ce  degré  d'approximation ,  Téquation  (7)  donne 
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dl* 


^  3u  sin  a  —  «'(cos  a  +  ^C*)  ; 


d'où  l'oo  tire 

'  dl: 


y/l 


•  Ccos«  -j-  ^' 


En  intégrant  et  observant  que  u^o  quand  t=a^ 
il  vient 


et,  par  conséquent, 

■{  I  —  ce 


Ponr  que  la  variable  u  soit  toujours  très  petite, 
comme  je  l'ai  supposé,  il  faudra  que  la  quantité  C  soit 
très  grande;  ce  qui  exige,  en  général,  qu'on  ait 
imprimé  au  mobile  une  très  grande  vitesse  de  rota- 
lion  autour  de  son  aie  de  figure.  On  pourra  alors 
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d'où  Ton  tire 

Eq  vertu  de  l'équation  (^2),  on  aura^  en  même 

temps  ^ 

^  s=  nt  +  4/COsa, 

en  supposant  les  angles  9  et  4  ^^^^  ^  Torigine  du 
mouvement  ;  et  la  position  du  mobile ,  k  un  instant 
quelconque ,  sera  complètement  déterminée. 

On  condut  de  0  =  a  —  £i ,  et  de  cette  valeur 
de  4^,  I*.  que  quand  le  mobile  que  nous  consi- 
dérons a  reçu  une  très  grande  vitesse  de  rotation 
autour  de  son  axe  île  figure  y  après  que  cette  droite 
a  été  écartée  de  la  direction  verticale,  son  équa- 
teur  conserve  une  inclinaison  à  peu  près  constante, 
sur  le  plan  horizontal  passant  par  le  point  0 ,  pen- 
dant toute  la  durée  du  mouvement  qui  en  ré- 
sulte; a*,  qu'en  même  temps  l'intersection  de  ces 
deux  plans  prend  un  mouvement  à  très  peu  près 
,  très  lent  par  rapport  k  la  rotation  du 
et  qui  est  direct  ou  rétrograde,  comme 
on  l'a  déjà  dit  (n*  4^0),  selon  que  le  centre  de 
gravité  du  corps  est  au-dessus  ou  au-dessous  du 
plan  horizontal.  Pourvu  que  l'angle  et  ne  soit  pas 
zéro,  l'angle  4  ^^  '^  mouvement  du  nœud  sont  in- 
dépendans  de  sa  grandeur.  L'inégalité  u  de  l'inclinai- 
son de  l'équateur,  et  celle  qui  a  lieu  dans  le  mouve- 
ment du  nœud,  sont  d autant  moins  sensibles,  que  la 
rotation  est  plus  rapide,  et  la  quantité  6  un  plus 
grand  nombre. 

2.  -  17. 
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Il  existe,  dans  beaucoup  de  cabinets  de  physique, 
tine  machine  de  Bohnenberger ,  qui  représente  fidè- 
lement toates  les  circonstances  de  ce  mouvement 
de  rotation,  de  même  que  la  machine  d'Atbood 
montre  aux  yeux  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement des  corps  graves.  Le  mouvement  de  rota- 
tion est  produit  au  moyen  d'un  Bl  enroulé  sur  l'é- 
qnateur  du  mobile,  et  attaché  à  l'un  de  ses  points, 
que  l'on  déroule  rapidement,  comme  dans  le  jeu  de 
la  toupie. 

On  remarquera  qne  quand  a.  est  zéro ,  ô  l'est  aussi  ; 
ce  qui  rend  l'équation  (8)  identique,  et  l'angle  4  in- 
déterminé; l'angle  ^  —  -^ ,  égal  à  nt,  représente 
alors  le  mouvement  du  corps  autour  de  son  axe  de 
figure,  qui  demeure  constammeol  vertical. 
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CHAPITRE  V. 
DU  MouvEiiEirT  B^DH  G0BP8  SOLIDE  ENTiiauaaarr 

USEE. 

455.  Pour  se  représenter  avec  plus  de  fiicilitë  le 
moayenieiit  d'un  corps  solide  dans  Fespaoe,  on  y  substi- 
tue deux  autres  mouvemens,  l'un  de  rotation,  autour 
d'un  des  points  du  mobile,  et  l'autre  de  translation, 
commun  à  tous  ses  points.  Cela  revient  évidemment 
à  regarder,  à  un  instant  quelconque,  la  vitesse  de 
chaque  point  comme  la  résultante  de  deux  autres  vi* 
tesses,  dont  l'une  soit  égale  et  parallèle  k  celle  du 
point  que  l'on  prend  pour  centre  du  mouvement  de 
rotation,  et  dont  l'autre  soit  particulière  à  chaque 
point  du  mobile  :  en  ayant  seulement  égard  aux  vi-- 
tasses  particulières,  le  corps  tourne  autour  du  centre, 
comme  autour  d'un  point  fixe  ;  et ,  en  vertu  de  la  vi* 
tesse  commune,  tous  ses  points  sont  transportés  dans 
l'espace,  d'un  mouvement  commun  qui  n'altère 
en  aucune  manière  le  mouvement  de  rotation. 

Le  mouvement  de  translation  peut  être  révolu tif 
autour  d'un  autre  corps  en  repos  ou  lui-même  en 
mouvement.  U  n'y  a  pas  de  rotation  toutes  les  fois 
qu'une  lace  ou  une  section  déterminée  du  mobile 
reste  constamment  parallèle  à  elle-même;  il  y  a,  au 
contraire ,  rotation  dans  le  même  temps  que  la  révo- 
lution, lorsque  le  mobile  tourne  constamment  la 

12.. 
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même  face  vers  le  corps  central.  C'est  ce  second  cas 
qui  a  lieu  dans  le  mouvement  d<*s  satellites  autour  de 
leurs  planètes.  La  lune  tourne  loujoars  la  même  face 
vers  la  terre;  et  le  ravon  Tecteur  qui  va  du  centre 
de  la  terre  au  centre  de  la  lune,  rencontre  toujours 
en  un  même  point  la  surface  du  satellite  (n"  141); 
d'où  il  résulte  que  la  rotation  de  la  lune  sur  elle- 
même  et  sa  révolution  autour  de  la  terre ,  s'achè- 
vent dans  uu  même  temps,  lequel  est  37^52166.  On 
démontre ,  dans  la  Mécanique  céleste,  que  l'égalité  de 
ces  deu^  mouvemens  subsistera  toujours,  quoique  le 
mouvement  révolutif  s'accélère  de  siècle  en  ^ècle 
{o*  a44)  ;  6"  sorte  que  le  mouvement  de  rotation 
participe  également  à  celte  accélération,  dont  Laplace 
a  assigné  la  cause. 

Tant  qu'on  aura  seulement  pour  faut  de  décompo- 
ser le  mouvement  d*uo  corps  en  deux  mouvemeiu 
plus  simples  et  plus  faciles  à  concevoir,  on  pourra 
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boot  du  temps  t ,  compte  depuis  Torigiiie  du  mon- 
yement,  désignons  par  a:,jr,Zt  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  de  ce  point  matériel ,  et  par  x,  ,^, ,  z, , 
celles  du  point  G  par  rapport  aux  mêmes  axes.  Nous 
aurons 

Mar,  =fxdm ,     M;^,  =^Jjrdm ,     Mz,  =:fzdm  ^ 

en  étendant  les  intégrales  à  la  masse  entière.  Si  l'on 
différentie  ces  équations  par  rapport  à  ^  ^  on  pourra 
effectuer  cette  opération  sous  les  signes  y.  On  aura , 
de  cette  manière, 

ïl^/>,  M^^fpn.,  m4=/|^,(0 

et,  pour  en  condure  les  composantes  de  la  vitesse 
initiale  du  centre  de  gravité,  il  suffira  de  connaître 
les  valeurs  de  ces  dernières  intégrales  à  l'origine  du 
mouvement. 

Four  cela  «  supposons  qu'à  cette  époque  des  parties 
/A  ,  ft'p  /i!\  etc. ,  de  M ,  reçoivent  des  vitesses  qui  soient 
les  mêmes  pour  tous  les  points  de  chacune  d'elles ,  et 
que  nous  représenterons  par  v,  if^,  v",  etc.  ;  en  sorte 
qu'elles  prendraient  les  quantités  de  mouvement  fiv^ 
AtV,  AtV'y  etc.,  si  elles  étaient  libres.  D'après  le  prin- 
cipe du  n""  353,  l'équilibre  doit  existeijSbntre  ces  quan- 
tités de  mouvement,  prises  en  sens  contraire  de  leurs 
directions,  et  celles  que  prendront  réellement,  dans 
le  premier  moment ,  tous  les  points  du  mobile ,  les^ 
quelles  seront,  parallèlement  aux  axes  a?,  j^,  z ,  les  va- 
leurs initiales  de  -£dm,  -^drriy  ~rim,  relativemeat 
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à  FélemeDt  dm.  Or,. les  directions  des  vitesses  t^,  i/, 
^\  etc.,  étant  données,  on  pourra  décomposer,  pa- 
rallèlement à  ces  axes,  les  quantités  de  mouyement 
qui  leur  correspondent.  Si  donc  on  désigne  par  P, 
Q ,  R ,  les  sommes  de  ces  composantes ,  suivant  les 
directions  des  x^  jr,  z^  positives,  et  si  Ton  observe 
que,  par  hypothèse ,  le  mouvement  est  entièrement 
libre,  il  faudra  qu'on  ait,  pour  Téquilibre  dont  il 
s'agit , 

pour  la  valeur  particulière  ^  =  o.  Les  équations  (i)- 
deviendront  donc 

à  Torigine  du  mouvement  ;  et  Ton  en  conclut  que  la 
vitesse  initiale  du  centre  de  gravité  sera  la  même ,  en 
grandeur  et  en  direction ,  que  si  la  masse  entière  M 
du  mobile  y  était  concentrée,  et  que  toutes  les  quan- 
tités de  mouvement  /iv^  ftV,  /xV,  etc.,  ou  leurs  com- 
posantes?, Q,  R,  y  fussent  appliquées  parallèlement 
à  leurs  directions  respectives. 

435.  On  peut  supposer  que  /i,  (jl'^  i^\  etc.,  sont 
les  masses  de  c^Tps  animés  des  vitesses  s^j  p',  sf\  etc., 
qui  sont  venus  frapper  simultanément  un  autre  corps 
en  repos ,  et  y  sont  restés  attaches ,  pour  former  une 
masse  totale  M,  dont  le  centre  de  gravité  G  a  pris  la 
vitesse  qui  a  pour  ses  trois  composantes  les  valeurs  de 

-p,    ^\  -T-',  données  par  les  équations  (q). 
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Le  problème  serait  différent  si  les  corps  choquans 
ne  restaient  pas  attachés  au  corps  choqué  après  les 
percussions.  Gmcevons  qu'une  masse  M  en  repos  soit 
frappée  par  un  autre  corps  en  mouvement,  qui  touche 
M  en  un  seul  point  E  (fig.  lo)  de  sa  surface  ;  suppo- 
sons ^  de  plus,  que  pendant  la  durée  du  choc  il  n'y 
ait  pis  de  glissement  de  l'un  des  corps  sur  l'autre , 
ou  du  oioins,  s'il  y  en  a  un  d'une  très  petite  éten- 
due, fiûsons  abstraction  du  frottement  considérable 
auquel  il  pourrait  donner  lieu  (n*  353);  supposons , 
enfin,  que  £F  soit  la  normale  en  E  à  la  surface  de  M, 
et  comprise  dans  l'intérieur  du  corps.  On  verra,  dans 
un  autre  chapitre ,  que  le  mouvement  de  M  sera  le 
même  que  si  une  certaine  partie  /u  de  la  masse ,  dont 
le  centre  de  gravité  serait  situé  sur  £F,  recevait,  sui- 
vant cette  direction ,  une  certaine  vitesse  p,  commune 
a  tous  ses  points.  La  droite  EF  est  donc  la  direction 
du  choc  ;  et  son  intensité,  c'estrà-dire ,  la  quantité  de 
mouvement  fti^,  sera  déterminée,  dans  ce  chapitre,, 
d'après  le  mouvement  du  corps  chocpiant  et  la  forme 
des  deux  corps,  élastiques  ou  non  élastiques. 

Cela  étant,  si  Ton  appelle  Y  la  vitesse  que  prendra 
le  centre  de  gravité  G  de  M ,  elle  sera  dirigée  suivant 
la  droite  GD,  parallèle  à  £F,  et  elle  aura  pour  va- 
leur le  rapport  de  i^if  à  M,  de  sorte  que  l'on  aura 

.     MV  =  Att'. 

Réciproqiiement ,  si  la  vitesse  Y  du  centre  de  gravité 
est  donnée  par  lobservation ,  en  la  multipliant  par 
M,  on  aura  la  quantité  de  mouvement  qui  a  été  im- 
primée au  corps  choqué,  suivant  la  partie  intérieure 
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de  la  normale  à  la  surface,  menée  par  le  point  E  où 
le  choc  a  eu  lieu  ;  propriété  qui  appartient  exclusi- 
vement au  centre  de  gravité  G,  et  qui  n'aurait  pas 
lieu,  en  général,  pour  la  vitesse  que  prend  le  point 
E ,  ou  tout  autre  point  de  M ,  situé  ou  non  sur  la  di- 
rection du  choc. 

456.  Afin  que  l'on  voie  plus  clairement  comment 
le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  se  trouve  sim- 
plifié, quand  on  le  rapporte  à  son  centre  de  gravité  , 
supposons  d'abord  que  l'on  veuille  déierminer  ce 
mouvement  autour  d'un  point  déterminé  C  (  fig.  1 1) 
de  ce  corps,  que  nous  ferons  ensuite  coïncider  avec 
son  centre  de  gravité  G. 

Soient  CA ,  en  grandeur  et  en  direction ,  la  vitesse 
du  point  C,  et  BD  celle  d'un  autre  point  quelconque 
B  du  mobile.  Par  le  point  B,  tirons  une  droite  BE 
égale  et  parallèle  à  CA,  et  achevons  le  parallélo- 
gramme BEDF.  On  pourra  remplacer  la  vitesse  BD 
par  ses  deux  composantes  BE  et  BF;  et  si  I'od  dé- 
compose de  même  les  vitesses  de  tous  les  points  do     i 
mobile,  ils  auront  tous  une  vitesse  commune,  égale     | 
et  parallèle  à  C  A ,  et  chacun  d'eux  aura ,  en  outre,  une 
vitesse  particulière.  Or,  si  l'on  imprime  au  point  B  et     i 
à  Ions  les  autres  points  du  corps,  une  vitesse  égale,  pa-     , 
rallèle  et  contraire  à  CA ,  on  réduira  le  point  C  an  re-     ii 
pos,  sans  altérer  le  mouvement  de  rotation  autour     | 
de  ce  point ,  qui  sera  dû  aux  vitesses  particulières  des     i 
autres  points,  savoir,  BF  pour  le  point  B.  Pour  dé-     ' 
terminer  ce  mouvement,  on  pourra  donc  considérer     \ 
C  comme  un  point  fixe,  après  avoir  imprimé  à  toy;     ( 
les  élémcns  du  corps,  des  quantités  de  mouvement     \ 


i 
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^les  aux  produits  de  leurs  masses  et  de  la  vitesse 
CA ,  et  dirigées  en  sens  contraire  de  CA.  Or^  la  résul- 
tante de  tontes  ces  forces  parallèles  et  proportion- 
nelles aux  niasses,  sera  égale  à  leur  somme,  et  pas- 
sera par  le  centre  de  gravité  G,  comme  la  résul- 
tante des  forces  qui  proviennent  de  la  pesanteur  ; 
par  conséquent ,  si  l'on  d&igne  par  U  la  vitesse  CA , 
et  toujours  par  M  la  masse  du  mobile ,  il  suffira  de 
joindre  aux  quantités  de  mouvement  données,  qui 
peuvent  être  imprimées  simultanément  à  différentes 
parties  de  M,  une  autre  quantité  de  mouvement 
MU ,  dirigée  suivant  la  droite  GA',  parallèle  et  con- 
traire à  CA.  On  déterminera  ensuite  le  mouvement 
de  rotation  autour  du  point  C,  par  les  règles  du 
chapitre  précédent ,  et  comme  si  C  était  un  point 
fixe. 

Cette  détermination  exigera  donc  que  Ton  con- 
naisse la  vitesse  U  du  point  C;  mais  lorsque  ce 
point  sera  1^  centre  de  gravité  G,  il  est  évident 
qu'après  avoir  appliqué  au  mobile  la  quantité  de 
mouvement  MU,  dont  la  direction  passera  par  ce 
point  G ,  on  en  pourra  faire  abstraction  ;  car  une 
force  quelconque ,  passant  par  le  centre  d'un  mou- 
vement de  rotation ,  ne  peut  influer  en  aucune  ma- 
nière sur  ce  mouvement,  puisqu'elle  ne  saurait  £Eiire 
tourner  le  corps  autour  de  ce  point,  plutôt  dans  un 
sens  que  dans  le  sens  opposé. 

Concluons  donc  que  quand  on  imprime  simultané- 
ment des  quantités  de  mouvement  données,  en  gran- 
deur et  en  direction  ,  à  différentes  parties  d'un  corps 
solide,  le  mobile  commence  à  tourner  autour  de  son 
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centre  de  gravité,  comme  autour  d'un  point  (ixe,  el 
sans  qu'on  soit  obligé  d'ajouter  aucune  autre  quan- 
tité de  mouvement  à  celles  qui  sont  données. 

437.  En  combinant  ce  théorème  avec  ce  qui  pré- 
cède, on  déterminera  coniplctemcnt  le  mouvement 
initial  d'un  corps  solide  de  forme  quelconque  ,  de 
quelque  manière  qu'il  soit  produit. 

Pour  ûxer  les  idées,  supposons  que  le  mobile  dont 
le  centre  de  gravité  est  G  (Gg.  10),  et  dont  la  masse 
est  M ,  soit  frappé  en  un  point  E  de  sa  surface  par  un 
autre  corps  qui  s'en  détache  après  le  choc.  En  pre- 
nant pour  sou  mouvement  de  translation  celui  du 
point  G,  et  ayant  seulement  égard  à  ce  mouvement, 
tous  les  points  du  mobile  décriront,  dans  le  premier  , 
instant,  des  droites  parallèles  à  la  normale  EF  ;  on 
pourra  toujours,  comme  on  l'a  dit  tout  à  l'heure, 
déterminer  leur  vitesse  commune,  qui  sera  la  vitesse 
complète  du  point  G;  mais,  pour  plus  de  simplicité , 
je  la  supposerai  donnée  par  l'observation,  et  je  la  re- 
présenterai par  V.  Indépendamment  de  ce  mouve- 
Dicnt  de  translation,  le  corps  tournera  autour  do 
point  G  comme  s'il  était  fixe,  et  qu'une  partie  de  la 
masse  M ,  dont  le  centre  de  gravité  serait  sur  la  droite 
EF,  reçût  une  quanlîtc  de  mouvement  équivalente  à 
MV.  Par  conséquent,  dans  le  premier  moment,  U 
direction  de  l'axe  instantané  de  rotation  et  la  vitesse 
angulaire  du  mobile  autour  de  cet  axe,  se  délermi- 
neront  d'après  les  équations  (/)  du  n'  4'^»  ^^°^ 
lesquelles  on  fera 


M\y; 
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y  étant  la  perpendkiilaire  GL,  abaissée  da  point  G  sur 
la  droite  EF. 

Appelons  p  pour  cela ,  ea  cette  vitesse  angulaire ,  et 
CL^C,  y,  les  angles  que  fait  la  direction  de  l'axe  ins- 
tantané avec  les  trois  axes  principaux  du  mobile  qui 
se  ocmpent  au  point  G  ;  soit  aussi  HEK  la  section  du 
mobile  qui  renfisrme  le  point  G  et  la  droite  EF  ;  par 
le  point  G,  élevons  sur  ce  plan  une  perpendiculaire, 
et  représentons  par  a,  &,  c^  les  angles  qu'elle  fera 
avec  les  axes  auxquels  répondent  a ,  C $  y* d'après 
les  équations  (Q  et  les  formules  (3)  du  n""  4^5 ,  nous 
aurons 

ÂaKX>sa=Acosa,  Bûkx>s^=A'cos&,  CâK:osp^=Arcosc; 

A,  B,  C,  étaitf  les  trois  momens  d'inertie  du  mobile 
par  rapport  aux  mêmes  axes.  On  en  déduit 

h  CO8*  «  ^^  *•  cos*  b  ^^  k*  cog*  c 

Les  valeurs  de  a,  b,  c,  seront  données  dans  chaque 
cas  ;  on  connaîtra  donc  la  vitesse  r^  ;  et  les  équations 
précédentes  détermineront  les  angles  fitf  €f  y,  c'est- 
à-dire,  la  direction  de  l'axe  instantané. 

Si  la  perpendiculaire  à  la  section  HEK  coindde 
avec  l'un  de^  trois  axes  principaux ,  de  sorte  qu'on 
ait,  par  exemple,  a  =  90%  6  =  90%  c=zo,  il  en 
résultera  a  =  90*,  C  =  90^,  c  ;=  o ,  et  l'axe  instan-* 
tané  coïncidera  aussi  avec  le  même  axe  principal; 
d'où  il  suit  qu'un  corps  libre ,  qui  est  frappé  dans  le 
{dan  de  deux  des  trois  axes  principaux  relatifs  à  son 
centre  de  gravité,  commencera  ù  tourner  «autour  du 
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troisième  axe.  Eo  mettant  pour  k  sa  valeur,  celle  de 

la  vitesse  initiale  de  rotation  sera ,  dans  ce  cas , 

MV/ 


Réciproquement,  il  est  aisé  de  conclure  des  équations 
précédentes  que  le  mobile  ne  peut  commencer  à 
tourner  autour  de  la  perpendiculaire  au  plan  de  la 
section  HEK,  de  manière  que  et,  C,  > ,  soient  égaux 
aux  angles  a,  h  ,  c,  ou  à  leurs  supplémens,  à  moins 
que  cette  perpendiculaire  ne  soit  un  des  axes  princi- 
paux qui  se  coupent  au  point  G. 

Lorsque  le  mobile  sera  une  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concenlriques ,  la  perpendicu- 
laire EF  passera  par  le  point  G ,  qui  sera  son  centre 
de  figure.  On  aura  donc  f  =  o,  k^o  ,  ai^o;  ea 
sorte  que  le  mobile  ne  prendra  aucun  mouvement  de 
rotation.  Quand  on  parvient,  par  une  percussion,  à 
&ire  tourner  sur  elle-même  une  sphère  entièrement 
libre,  c'est  toujours  parce  que  le  corps  choquant 
glisse  plus  ou  moins  sur  cette  splière,  et  le  mouve- 
ment de  rotation  est  alors  produit  par  le  frottement 
qui  a  lieu  pendant  la  durée  du  choc. 

Quelle  que  soit  la  forme  du  corps  choqué,  si  le 
corps  choquant  s'y  attache ,  tes  formules  précé- 
dentes auront  encore  lieu,  en  y  mettant  la  quantité 
de  mouvement  du  second  corps  avant  le  choc, 
à  la  place  de  MV ,  et  prenant  pour  f  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  centi-e  de  gravité  des  deux  masses, 
sur  la  direction  primitive  du  centre  de  gravité  du 
second  corps  ;   A,  B,  C,  seiont  alors  les  nioroens 
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d'inertie  principaux  du  corps  formé  des  deux  masses 


réunies. 


438.  Occupons^nous  maintenant  du  mouvement 
de  la  masse  M  au  bout  d  un  temps  quelconque  t^  et 
considérons  successivement  ses  mouvemens  de  trans- 
lation et  de  rotation ,  rapportés  l'un  et  l'autre  à  son 
centre  de  gravité. 

i\  A  cet  instant,  soient  X ,  Y ,  Z ,  les  compo- 
santes parallèles  aux  axes  des  a:,  jr,  js,  de  la  force 
accélératrice  donnée  qui  agit  sur  l'élément  quel- 
conque dm;  les  forces  perdues  par  ce  point  maté- 
riel ,  pendant  l'instant  dt ,  seront  (  n*  Sgi  ) 

(i_^)<*»,  (ï-^-*».  (z-^O*-' 


parmllMemenl 
tièrement  lib 


peidnes  par  tons  ses  élémens,  que  les  intégrales  de 
ces  quantités,  étendues  à  la  masse  entière,  soient 
égÊlcB  k  zéro  y  par  conséquent,  on  aura 

f^^dm=f7JmJ^dn^ 

liais  €n  différentiant  de  nouveau  les  équations  (i), 
on  a 

il  /en  résultera  donc 

M  ^  =pLdm,  M^  =  fidm,  Upz=fZdm}  (3) 
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(l'où  l'on  conclut  que  pendant  toute  la  durée  do 
niouvenient ,  le  centre  de  gravité  G  du  mobile  se 
meut  comme  si  sa  masse  entière  M  y  était  concen- 
trée ,  et  que  les  forces  motrices  qaî  agissent  sur  tons 
ses  points,  ou  leurs  composantes,  y  fiassent  appli- 
quées parallèlement  à  leurs  directions. 

2".  Après  avoir  détruit,  comme  dans  le  n'  ^$G , 
le  mouvemenl  de  translation  initial  du  mobile , 
supposons  qu'à  chaque  instant  on  communique  à 
tous  ses  points  des  accroïssemens  de  vitesse  infini- 
ment petits,  égaux  et  de  direction  contraire  à  celai 
^m  qui  a  Heu,  au  même  instant,  pour  le  point  G.  Ce  point 

^1  sera  réduit  au  repos  pendant  toute  la  durée  du  mou- 

^B  Tement;  et  la  rotation  autour  de  ce  même  point  ne 

^K  sera  point  altérée.  Or,  cela  revient  évidemment  à 

^1  appliquer,  pendant  toute  la  durée  du  mouvement ,  ^ 

H  tous  tes  élémens  du  mobile,  des  forces  accéle'ra- 

H  triccs  égales  et  contraires  à  celle  du  centre  de  gravilrf  ; 

H  les  forces  motrices  correspondantes  étant  parallèles  et 

^Ê  proportionnelles  aux  masses  de  ces  points  matériels, 

^1  leur  résultante  passera  constamment  par  le  point  Gj 

H  on  en  pourra  donc  faire  abstraction,  en  déterminant  le 

H,  mouvement  de  rotation  autour  de  G.  Par  conséquent, 

H  ce  mouvement  sera  le  même,  à  chaque  instant,  qacsi 

H  G  était  un  point  fixe ,  et  que  les  forces  qui  agissent, 

^ft  à  cet  instant ,  sur  le  mobile ,  ne  fussent  pas  chan- 

K  gées. 

H  Ces  deux  théorèmes  sont  semblables  à  ceux  des 

^ft  n"  4^4  ^^  4^^  >  1"'  ^^  rapportent  à  l'origine  du  mou- 

^^^^_     vemeat;  nuis  il  ne  s'ensuit  pas  que  pendant  tonte 
^^^^^L«i  durée,  le  mouvement  de  translation  du  mobile 
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et  son  moarement  de  rotation  autour  du  centre  de 
gravité ,  soient  indépendans  l'un  de  l'autre  ^  et  puis- 
sent se  détermineY*  séparément,  comme  à  cette  ori- 
gine. Les  équations  (3)  seront  celles  du  mouyement 
de  translation  ,  et  les  équations  (7)  et  (a)  des  n^  4f  o 
et4i^f  celles  du  mouvement  de  rotation,  en  pre- 
nant ,  dans  celles-ci  ^  le  centre  de  gravité  G  pour 
Torigine  des  coordonnées.  Or ,  quand  les  forces  mo^ 
triées  appliquées  aux  différens  points  du  mobile  dé- 
pendront de  leurs  positions  absolues  dans  Fespace, 
les  coordonnées  de  ces  points ,  dont  ces  forces  seront 
des  fonctions  données,  entreront  à  la  fois  dans  ces 
deux  systèmes  d'équations  différentielles,  qui  ne 
pourront  plus  s'intégrer  séparément,  et  les  deux 
monvemens  qui  dépendent  de  ces  équations ,  influe- 
nmtron  sur  l'autre.  On  ne  pourra,  généralement, 
int^piw  ces  équations  différentielles  simultanées  et 
déterminer  les  deux  mouvemens  du  mobile,  que 
par  aj^roximation  ;  toutefois ,  ils  seront  indépendans 
l'on  de  l'autre  dans  deux  cas  particuliers  que  nous  al- 
lons considérer. 

459*  Si  le  mobile  n'est  soumis  qu'à  la  seule  ac- 
tion de  la  pesanteur ,  les  équations  (3)  seront  celles 
du  monvement  d'un  point  matériel  pesant ,  dans  le 
vide  ;  quels  que  soient  la  forme  du  corps  solide  et 
son  mouvement  autour  de  son  centre  de  gravité  , 
ce  point  décrira  donc  dans  l'espace  une  parabole 
tangente  à  la  direction  de  sa  vitesse  initiale ,  dont  le 
paramètre  dépendra  de  la  grandeur  de  cette  vitesse; 
et  son  mouvement  sur  cette  courbe  sera  le  même 
que  celui  d'un  point  matériel  isolé  (n""  ao8).  D'un 
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autre  côté,  le  poids  du  corps  étant  une  force  appli- 
quée constamment  à  son  centre  de  gravité  ,  il  u'aura 
aucune  iafluence  sur  le  mouvement  de  rotalioo 
autour  de  ce  point ,  qui  sera  uniquement  dû  aux 
percussions  initiales,  et  le  même  que  si  le  centre  de 
gravité  ne  se  déplaçait  pas. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  corps  soit  un 
ellipsoïde  homogène ,  frappé  par  un  autre  corps 
qui  le  touche  au  point  £  de  sa  surface  (lig.  10)  ;  la 
droite  GD,  parallèle  à  la  normale  EF,  sera  la  tangente 
à  la  parabole  que  le  point  G  va  décrire;  et  l'on 
construira  aisément  cette  courbe ,  d'après  la  vitesse 
initiale  du  point  G  ,  que  je  représenterai  par  V.  Con- 
cevoDs ,  de  plus ,  que  la  section  H£K  du  point  G 
et  de  la  droite  EF  comprenne  deux  des  axes  de 
figure  de  l'ellipsoïde  ;  a  et  b  étant  leurs  demi-lon- 
gueurs, C  le  moment  d'inertie  par  rapport  au  troi- 
sième axe ,  et  M  la  masse  du  corps ,  on  aura  (n"  $70) 

C  =  ^  M(a'  +  *•). 

Or,  le  mobile  devra  tourner  autour  du  point  G, 
comme  s'il  était  dénué  de  pesanteur,  et  que  ce  point 
ne  prit  aucun  mouvement  ;  mais  alors  l'axe  perpendi- 
culaire à  ta  section  HEK  demeurerait  tout  entier  im- 
mobile (n"  3dg  et  4^?)'  ^^  ^^  vitesse  angulaire  de 
rotation  serait  donnée  par  la  formule  relative  au  mou- 
vement initial  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe  fixe. 
Donc  ,  en  la  désiguaut  par  co ,  observant  que  la  quan- 
tité de  mouvement  imprimée  au  mobile  est  équiva- 
lente à  MV,  et  appelant  y  la  perpendiculaire  GI. 
abaissée  du  point  G  sur  la  droite  EF ,  nous  autons , 
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diaprés  la  formule  (i)  du  n*  586, 

MV/ 

ou  bien  ,  eu  mettant  pour  C  sa  valeur , 

_     5y/ 

Les  deux  vitesses  o  et  Y  sont  ainsi  liées  Tune  à 
Fautre,  parce  quelles  résultent  tgutes  deux  d'une 
même  percussion. 

Ainsi  y  tous  les  points  du  mobile  décriront  des 
paraboles  parallèles  à  la  trajectoire  de  son  centre  de 
figure;  et,  en  même  temps,  le  corps  tournera  uni- 
formément autour  de  l'axe  perpendiculaire  à  la  sec- 
tion  HEK ,  qui  sera  emporté  en  restant  constamment 
parallèle  à  lui-même. 

440-  Si  le  mobile  est  une  sphère  homogène  ou 
composée  de  couches  concentriques,  dont  tous  les 
points  soient  attirés  ou  repoussés  en  raison  inverse 
do  carré  des  distauces ,  par  les  points  d'autres  corps 
en  repos  ou  en  mouvement ,  la  résultante  de  toutes 
ces  forces  sera  la  même  que  si  la  masse  entière  du 
mobile  était  réunie  à  son  centre  de  gravité  ;  car  cha- 
cune d'elles  sera  égale  et  contraire  à  la  réaction  de 
la  sphère  sur  le  centre  dont  elle  émane.  Par  con- 
séquent ,  le  centre  de  gravité  se  mouvra  comme  un 
point  isolé ,  soumis  à  des  attractions  ou  répulsions 
données;  et  le  mouvement  de  rotation  du  mobile 
sera  indépendant  de  ces  forces ,  et  le  même  que  si  le 
centre  de  gravité  demeurait  en  repos  ;  en  sorte  que , 
2.  i3 
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daas  ce  cas,  les  deux  raouvemens  de  translaQ 
de  rotation  seront  encore  iudcpendans  l'un  de  l'autre. 
Abstraction  faite  de  la  non-sphéricité  parfaite  des 
couches  de  la  terre  ,  elle  tournerait  donc  constam- 
inent  et  uniformément  autour  d'an  de  ses  diamètres, 
qui  serait  toujours  le  même  et  demeurerait  toujours 
parallèle  à  lui-même;  eu  même  temps  le  mouvement 
elliptique  de  sou  centre  de  gravité  autour  du  soleil 
serait  troublé  par  l'action  des  autres  planètes,  mais 
rigoureusement  iodépendant  du  mouvement  de  rota- 
tion. 

44i>  Il  ^'^^  es'  p'us  de  même  lorsqu'on  a  égard  à 
l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre.  D'abord ,  si 
Taxe  de  rotation  n'a  pas  coïncidé  exactement,  à  l'ori- 
gine du  mouvement ,  avec  l'axe  de  figure ,  l'axe  ins- 
tantané de  rotation  oscillera  autour  de  cette  droite 
(  n'  /^m)  ,  et  rencontrera  successivement  la  terre  en 
diflférens  points  de  sa  surface.  Les  pôles  et  l'équateur 
se  déplaceraient  donc  à  la  surface  du  globe  ;  et  il 
en  résulterait,  pour  les  différens  lieux  de  la  terre, 
des  chaogemens  dans  leurs  latitudes  géographiques. 
L'amplitude  de  ces  oscillations  serait  arbitraire;  maïs 
leur  durée  dépendrait  des  différences  entre  les  mo- 
mens  d'inertie  de  la  terre;  et,  d'après  ce  qu'on  sait 
ror  ces  différences,  cette  durée  serait  d'un  peu  moins 
d'une  année.  Or,  dans  cet  intervalle  de  temps,  les 
observations  les  plus  précises  ne  font  connaître  au- 
enne  variation  dans  la  distance  du  z^'nith  d'un  lieu 
déterminé  de  la  terre  au  point  où  l'axe  de  rotation 
Ta  rencontrer  le  ciel.  11  eu  faut  donc  conclure  que  1rs 
;  •oscillations  dont  il  s'agit,  si  elles  ont  existé  autre* 
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lois,  aoat  devenues  tout- à ••  fait  insensibles  à  Të- 
poqoe  actuelle;  en  sorte  qu'il  n'existe  plus  nlainte- 
nant  que  les  forces  permanentes ,  provenant  des 
attractions  du  soleil ,  de  la  lune  et  des  planètes  sur 
le  aphëroble  terrestre ,  qui  puissent  faire  varier  la 
direction  de  Taxe  de  rotation  de  la  terre« 

Or«^  à  raison  àm  la  non-sphéricité  des  couches  de 
la  terre,  ces  forces  renfennent  une  partie ^  à  la  vérité 
tr»  petke  par  rapport  aux  attractions  sur  le  sphé- 
roïde entier ,  doqt  la  direction  ne  passe  pas  constam- 
ment par  son  centre  de  gravité.  C'est  cette  partie  qui 
produit  les  perturbations  du  mouvement  de  rotation , 
savoir  9  h,  précession  des  équinoxes  et  la  nuiation  de 
Taxe  de  la  terre. 

Ea  vertu  de  la  pr^ession ,  la  rétrogradation  an- 
nuelle des  équinoxes  sur  l'édiplique  fixe  de  1800 
est  de  5o",S6i48:2  ;  sur  le  plan  de  Torbite  de  la  terre , 
rendu  mobile  par  l'action  des  autres  planètes ,  c'est- 
à-dire,  sur  Vécliptique  vraie,  elle  est  un  peu  moindre, 
et  égale  à  5o^^a34^,  comme  nous  l'avons  défà  dit 
dans  un  antre  endroit  (n*  ^ig). 

La  nutation  est  une  oscillation  de  Taxe  de  la  terre , 
qui  s'approche  et  s'éloigne  alternativement  de  la  per- 
pendicidaire  au  plan  de  l'écliptique  :  elle  est  due  à 
l'attraction  de  la  lune  ;  sa  période  est  celle  du.  mou- 
vement des  nœuds  de  l'orbite  lunaire ,  ou  d'environ 
18  ans  ;  et  son  amplitude  s'élève  à  g'^4o  (n*  a^S) , 
en  supposant  la  masse  de  la  lune  égale  à  un  soixante- 
quinzième  de  celle  de  la  terre. 

Les  actions  du  soleil  et  de  la  lune  sur  le  sphéroïde 
terrestre  ne  produisent  qu'une  variation  très  lente  et 
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qui  ne  sera  sensible  qu'après  une  longue  suite  de 
siècles,' dans  l'ioclinaison  deréqualeursurlecliptique; 
la  diminution  annuelle  de  l'obliquité  de  1  eclîptique  , 
que  l'on  observe  et  qui  s'élevait  à  o",ii57t4  au  com- 
mencement  du  siècle,  est  due  aux  actions  planétaires 
qui  font  varier  le  plan  de  l'orbite  de  la  terre  (n"  344)- 

Un  examen  approfondi  de  la  question  a  fait  voir 
que  les  mêmes  forces  qui  produisent  les  variations 
que  nous  venons  d'indiquer  dans  la  direction  absolue» 
ou  rapportée  à  des  lignes  fixes,  de  l'axe  de  rotation  de 
la  terre,  sont  impuissantes  pour  déplacer  cet  axe,  dans 
l'intérieur  du  sphéroïde,  non  plus  que  pour  faire 
varier  sa  vitesse  de  i-otation.  Ainsi,  la  terre  tourne 
constamment  antour  d'un  même  diamètre,  qui  est 
son  axe  de  figure  ;  et  son  mouvement  est  uniforme 
autour  de  cette  droite  mobile,  dont  la  dîrectioD 
change  continuellement  dans  l'espace.  Le  jourstderal 
est  donc  constant;  il  en  résulte  que  le  jour  moyen 
(n"  Il  i)  t'est  aussi,  ou,  du  moins,  il  n'est  soumis 
qu'à  une  variation  séculaire  lout-à-fait  insensible  ;  et 
l'une  ou  l'autre  de  ces  durées  peuvent  éti-e  prises  pour 
unité  de  temps. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  cette  importante  théo- 
rie, dont  je  n'ai  pu  ici  qu'indiquer  succinctement 
les  principaux  résultats  ,  Je  renverrai  à  mon  Mémoire 
sur  le  mouvement  de  la  ienv.  autour  de  son  centre  de 
gravité,  inséré  dans  le  tome  VU  des  Mémoires  de 
l'Académie  des  Sciences. 

44^-  L'invariabilité  du  jour  est  coonrmée  par  les 

observations  les  plus  anciennes,  qui  font  voir  que 

irée  u"a  pas  changé  d'un  centième  de  seconde. 
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par  exertiple,  depuis  aSoo  ans,  ainsi  que  nous  allons 
l'expliquer. 

Si  la  durée  du  jour  était  variable ,  les  longitudes 
et  les  latitudes  du  soleil ,  de  la  lune  et  des  autres 
corps  célestes ,  calculées  en  la  supposant  constante , 
ne  s'accorderaient  plus  avec  les  longitudes  et  les  lati- 
tudes observées  ;  le  mouvement  de  la  lune  autour  de 
la  terre ,  à  cause  de  sa  rapidité  p  serait  le  plus  propre 
à  nous  éclairer  sur  ce  point  ;  et  si  la  variation  du  jour 
était  progressive,  les  diCFerences  entre  le  calcul  et 
l'observation  seraient  d'autant  plus  grandes  qu'elles 
se  rapporteraient  à  des  époques  plus  éloignées  de  la 
nôtre. 

Cela  étant ,  soient  /  et  ^  les  longitudes  vraies  de  la 
lune  et  du  soleil  à  une  époque  déterminée.  Si  l'on 
sait  qu'à  cette  époque  il  y  a  eu  une  éclipse  de  lune  ou 
de  soleil ,  la  différence  /  •—  /'  devra  s'écarter  d'un 
multiple  de  iSo"",  d'une  quantité  moindre  que  la 
demi-somme  des  diamètres  du  soleil  et  de  la  lune  ;  si 
donc  on  appelle  S"  cette  différence ,  abstraction  faite 
du  multiple  de  180^  qu'elle  peut  contenir,  il  faudra 
que  ^  n'excède  pas  un  demi-degré ,  et  soit  même,  en 
général,  beaucoup  au-dessous  de  cette  limite.  Or,  on 
a  calculé,  dans  la  Connaissance  des  Tems  de  1 800,  les 
valeurs  de  S"  qui  répondent  à  27  éclipses  observées 
par  les  Chaldéens ,  les  Grecs  et  les  Arabes  ;  les  valeurs 
qu'on  a  trouvées  pour  cette  différence  sont  tantôt  en 
plus,  tantôt  en  moins ,  et  toutes  très  petites.  La  plus 
grande,  qui  répond  à  une  éclipse  observée  383  ans 
avant  l'ère  chrétien  ne,  s'élève  à  —  ^^%l  ";  pour  l'éclipsé 
la  plus  ancienue,  observée  par  les  Chaldéens  720  a  n& 
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avant  notre  ère ,  la  valeur  Je  ^  est  a"  seulement.  Cette 

comparaison  prouve  l'exactitude  des  tables  luoaïres 

que  nous  possédons ,  et  la  nécessité  des  inégalités 

eéculaires  que  Laplace  y  a  introduites.  Elle  fait  aussi 

voir  que  la  durée  du  jour,  qu  on  a  supposée  constante 

dans  le  calcul  des  longitudes  de  la  lune  et  du  soleil, 

-n'est,  eu  efiet,  sujette   à  aucune  variation  progres- 

|tsive.  Mais  pour  qu'il  ne  reste  aucun  doute  sur  ce 

I  ^iot  important,  calculons  la  valeur  de  ^  ,  corres- 

I  ^ndante  à  l'éclipsé  la  plus  ancienne,  qui  résulterait 

[  id'iine  semblable  variation  ,  si  elle  existait. 

443-  Prenons  pour  unité  l'intervalle  de  temps  qui 
\  forme  aujourd'hui  le  jour  moyen;  supposons  que, 
I  idcpuis    une  époque   très  éloignée,  celte  durée  ait 
I  idiminué,  d'un  jour  au- suivant ,  de  la  quantité  cons- 
ilante  a.  Soit  n  le  moyen  mouvement  de  la  lune , 
I  ic'est-à-dire ,  le  nombre  de  degrés  qu'elle  décrit  dans 
icbaque  unité  de  temps  ,  abstraction  faite  des  inéga- 
lités de   son    mouvement   vrai;    les   arcs  parcourus 
aujourd'hui  et  les  jours  précédens  seront  n,  R(i-f-a.), 
iB(i+aa),  n(i-f-5a),  etc.;  et  l'arc  décrit  pendant 
(Un  très  grand  nombre  t  de  jours,  sera  ut-i-\ant(t — j  ), 
iQu ,  à  très  peu  près,  nt-^-^ant*.  Le  terme  nt  est 
déjà  compris  dans  la   valeur  de   /,   calculée  d'après 
les  tables  ,  en  considérant  le  jour  comme  constant  ; 
la  variation  du  jour  augmenterait  donc  de  ^ant* ,  la 
-longitude  vraie  de  la  lune,  a  une  époque  séparée 
de  nous  par  un  nombre  t  de  jours.  Celle  du  soleil , 
à  la  même  époque,  serait  augmentée  de  {an't*,  en 
appelant  n'  le  moyen  mouvement  diurne  du  soleil  ; 
à  raison  seulement  de  la  variation  du  jour,  on  aurait 
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donc  à  cette  époque 

et,  par  rapport  à  Téclipse  observée  720  ans  «yant 
notre  ère ,  ce  serait  toute  la  valeur  de  la  différence 
des  longitudes  de  la  lune  et  du  soleil ,  puisque  cette 
différence ,  calculée  en  supposant  le  jour  constant , 
n'est  que  de  2" ,  ou  à  peu  près  nulle. 

Soit  i  le  nombre  de  siècles  contenus  dans  le  nombre  t 
de  Jours;  on  aura 

t  =  (36525>. 
Soient  aussi 

f^(S6525)«,  m^(5652S)n,  m' =  (36535) /i': 
réquatio'n  (i)  se  changera  en  celle-ci  : 

dans  laquelle  €  sera  maintenant  la  diminution  sécu- 
laire du  jour ,  et  lit  et  m'  représenteront  les  mouve- 
mens  séculaires  de  la  lune  et  du  soleil.  D'après  leurs 
valeurs  déterminées  au  moyen  des  observations  mo« 
demes,  on  a 

m  —-  m'  =z  445268^ , 

en  négligeant  les  fractions  de  d^r&.  Or,  si  l'on 
suppose  que  le  jour  a  diminué  d'un  dix-millionième 
depuis  la  plus  ancienne  éclipse  caldéenne ,  on  aura  - 

Ci  ssi  0,0000001 ,    î  =s  a5;32  y 
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il  en   résultera 

<r  =  54'; 


l 


valeur  qut  rendrait  impossible  1  éclipse  observée. 

On  ne  peut  donc  pas  admettre  que  la  durée  do 
jour  ait  diminue  de  celte  fraction,  un  peu  moindre 
qu'un  centième  desecoDde,daDsuniDtervalledelcnips 
qui  surpasse  vingt-cinq  siècles.  S'il  existait  des  varia- 
tions périodiques  dans  la  durée  du  jour,  il  en  résul- 
terait des  illusions  dans  ta  mesure  du  temps ,  qui 
produiraient  des  inégalités  apparentes  dans  les  moQ* 
vemens  des  astres.  Ces  inégalités  seraient  faciles  h 
distinguer,  parce  qu'elles  suivraient  toutes  la  même 
loi,  pour  la  lune,  le  soleil  et  tes  planètes,  et  que 
leurs  grandeurs  seraient  proportionnelles  ,  pour  cha- 
cun de  ces  corps,  à  la  rapidité  de  son  mouvement. 
Les  astronomes  n'ont  reconnu  aucune  inégalité  de 
celte  nature  dans  les  mouvenions  des  corps  célestes. 
Ainsi  l'observation  ,  d'accord  avec  la  théoi 
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et  sa  force  motrice  ^  provenant  de  la  résistance , 
une  force  dont  les  composantes  dépendront  de  la 
forme  du  mobile,  des  vitesses  des  diflerens  élémens 
de  sa  suriace,  et  des  condensations  ou  dilatations 
da  fluide  en  contact  avec  ces  élémens.  En  même 
temps  le  mobile  tournera  autour  de  son  centre  de 
gravité  y  comme  si  la  vitesse  de  ce  point  était  nuUe, 
et  que  les  vitesses  des  points  de  la  surface  fussent , 
néanmoins ,  celles  qui  ont  réellement  lieu  à  cha- 
que instant.  Il  en  résulte  que  la  résistance  du  mi- 
lieu influera ,  à  la  fois  ,  sur  le  mouvement  de 
translation  et  sur  le  mouvement  de  rotation  du 
mobile ,  et  que ,  pour  un  corps  de  forme  quelcon- 
que 9  ces  deux  mouvemens  dépendront  l'un  de 
l'autre  et  ne  pourront  pas  être  déterminés  sépa- 
rément. 

Si  le  mobile  est  une  sphère  homogène  ou  com- 
posée de  couches  concentriques ,  à  laquelle  on  n'ait 
imprimé  aucune  vitesse  de  rotation  à  l'origine  du 
mouvement,  il  ne  s'en  produira  aucune  pendant  toute 
la  durée  de  ce  mouvement,  qui  sera  un  simple  mouve- 
ment de  translation,  dans  lequel  tous  les  points  du 
mobile  auront  à  chaque  instant  des  vitesses  parallèles 
et  égales  entre  elles.  En  effet,  si  Ton  mène  alors  par 
le  centre  de  la  sphère ,  une  tangente  à  la  courbe  qu'il 
décrit,  il  est  évident  que  tout  sera  semblable  autoui? 
de  cette  droite ,  soit  pour  les  vitesses  des  points  de 
la  surface ,  soit  pour  les  condensations  ou  dilatations 
du  fluide  environnant.  Par  conséquent ,  la  résultante 
des  résistances  exercées  sur  tous  les  points  de  la 
surface ,  passera  constamment  par  le  centre  de  (igure. 
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qui  est  aussi  le  centre  de  gravité,  et  elle  ne  pourra 
produire  aucun  mouvement  de  rotation.  Les  con- 
densations ou  dilatations  du  fluide  en  contact  avec  les 
clémens  de  la  surface ,  dépendront  de  la  vitesse  com^ 
mune  à  tous  les  points  du  mobile  ,  et  seront,  d'ail- 
leurs ,  différentes  pour  les  différentes  sections  per- 
pendiculaires à  la  tangente  qu'on  a.  menée  par  le 
centre.  Donc  aussi  la  résultante  des  résistances  exté- 
rieures ,  qui  coïncidera  avec  cette  tangente,  ne  pourra 
dépendre  que  de  cette  vitesse,  de  l'étendue  de  la 
surface,  et  de  la  force  élastique  naturelle  du  fluide; 
et  le  mouvement  du  centre  de  gravité  sera  celui  d'an 
point  matériel  isolé  ,  dont  la  masse  est  celle  du  corps , 
et  auquel  on  applique  la  résultante  dont  il  s'agit , 
continuellement  dirigée  en  sens  contraire  de  sa  vi- 
tesse, et,  en  outre,  le  poids  du  mobile.  C'est  ce 
que  nous  avons  supposé  dans  le  n°  aïo ,  à  l'égard 
des  projectiles  de  l'artillerie,  supposée  parfaitement 
sphériques  et  homogènes. 

Dans  ce  cas ,  le  centre  d'un  boulet  ne  peut  pas  sor- 
tir du  pian  vertical  passant  par  la  direction  de  sa 
vitesse  initiale,  et  par  rapport  auquel  tout  est  sem- 
blable d'un  côté  et  de  l'autre.  Mais  si  le  projectile  s'é- 
carte un  peu  de  la  forme  sphcrtque,  ou  s'il  u'a  pas 
la  même  densité  dans  toute  son  étendue,  la  resul- 
.  tanle  des  résistances  extérieures ,  qui  sont  normales  à 
sa  surface,  ne  passera  plus  coustamment  par  le  centre 
de  gravité:  elle  produira  donc  un  mouvement  de  po- 
taliou;  et  si  elle  n'est  pas  toujours  comprise  dans  le 
plan  vertical  oii  le  centre  de  gravité  commence  à  se 
mouvoir,  elle  le  fera  sortir  de  ce  plan  ;  en  sorte  que 
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la  trajectoire  du  projectile^  rapportée  à  son  centre 
de  gravité,  ne  aéra  plus  une  courbe  {dane.  Tout  cela 
est  facile  k  conoevoir,  à  l'égard  d'un  projectile  non- 
wphéïique  ou  non  homogène;  mais  j'ajouterai  que  ^ 
abstraction  faite  du  défaut  d'homogénéité  ou  de  sphé- 
ricité, si  le  boulet  a  reçu,  à  la  bouche  du  canon,  une 
Yilesse  de  rotation ,  le  frottement  de  sa  sur&ce  contre 
fair,  pendant  son  mouvement,  pourra  encore  faire 
sortir  d'un  plan  verèical  son  centre  de  gravité  et  de 
figure. 

445*  Pour  le  faire  voir,  soient  G  (fig.  i  a)  le  centre 
de  gravité  et  de  6gure  d'un  corps  sphériqne  et  ho- 
mogène ,  et  AGB  le  diamètre  langent  k  sa  trajectoire. 
Supposons ,  pour  plus  de  simplicité ,  que  l'ase  de  ro- 
tation qni  passe  par  le  point  G ,  soit  perpendiculaire 
à  ce  diamètre.  Soient  ADBE  la  section  du  mobile , 
perpendiculaire  a  cet  axe,  et  DGE  un  diamètre  de 
cette  section ,  qui  coupe  AGB  à  angle  droit.  Suppo- 
sons aussi  que  le  mouvement  du  point  G  a  lien  de  A 
vers  B,  ou  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  s,  et  le 
mouvement  de  rotation  dans  le  ^ns  indiqué  par  les 
flèches  placées  en  A,  D,  B,  £.  Le  frottement  de 
chaque  élément  de  la  surface  contre  l'air,  qui  naî- 
tra du  mouvement  de  rotation,  sera  une  force  tan- 
gente à  la  surface ,  et  dirigée  en  sens  contraire  de 
ce  mouvement.  Sur  chaque  section  parallèle  à  ADBE, 
il  variera  d'un  point  à  un  autre,  à  raison  de  la  dif- 
férence de  densité  du  fluide.  En  avant  du  projec- 
tile ,  le  fluide  sera  condensé  ;  en  arrière ,  il  sera  di- 
laté ;  par  conséquent,  le  frottement  sera  le  plus  grand 
du  côté  du  point  B,  et  le  plus  petit  du  côté  du  point 
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A.  On  conclut  de  là  que  si  Ton  transporte  au  point 
G,  parallèlement  à  elles-mêmes^  toutes  les  forces 
provenant  du  frottement  exercé  à  la  sur^Eice ,  il  en 
résultera  une  force  dirigée  suivant  la  partie  GD  dti 
diamètre  DGE.  J'appellerai  F  cette  force  ^  P  le 
poids  du  corps  y  et  R  la  résistance  proprement  dite 
du  milieu,  transportée  au  point  G,  et  dirigée  sui- 
vant la  partie  GA  du  diamètre  AGB,  La  force  mo- 
trice du  point  G  sera  la  résultante  des  trois  forces 
F,  P,  R,  et  sa  force  accélératrice^  cette  résultante  di- 
visée par  la  masse  du  projectile. 

Cela  posé,  si  Taxe  de  rotation  est  vertical,  et  com- 
pris, par  conséquent ,  dans  le  plan  des  deux  forces  P  et 
R ,  la  direction  GD  de  la  force  F  sera  perpendiculaire 
à  ce  plan  ;  elle  fera  donc  sortir  le  mobile  de  ce  plan 
vertical ,  en  le  poussant  du  côté  du  point  D  ;  et ,  dans 
ce  cas,  la  trajectoire  du  point  G  sera  une  courbe  à 
double  courbure.  Si,  au  contraire,  l'axe  de  rotation 
est  horizontal  y  la  direction  GD  de  la  force  F  sera 
comprise  dans  le  plan  vertical  des  forces  P  et  R ,  qui 
sera  celui  de  la  s€;ption  ADBE  ;  par  conséquent ,  le 
point  G  ne  sortira  pas  de  ce  plan ,  et  sa  trajectoire 
sera  plane. 

4 {6.  Dans  ce  dernier  cas,  on  voit  que  la  compo- 
sante verticale  de  la  force  F  augmentera  ou  dimi- 
nuera le  poids  P,  selon  que  la  flèche  A  sera  dirigée 
vers  le  haut  ou  vers  le  bas.  La  force  F  sera  verticale, 
et  cette  diminution  ou  augmentation  de  poids,  la 
plus  grande, '^quand  la  direction  AB  sera  horizontale. 
Ainsi,  dans  le  tir  horizontal,  et  en  supposant  que  le 
boulet  tourne  autour  d'un  axe  horizontal  y  perpei>- 
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diculaire  à  la  direction  du  tir,  le  frottement  du  pro- 
jectile contre  l'air  augmentera  son  poids  et  dimi- 
nuera la  portée  f  lorsque  la  partie  antérieure  de  ce 
corps  tournera  de  bas  en  haut;  et  ([uand  cette  par* 
tie  tournera  de  haut  en  bas,  le  fîx>ttement  dimi- 
nuera le  poids  et  augmentera  la  portée.  Il  pourrait 
même  arriver,  dans  ce  second  cas,  que  la  trajec- 
toire devint  convexe  vers  le  terrein  :  il  suffirait, 
ponr  cela,  que  la  rotation  fut  assez  rapide  pour 
rendre  la  force  F  plus  grande  que  le  poids  P  ;  mais 
alors  le  frottement  diminuerait  la  vitesse  de  rota- 
tion ,  la  force  F  décroîtrait ,  et  finirait  par  deve- 
nir moindre  que  P;  ce  qui  ramènerait  la  trajectoire 
à  sa  forme  concave  vers  le  terrein ,  comme  à  Tor- 
dinaire. 

Ces  considérations,  jointes  à  celles  du  numéro 
précédent ,  montrent  qu'indépendamment  du  défaut 
de  sphéricité  ou  d'homogénéité  du  boulet,  le  frot- 
tement de   sa  surface  contre  l'air,  provenant  du 
mouvement  de  rotation  qu'il  peut  avoir  contracté 
en  roulant  dans  l'âme  du  canon ,  est  une  circons- 
tance qui  peut  influer,  soit  sur  la  justesse  du  tir , 
parce  que   ce  frottement  fait  sortir  le  centre  du 
boulet  du  plan  vertical  de  projection,  soit  sur  l'i- 
négalité des  portées,  à  cause  que  cette  force  aug- 
mente ou  diminue  le  poids  du  mobile.  Toutefois , 
on  doit  observer  qu'aucun  de  ces  effets  n'aura  lieu, 
si  le  boulet  tourne  autour  du  diamètre  ÂB,  dans 
le  sens  duquel  il  se  meut;  car  alors  le  fi*ottement 
est  égal  et  contraire  pour  deux  élémens  opposes  de 
chaque  section  de  la  surface ,  perpendiculaire  à  1  a\e 


ao6  nUflfi  SB  MÉaNfQCrB. 

de  rotMiOD;  d*o4  il  rénihe  fM  \»  force»  prove- 
■iBt  do.  firotteneBl  oeveé  sur  tow  les  éUmnB , 
élRDt  ifAuipertNt  m  oestre  de  grevilé^  ejr  détnn^ 
roat  dcnz  à  deux  ;  ea.  mxtt  f«e  le  moaveoMnt  de 
œ  point  ae  len  pet  àimaf/k  per  kf  fi  nHeaiiml  te-* 
tel  ^  dilk  à  le  nielieii* 


•« 
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CHAPITRE  VI. 


MT  JMNIWOURT  HnOM  G0BP8  SOUBE  PEAANT  SUR  UN 

PLAH  D09DDB. 


§  I^.  Cas  où  Fort  ri  a  pas  égard  au  frottement. 

447-  Pour  simplifier,  je  supposerai  que  le  mobile 
ne  tooehe  le  plan  donné  qu'en  un  seul  point,  que 
j'appellerai  K,  et  qoi  Tariera,  en  général,  sur  sa  sur* 
frœ  et  sur  le  plan.  Les  forces  perdues  dans  chaque 
instant  infiniment  petit  devant  se  faire  équilibre ,  il 
(ndra  qu'elles» se  réduisent  à  une  seule  force,  passant 
psr  le  point  K^  normale  au  plan  donné,  et  dirigée  de 
rnsmieve  qu'eUe  tende  à  appojer  le  mobile  sur  oe 
pbn.  Cette  résultante  sera  la  pression  que  ce  plan 
^lanvera ,  et  qui  sera  détruite  par  sa  résistance,  que 
je  représenterai  par  R.  En  joignant  au  poids  du 
corps  la  f«Ge  R^  de  grandeur  inconnue,  on  pourra 
faire  abstraction  du  plan  donné ,  et  considérer  le  mo- 
bile comme  entièrement  libre. 

Son  œntre  de  gravité,  que  j'appellerai  G ,  se  mou- 
vra donc  comme  un  point  matériel  isolé,  dont  la 
m -Mgr  serait  celle  du  mobile,  et  auquel  on  applique- 
rait, parallèlement  à  leurs  directions,  le  poids  de  ce 
oorpa  et  la  force  R.  Au*  bout  du  temps  t,  je  représen*- 
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terai  par  x, ,  j-, ,  z. ,  les  coordonnées  dn  point  Gf 
rapportées  à  des  axes  fixes  et  rectangolaires ,  et  par 
Xf  fi,  f,  les  angles  que  la  direction  de  la  force  R  fait 
avec  des  parallèles  i  ces  axes,  menées  par  le  point  K. 
En  supposant  l'axe  des  js,  positires,  vertical  et  dirigé 
de  bas  en  luiut»  et  en  appdant ^  la  pèNmteur  èt'M 
la  niasse  du  corps ,  nous  aurona 

M^*  =  RcosiPi, 

M^'.=  Rcos,*,  \      (i) 

M^'  =Rcosr-Mg, 

pour  les  trois  équations  difiérentielles  du  mouve- 
ment du  point  G.  Si  le  plan  donné  est  fibre ,  les 
angles  X^  /tt,  p,  seront  oonstans  et  donnés;  s'il  «M 
en  mouvement  y  nous  supposerons  que  ce  mouvez 
ment  soit  connu,  et  ne  puisse  pas  être  modifiépar 
celui  du  corps  :  A ,  fi ,  p  ,  seront  alors  des  fonc- 
tions données  de  t.  Le  mobile  étant  un  corps  pe- 
sant ,  il  £radra ,  pour  qu'il  ne  se  détache  pas  de  ce 
plan  p  fixe  ou  mobile ,  qu'il  soit  toujours  situé  a»- 
dessus;  en  sorte  que  la  composante  verticale  R  oosv 
de  la  résistance  du  plan  sera  constamment  positive» 
et  9  un  angle  aigu  :  les  deux  autres  angles  donnés 
A  et  fi  pourront  être  aigus  ou  obtus. 

£n  même  temps,  le  corps  tournera  autour  du 
point  G  comme  autour  d'un  point  fixe,  en  vertu 
des  forces  R  et  M^ ,  appliquées  aux  points  K  et  G 
(n*  4^8);  mais  le  poids  Mg  n'influera  pas  sur  ce 
mouvement  de  rotation ,  dont  les  équations  difle» 
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rentidles  ne  d^endront  que  de  la  force  R.  Pour  les 
finner,  ou  prendra  pour  les  seconds  membres  des 
équations  (a)  du  n*  4  <  ^f  ^^  moniens  multipliés  par  dt, 
de  la  Ibrce  R,  par  rapport  aux  trois  axes  principaux 
do  mobile  9  qui  se  coupent  au  point  G.  En  appelant 
a,  €,  yf  les  coordonnées  du  point  K  rapportées  à 
œs  axes ,  et  y,  ft\  v',  les  angles  que  fait  la  direc- 
tion de  la  force  R  avec  les  parallèles  à  ces  mêmes 
axes,  menées  par  le  point  K^  ces  niomens  seront 

oRcosfJi/  —  ÇRcosx', 
^A  CO8  X'  —  aR  cos  /, 
^  cos  r'  ^ —  >R  cos  fji', 

et  là  «fVf tîODS  (a)  deviendront 

Bdj+  i^-^^P^  —  Hy  ^^  ^'—  «COS  v')dt,  >  (2) 

k^HfÇ^  désignant  les  momens  d'inertie  qui  répon- 
dent nspectivement  aux  mêmes  axes  que  les  angles 
K\  pt%  F%  et  que  les  com|^santes  p^  q^  r,  de  la  vi- 
angulaire  de  rotation  (n*  4^7)- 
D  j  fendra  joindre  les  équations  (7)  du  n®  4  <  ^  # 


o 

saroîr 


pdl  =  sin6sin^>(/ —  cos^tfQ^    \ 
qdt  =  sin  6  cos  ^d^+  sin  ^t/8  ^   >     (5) 
rdi  z=:  d^  —  cos  fl^>j/,  ) 

Noos  supposerons  que  les  neuf  cosinus  a ,  b  ^  etc. , 
dont  les  valeurs  en  fonctions  de  ^,  -vj/^  8,  ont  été 

a.  "4 
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données  dans  le  n°  5^8,  sont  ceux  des  angles  cpte  font 
les  axes  fixes  des  coordonnées  x, ,  ^, ,  z, ,  du  point  G, 
avec  des  parallèles  aux  axes  principaux  relatifs  à  ce 
point,  menées  par  l'origine  de  ces  coordonnées  ;  et, 
d'après  la  signification  des  angles  A,  fi,  v.  A',  /*',  »', 
et  lêqualîon  (2)  du  n*  p,  nous  aurons  alors 


cos  A'  =  acosK  H-  a'cos/i  +  a"cosF 
cos  jit'  =  6  C03  f\  -j-  b'  cas  fA  -\-  b"  cos  » 
fos  1'  =  c  cos  A  +  c'  cos  fA.  +  c"  cos  » 


(4) 


pour  les  valeurs  de  cos  A',  cosf»',  cos  *',  qu'on  devra 
substituer  dans  les  équations  (2). 

La  position  du  mobile  à  un  instant  quclcoiH|ue,  par 
rapport  aux  plans  fixes  des  x, ,  ^, ,  s, ,  sera  complè- 
tement déterminée  au  mojen  de  ces  coordonnées  et 
d&s  trois  angles  f,  n^,  Q,  précédemment  définis 
(n°  578)  ;  la  position  de  l'axe  instantané  de  rotation , 
dans  l'intérieur  du  mobile,  et  sa  vitesse  autour  de  cet 
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nous  aurons  (n*"  21) 

C06A'  =  V^,      COSAt'=:Vg,     cos/=vg,     (5) 

où  1  on  prendra  le  signe  de  V  de  manière  que  les  an- 
gles A',  yJ^  if\  se  rapportent  à  la  partie  intérieure  de  la 
normale  a  la  surface  du  mobile^  qui  sera  la  partie 
supérieure  de  la  normale  au  plan  donné.  L'une  de 
ces  équations  sera  une  suite  des  deux  autres.  En  met- 
tant les  formules  (4)  à  la  place  de  cos  >!\  cos  \£y  cos  v'^ 
et  les  joignant  ensuite  à  Téquation  L  =  o^  on  aura 
déjà  trois  des  quatre  équations  demandées. 

Si  Fon  représente  par  x^  j  y  z,  les  coordonnées 
cooimotes  du  plan  donnée  rapportées  aux  mêmes 
axes  finies  que  x^,  j^t ,  z,,  et  en  observant  que  A , 
fi,  f  f  sont  les  angles  que  £ait  la  normale  à  ce  plan 
ayec  ces  axes ,  on  aura ,  pour  son  équation , 

a:  cos  A  -|-  j^Cos  /a,  ^  z  cos  f  =  Ç  ; 

{  étant  une  quantité  donnée ,  qui  sera  constante^ 
quand  le  plan  donné  sera  fixe ,  et,  généralement , 
une  fonction  donnée  de  t.  D'ailleurs^  en  supposant 
que  XjjyZy  répondent  au  point  K  qui  appartient  à 
ce  plan,  on  aura,  d'après  les  formules  du  n"^  377, 

X  =  X,  -f-  aa  4-  èff  -{-  Qr,    X 
^  =  j.  +  a'a  H-  A'C4-  c'y,  (     (6) 
z  =  2,  +  a"a  +  Vt  -f-  d'y.  \ 

Les  valeurs  de  oc,  y,  z,  devront  donc  satisfaire  à 

i4-- 
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l'équation  précédenle  ;  en  les  substituant  daos  cette 

équation,   et  ayant   égard    aux   formales    (4)»    on 

aura 

j:,cos>i4-J"i'^''s/«4-ï,cosi+aco8A'+£coï^'-i-7COSi'^î,     (7)     ' 

pour   la  quatrième   équation    qu'il  s'agissait  d'ob- 
tenir. 

Lorsque  le  mobile  sera  terminé  par  une  poiotc, 
et  qu'il  touchera  constamment  le  plan  donné  pat 
son  extrémité,  les  coordonnées  a,Q,y,  du  point 
K  seront  constantes,  et  données  d'après  la  posilioD 
de  cette  pointe  sur  la  surface  et  ses  diâlances  aux 
plans  des  axes  principaux  du  mobile ,  qui  se  cou- 
pent au  point  G.  Mais  les  équations  (5)  n'auront 
plus  lieu  en  un  point  de  cette  nature;  l'équation  (7),  J 
qui  exprime  que  ce  point  appartient  au  plan  donné,  | 
subsister?  toujours  ;  et  il  suûjra  de  la  joindre  atu 
équations  du  numéro  précèdent,  pour  déterraioer 


-  ^ 
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dépendra  de  la  percussion  hbrizontale  xpe  le  mo- 
bSe  auin  éprùarée  à  rorigine  du  moQTement»  La 
troisième  éqnatioo  (i)  donnera 

ce  qui  fera  connaître  la  yalenr  de  R ,  quand  celle 
de  z,  aura  ëte  déterminée.  En  même  temps  ^  les 
équations  (a)  deviendront 

lW^  +  (A-C)/ï«fe=:M(^'+g)(K-«c'>ft,U 


et  l'éqnadon  (7)  se  changera  en  celle<i  : 

z.  H-  a"«  +  b"€  4-  c"y  =0,      (9) 


y 


de  laquelle  on  tirera  la  valeur  de  jz,  ,  pour  la  sub&^ 
tituer  dans  les  équations  précédentes. 

Ainsi  ^  dans  ce  cas^  le  problème  dépendra  des 
équations  (5)  et  (8),  qui  serviront  à  déterminer /> ^ 
q^rj^,'^^Q,en  fonctions  de  t ,  comme  dans 
le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un,  point 
fixe.  Si  le  point  K  varie  à  la  surface  du  mobile^  il 
faudra  éliminer  de  ces  équations  les  quantités  a , 
C ,  y,  au  moyen  de  L  =  o  et  des  formules  (5) , 
qui  seront  maintenant 


*■* 
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Si ,  au  oontaire ,  K  èsf  'Gonstamment  k  même  point 
de  k  snrfiioet  du  mobile ,  on  mettra  dans  tfs  éqya-* 
tions  (8),  à  la  place  db #,  C,  }^,  les  ixx>rdoniiëe9 
constantes  et  données  de  ce  point.  Ce  second  cas  sera 
celai  du  mouyement  de  la  toupie  snr  un  plan  liori«- 
zontal ,  abstraction  &ite  du  frottement  de  la  pointe  K 
contre  ce  plan» 

Dans  Fétat  d'ëqniKbre  d'nn  corps  pesant  sur  un 
plan  fixe  et  horizontal ,  la  droite  GK  sera  yerticale  ; 
si  cet  état  est  staUe»  et  qn'après  en  avoir  écarté  le 
mobile  nn  tant  soit  pea ,  on  l'abandonne  à  lui- 
même,  il  fera  des  oscillations  très'  petites,  que  Ton 
déterminera,  aussi  approximativement  qu'on  von- 
dra,  au  moyen  des  équations  précédentes.  Je  me 
contente  d'indiquer  cet  exemple,  comme  un  exer- 
cice de  calcul.  On  pourra  supposer ,  pour  fixer  les 
idées  et  simplifier  la  question ,  que  le  mobile  soit  on 
ellipsoïde  homogène,  ou  bien  une  ^hère  dont  le 
centre  de  gravité  ne  coïncide  pas  avec  le  centre  de 
figure. 

45o.  On  peut  obtenir  deux  intégrales  premières 
des  équations  (8). 

D*abord  en  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées 
par  (/'f  V\  d^ ,  leurs  seconds  membres  disparaissent , 
et ,  en  intégrant,  on  trouve,  comme  dans  le  n*  4^^» 

/  étant  une  constante  arbitraire  qui  exprimera  k 
somme  des  momens  des  quantités  de  mouvement  de 
tous  les  points  du  corps,  par  rapport  à  un  axe  ver- 
tical passant  par  le  point  G. 


DYNAMIQUE,  SEœNDE  PARTIE.  21 5 

Four  obtenir  une  seconde  int^prale  de  ces  mêmes 
équations  (8),  je  les  «joute,  après  les  avoir  multi- 
{Jiées  par  r ,  q,  p;ce  qa\  dpnne 

Cnir+Bqdq  +  A/i^  =  M(^  +  gr  )  K*'V  -  c"qf  ) 

oa  bien ,  à  cause  des  trois  dernières  équations  (8)  du 
n*4ii, 

Cnb^Bqdq+\pdp=zM(^+gy,a^^ 

En   différentiant  Téquation   (9)^   par  rapport  à  t , 
on  a 

dz,+  ada!'+  €db"+  ydc''=z^(a''dA+  6'Wff  +  cd"y) . 

Or  y  le  second  membre  de  cette  équation  est  nul , 
quand  K  est  toujours  le  même  point  de  la  sur£sice  du 
mobile ,  puisque  alors  ses  coordonnées  et,  C,  y,  sont 
constantes.  Il  est  encore  zéro ,  lorsque  K  se  déplace 
à  cette  surface;  car,  en  vertu  des  équations  (10)  ,. 
on  a 

i^^dit+b''dC+c''dy=\(^du+^d€+^^^  ; 

quantité  nulle,  à  cause  que  l'on  a  L=o  pendant 
tonte  la  durée  du  mouvement ,  et ,  conséquemment, 
cZL  =  o.  On  aura  donc,  dans  ces  deux  cas, 

ado!'  +  Cdb"  +  ydc''  =  —  dz,; 

d'où  il  résulte 

Crdr  +  Bqdq  +  Apdp  +  M  ^^  rf-  g)rf-i  =  o,. 
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et,  en  Intégrant j 

Cr-  +  B,-  +  A^-  -f  M(5^  +  2gz)  =  h  i 

h  étant  la  constante  arbitraire. 

Ces  deux  intégrales  suffiront  pour  résoudre  le 
problème,  lorsqu'il  s'agira  d'un  solide  bomogène 
terminé  par  uue  surface  de  révolution  ;  ce  qui  a 
lieu  ,  par  exemple,  dans  le  cas  de  la  toupie.  L'axe 
de  figure  est  la  droite  GK;  en  supposant  que  C  soit 
le  niomeut  d'inertie  qui  répond  à  cet  axe,  on  aura 

y  sera  la  longueur  de  GK  ;  et ,  d'après  l'équation  (g) 
et  c"  =  cos  0 ,  on  aura 

;,  =  —  3-  cos  0, 

pour  l'ordonnée  verticale  du  point  G.  La  première 
équation  (8)  donnera  r^n,  en  désignant  par  n  one 
constante   arbitraire  qui  représentera  la   vitesse  de 
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Ces  deux  dernières  équations  feront  connaître ,  au 

moyen  tles  fonctions  elliptiques ,  les  valeurs  de'^eXt 

en  fonctions  de  6  ;  la  troisième  équation  (5)  donnera 

ensuite  la  valeur  de  ^  ;  et  le  problème  sera  résolu , 

comme  celui  du  n""  4^^  f  ^^^^  ^^^^  '^^^  sommes 
occupés  en  détail. 

45 1.  Le  mobile  étant  toujours  un  solide  de  ré* 
volution  homogène  et  terminé  par  une  pointe ,  et 
ce  corps  touchant  constamment  le  plan  donné  , 
par  Textrémité  K  de  cette  pointe ,  supposons  main- 
teâant  que  ce  plan  soit  en  mouvement,  de  sorte 
que  les  angles  A ,  ^c  ^  y  ^  et  la  quantité  Ç  soient  des 
fonctions  données  de  t.  L'axe  de  figure  répondant 
au  moment  d'inertie  C  ,  les  deux  autres  momens  B 
et  A  seront  égaux,  les  coordonnées  «  et  ^  seront 
zéro  f  et  y  exprimera  la  longueur  de  GK.  En  dési- 
gnant par  n  une  constante  arbitraire,  la  première 
équation  (a)  donnera  encore  r  =  7»  ;  en  sorte  que  la 
vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de  son  axe  de 
figure,  sera  constante,  comme  dans  le  cas  du  plan 
fixe.  Si  Ton  a  égard  aux  formules  (4)  >  les  deux 
autres  équations  {2)  deviendront 

Adq  4-  (A  —  Q,)npdt = Ry(acos  A  +  a'ccw  ^  +  a^cos  ») A  ^    )  r     . 
kdp  —  (A — C)/i^A=:— Ry(6cos  A  4-*'cos^  +^'co8  0  *•  / 

L'équation  (7)  deviendra  de  même 

jr,C0iA+J^iC08^+X,C0Si'+y(cC0SA+c'c0S/M+C*'C08i')  ==  ^  ;    (12) 

et  les  équations  (i)  et  (2)  ne  changeront  pas. 

Le  système  des  équations  (i),  (5),  (n),  (i^), 
devra  donc  servir  à  déterminer  les  neuf  inconnues 
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p,q,^,4'i^>  ^'fy"')  ^n^i  mais  l'intégratiou  rigou- 
reuse de  ces  équations  est  impossible  ;  el ,  pour  en 
déduire  des  valeurs  approche'es  des  luconnues,  qui 
ne  soient  pas  très  compliquées,  on  est  obligé  de 
restreindre  la  généralité  de  la  question ,  par  diffé- 
rentes suppositions  que  l'on  énoncera  à  mesure 
qu'elles  seront  nécessaires. 

45a.  Je  supposerai,  en  premier  lieu,  que  la  rota- 
tion du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure  est  très 
rapide,  et  que  les  diOërens  mouvemens  du  plan 
donné  sont  très  lents  par  rapport  à  cette  rotation  ; 
en  sorte  que ,  si ,  par  exemple ,  ta  perpendiculaire 
au  plan  donné,  menée  par  le  point  K,  oscille  de 
part  et  d'autre  ou  tourne  autour  de  la  verticale  qui 
passe  par  ce  même  point,  la  durée  de  chaque  oscil- 
lation ou  de  chaque  révolution  soit  très  grande , 
relativement  à  une  révolution  du  mobile  autour  de 
l'axe  KG  ;  et  de  même ,  si  te  plan  donné  exécute  des 
oscillations  parallèlement  à  lui-même. 
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oti  Ton  a  fait ,  pour  abréger , 

P  =  cosAcos6sia4+cosfiCOsOcos4  —  cosysiaS, 
Q  =  co8Xcos4  —  cos/ci  si^ip ; 
et  les  équations  (11)  deyiendront 

Adq  -f-  (A —  C)npdt  =:Ky(P sin  /i/  +  Qco&  nt)dt , 
hdp  —  (A  —  C)nqcU  =  R^(Qsin  nt  —  P  cos  nt)dt. 

Or,  dans  la  seconde  hypothèse,  les  quantités  P  et  Q 
varieront  très  lentement;  il  en  sera  de  même,  comme 
on  le  verra  tout  à  Theure,  à  l'égard  de  R;  en  inté- 
grant ces  équations ,  on  pourra  donc  considérer , 
dans  une  première  approximation,  P,  Q ,  R ,  comme 
des  quantité  constantes,  et  n'avoir  égard  qu'à  la 
variation  de  sin  nt  et  cos  nt  dans  leurs  seconds  mem- 
bres. Si  m  est  une  très  petite  fraction  de  /i,  et  que  le 
coefficient  de  sin  nt  contienne ,  par  exemple ,  un 
terme  qui  ait  cos  mt  pour  facteur,  sin  nt  devrait  être 
remplacé  par  \  sin  {n  +  m)t  +  jsin  (tj  —  ni)t;  en  re- 
gardant comme  constant  le  coefficient  de  sin  nt ,  cela 
revient  donc  à  négliger  mt  à  l'égard  de  ti/,  du  moins 
dans  la  première  approximation. 

De  cette  manière,   les   intégrales  complètes  des 
équations  précédentes  seront 

p  =  Dsm^ — ~ — I-  Ecos^ j— ^ g^(Qcosiil  +  PsinnO , 

_,      (A— Qm       -,  .    (A— C)n/  ,  Ry,^.  « 

a  =  Dcosi ~ Esin  ^ --^ 1-  TeCQsinn/— Pcosw/)  ; 

A  A  ti/i 

D  et  E  étant  les  deux  constantes  arbitraii'es.  Pour  les 
déterminer ,  je  suppose  qu'à  l'origine  du  mouvement, 
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l'axe  Instantané  de  rotation  a  coïncidé  avec  l'axe  de 
figure  ;  on  aura  alors  /)  =  o  et  ij»  =  o,  quand  (  =  o  f 
et  si  Ton  désigne  par  P',  Q',  R',  les  valeurs  de  P, 
Q,  R,  qui  ont  eu  lîeu^À  la  même  époque,  il  ea 
résultera  ...  t^i  ^t 


E  = 


yR'Q" 

Cn     ' 


D  = 


yR'P' 
Cn    • 


Nous  aurons  donc,  à  un  instant  quelconque. 


—  R(P  sin  nf  +  Q  Cûs  nt)\ , 
-  Q'sin 


—  R(P  ces  ni  —  Q  S 


(A— Clni\ 


En  faisant  f^nt  dans  les  deux  premières  équa- 
tions (3) ,  on  en  déduit , 
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sin  -j-  et  cos  —  disparaissent  dans  ces  formules  ; 

condition  que  Ton  remplira  toujours ,  en  supposant 
qu'à  l'origine  du  mouvement^  Taxe  de  figure  KCr 
coïncidait  avec  la  perpendiculaire  au  plan  donné. 

En  effet ,  à  l'origine  du  mouvement ,  soient  e  Tangle 
que  la  perpendiculaire  au  plan  donné  fait  avec  ia 
verticale ,  et  ê'  l'angle  que  sa  projection  horizontale 
fait  avec  la  droite  d'où  l'on  compte  l'angle  4*  A  cette 
époque ,  on  aura  (  n"^  8  ) 

cos  F  =  cos  €  y  cosf&  =  sin£COS€'^  cosA  ==  sin  €  sine', 

et  en  supposant  que  4'  ^^  ^  soient  les  valeurs  ini- 
tiales de  4  ^^  6  9  il  CD  résultera 

P'  =  cos  6'  sin  €  cos  (s'  —  40  —  sin  fl'  cos  6 , 
Q'  =  sin  €  sin  (ê  — »  4')- 

Or,  si  l'axe  de  figure  a  été  perpendiculaire  au  plan 
donné,  quand  le  mouvement  a  commencé,  on  aura 
4'=é'  etff=€;  d'où  il  résultera  F  =  o  et  0^  =  0; 
ce  qui  réduit  les  formules  précédentes  à 

smô^=-I^,    ^9  =  5^.   (.5) 

453.  Maintenant,  il  faut  encore  supposer  que  la 
perpendiculaire  au  *plan  donné  et  Taxe  de  figure  du 
mobile,  s'écartent  très  peu  de  la  direction  verticale  , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Le  supplé- 
ment de  l'angle  6  sera  constamment  très  petit  ;  car  fl 
est  l'angle  obtus ,  compris  entre  la  verticale  menée 
de  bas  en  haut  par  le  point  G,  et  la  droite. menée 
de  G  vers  le  point  K  qui  est  au-dessous  de  G.  Nous 


i 
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négligerons  le  carré  de  sin  9,  et  nous  prendrons 
cos  S  =  —  I .  Les  quantités  cos  A  et  cos  fi,  seront  très 
petites  ;  en  négligeant  leurs  carrés,  on  aura  cos  v^i. 
On  a  d'ailleurs  {  n"  578  ) 

c  =  sin 9 sin  vP  ,  c' ^ sin 6 cos 4' *  c"=tCOsfl  =  — i. 

En  négligeant  donc  les  produits  sioôcosAetcosflcos^, 
l'équation  (13)  donnera 

s,  =  5'  +  ^  —  x.cos  A  —  j-,  cos  lÂ.. 

Si  donc ,  indépendamment  de  la  petitesse  de  cos  A  et 
cos  fJL,  les  oscillations  verticales  du  plan  donné  sont 
aussi  supposées  très  petites ,  les  variations  de  2,  le 
seront  également;  la  valeur  de  R,  donnée  parla 
Iroisiènie  équation  (1)  ,    savoir, 

R  =  Mg  +  Mg^. 
différera  très  peu  de  Mg  ;  et  si  l'on  néglige  les  pro- 
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En  diffërentiant  par  rapport  à  ^  les  valeurs  de  c  et  c'^ 
et  mettant  dfS  au  lieu  de  d.ûn.  8^  on  a 


de  es  sin  %)/  ^  4"  cos  4  sin  6^>(/ , 
de'  =  cos «4/  ^  —  sîn^  siu  8  d^  ; 

et  si  Ton  substitue  dass  ces  formules,  à  la  place  de 
sin  0^4  ^^  ^^  9  leurs  valeurs  précédentes ,  il  en  ré- 
sulte 

de  —  c'mdt  =z  -'^  m  cos  fidt  >     1     /  /;v 
de'  +  emdt  =  mcos?<dt,         *  ]     ^^  ^ 

où  Ton  a  fait ,  pour  abréger , 

C/i  ^ 

Ainsi  la  question  est  réduite  finalement  à  l'intégra- 
tion de  ces  équations  linéaires,  i  coefficiens  cous* 
tans  et  du  premier  ordre,  par  rapport  aux  incon- 
nues c  et  c\  C'est  aussi  en  employant  ces  mêmes  in- 
connues, c'est-^-dire ,  sin  8  sin  4  et  sin  6  cos  4/ ,  dans 
le  problème  du  mouvement  de  la  lune  autour  de  son 
centre  de  gravité ,  que  Lagrange  a  ramené  à  la  forme 
linéaire  les  équations  différentielles  de  ce  problème  ; 
ce  qui  Ta  conduit  à  l'explication  complète  du  phé 
nomène  de  la  Uhration ,  qu'il  n'avait  pas  donnée  dans 
ses  premières  recherches  sur  ce  sujet. 

454*  £u  intégrant  les  équations  (i5)  par  la  mé- 
thode ordinaires  désignant  par  k  et  k^  les  deux  cons- 
tantes arbitraires ,  et  remettant  pour  c  et  c'  ce  que 
ces  letti^s  représentent ,  on  a 


•I 
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—  fiismm(/(cosf(siniii^ — cosXcosmi)dt  à 

6inOco64/=Acosm^ — kfsinnU  ..^     ? 

— mcosmi/[cosiuLànmt — cos?iCOsnU}di  \ 
*|-iii8iDiiil?/(co8/xcosii<i  I  cosA  8inm/)£ft.  j 

Je  sapposerai  qae  les  intégrales  indiquées  dans  cet 
formules  commencent  avec  f ,  et  je  reprâenterai  , 
comme  plus  haut,  par  0^  et  4'  1^  Taîeurs  initiales  de  9 
et  4  »  ^  fieiisant  ts^o,  on  aura 

k  =  sinO'cos4^     kf  =  sind'sin^P', 

pour  les  valeurs  de  A:  et  A:',  qui  seront  nulles,  lorsque 
Taxe  de  figurq  du  mobile  sera  vertical  à  l'origine  du 
mouvement ,  *  auquel  cas  on  aura  O'  =  o. 

Lorsque  les  valeurs  de  oos  A  et  cos  /ea  eu  fonctions 
àe  i  f  seront  effectivement  données ,  on  effectuera 
les  intégrations  indiquées,  et  les  équations  (i6)  feront 
connaître  les  valeurs  de  0  et  <n(/,  et*;  p^r  conséquent, 
la.  position  de  Taxe  de  figure  du  mobile ,  à  un  instant 
quelconque.  D'après  la  troisième  équation  (5) ,  on 
aura  ,  en  même  temps , 

^   =   Fit  —    «Y  -|-  •^   , 

en  y  faisant  cos  0  =  —  i,  et  supposant  ^  =  o,  quand 
/s=o.  Les  deux  premières  équations  (3)  ^  dans  les- 
quelles on  fera  simplement  ^  -=  nt,  donneront  les 
valeurs  de  p  et  9,  lesquelles ,  en  les  jPgnant  à  r=ii, 
détermineront,  à  un  instant  quelconque^  Taxe  de  ro- 
tation et  la  vitesse  angulaire  du  mobile  autour  de  cet 
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axe.  Enfin ,  par  deux  intégrations  successives ,  on 
tirera  des  équations  (i4)  les  valeurs  de  a:,  et  jr^  en 
fonctions  de  /;  d'où  Ton  déduira  immédiatement 
celles  de  z,  et  R. 

Les  valeurs  approcha  de  toutes  les  inconnues  du  pro« 
blême  seront  donc  déterminées,  au  moyen  des  valeurs 
données  de  cos  X  et  cos  fi.  Au  moyen  de  ces  valeurs 
approchées,  on  pourra  calculer  celles  des  quantités 
qu'on  a  négligées  dans  cette  première  approxima- 
tion ;  en  ayant  égard ,  dans  une  seconde  approxi- 
mation ,  à  ces  quautités  ainsi  calculées ,  on  parviendra 
à  d'autres  valeurs  des  inconnues,  plus  approchées  que 
les  premières;  et,  si  Ton  continue  de  cette  manière , 
on  obtiendra ,  par  le  procédé  général  des  approxi^ 
mations  successives,  des  expressions  des  inconnues, 
aussi  approchées  qu'on  voudra.  Nous  nous  arrê- 
terons à  la  première  approximation;  la  seconde  et 
les  suivantes  n'auraient  d'autre  difficulté  que  leur 
longueur. 

455.  La  vitesse  de  rotation  n ,  imprimée  au  mo- 
bile autour  de  son  axe  de  figure,  étant  supposée 
très  grande,  la  quantité  m  sera  généralement  très 
petite.  Il  résulte  donc  des  formules  (16)  que  les  varia^ 
tions  décos  A  et  cos  fjt^  provenant  des  petites  oscilla- 
tions de  la  normale  au  plan  donné  sur  lequel  le 
mobile  s'appuie,  seront  très  affaiblies  dans  la  valeur 
de  6.  Par  conséquent ,  si  le  mobile  est  terminé  à  sa 
partie  supérieure  par  une  surface  plane  perpendicu- 
laire à  son  axe  de  figure,  et  qu'à  l'origine  du  mou- 
vement cette  surface  soit  horizontale  et  l'axe  ver- 
tical ,  ce  qui  fera  disparaître  les  termes  multipliés 
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par  k  et  A/,  cette  surface  conservera  sensiblemeDt  son 
Jiorizontalilé  pendant  toute  la  durée  du  moavement, 
malgré  les  petites  oscillations  du  plan  donné  ,  et  cela 
d'autant  plus  exactement  que  la  vitesse  de  rotation 
Inipnmce  au  mobile  sera  plus  considérable-.  C'est  sur 
eu  piincipe  qu'est  fondé  le  moyen  qui  a  été  proposé 
pour  obtenir  à  la  mer,  indépendamment  des  niou- 
veniens  de  wuUs  el  de  tangage  du  vaisseau,  un 
horizon  artificiel  qui  puisse  servir  aux  observations 
astronomiques. 

A  raison  de  la  petitesse  de  m,  on  peut  coDsidérer 
sin  mt  et  cos  mt  comme  des  quantités  constantes 
dans  les  intégrales  que  contiennent  les  formules  (i6). 
Ainsi,  par  exemple,  en  intégrant  par  partie,   on 

/cosXcosmUit:=cosnuJios>uit+msmmiJJcosXdt'-\-etc.; 
et  si  les  variations  de  cos  \  sont  très  rapides  par 
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^  =  o ,  quand  t  =  o,\es  équations  (14) donneront 

^  =  gfco^Xdt,     ^  =  g f  cas  fjLcà  ; 

les  intégrales  commençant  avec  / ,  comme  dans  les 
équations  précédentes.  En  les  éliminant  et  remettant 
pour  m  sa  valeur,  on  aura  donc 

La  différence  de  signe  dans  ces  deux  formules  pro* 
vient  de  ce  que  langle  >[/  augmentant  de  go®.^  F^ne 
des  abscisses  positives  va  tomber  sur  rasdà"'  des  or- 
données négatives ,  et  celui-ci  sur  Taxe  des  abscisses 
positives  (n*>  SyS)  ;  en  sorte  qu'en  mettant  4  +  90* 
dans  la  première  formule,  il  y  faut,  en  même 
temps,  changer^,  en  — a:^;  ce  qui  donne  la  seconde 
formule. 

En   divisant  ces  équations  lune  par  l'autre  ,  il 
•ient 

Or,  si  l'on  mène  par  le  point  G  un  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  de  figure  GK,  4  ^-^  l'angle  que  fait  Tin- 
tersection  de  cet  équateur  du  mobile  et  du  plan  ho- 
rizontal des  Xt  etjx ,  avec  Taxe  des  or,  ;  d'ailleurs ,  les 
variables  x,  et^,  sont  les  coordonnées  de  la  projec- 
tion du  poiK^  G  sur  ce  plan  horizontal  ;  il  en  résulte 
donc  que  cette  intersection  est  constamment  parallèle 
à  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  la  projection 
horizontale  du  centre  de  gravité  du  mobile*  Si  Ton 

i5. . 
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appelle  u  la  vitesse  horizontale  de  ce  point,  de  sorte 

(|ii'oti  ait 

"   =  -IF^  ' 

on  aura  aussi  •!  • 

sin  ô  =  -^  , 

pour  le  bîtius  de  rincliiiaison  do  mobile  sur  le  plan 
hoi'izonta! ,  laquelle  iiicliaaisou  est  le  supplément  de 
laiigle  â. 

Ces  difierentes  formules,  et  les  conséquences  qui 
b'eii  déduisent,  subsisteront  tant  que  la  vitesse  n  de 
rotation  du  mobile  autour  de  son  axe  de  figure  sera 
très  grande  ;  mais  la  résistance  de  l'air  et  le  frotte- 
ment de  la  pointe  K  contre  le  plan  sur  lequel  le  mo- 
bile s'appuie,  diminueront  continuellement  cette  vi- 
tesse; et  quand  elle  aura  cessé  détre  très  grande, 
l'axe  GK  s'écartera  de  plus  en  plus  de  la  directioa 
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dans  la  râleur  de  m;  en  sorte  qu'un  mouvement  de 
cette  nature  influera  sur  les  variations  de  8  et  4  •  Si  le 
plan  donné  s'abaisse ,  auquel  cas  on  devra  prendre  le 
signe  inférieur  devant  g',  il  faudra  qu'on  ait  g'  <^  g  , 
sans  quoi  la  valeur  die  R  deviendrait  négative  ;  ce  qui 
signifierait  que  le  mobile  cesserait  de  s'appuyer  sur 
le  plan  donné,  qui  tomberait  plus  vite  que  ce  corps 
pesant,  et  s'en  détacherait  par  conséquent. 

§  n.  Cas  où  Ton  a  égard  au  frottement 

456.  Dans  l^état  actuel  de  la  science ,  les  lois  du 
frottement  des  corps  en  mouvement  ne  peuvent  être 
déterminées  que  par  l'expérience  ;  avant  d'introduire 
cette  force,  d'un  genre  particulier,  dans  les  équations 
du  mouvement  d'un  corps  qui  s'appuie  sur  un  plan 
donné,  nous  allons  donc  faire  connaître  les  résultats 
généraux  de  l'observation  sur  cette  matière  (^). 

i**.  Le  frottement  d'un  corps  solide  sur  un  autre 
est  indépendant  de  la  vitesse  du  mobile  ; 

2**.  U  ne  dépend  pas  non  plus  de  l'étendue  de  la 
surface  frottante; 

3^.  U  est  proportionnel  à  la  pression  totale  exercée 
sur  cette  surface. 

Ces  deux  dernières  lois  sont  celles  qui  ont  aussi 
lieu  dans  l'état  de  repos  {n?  269),  à  Tiostant  où  le-f 


{*)  Les  expériences  les  plus  récentes  sur  ce  sujet  important 
s«nt  celles  de  M.  Morin,  officier  d'artillerie  attaché  à  l'École 
de  Metz,  dont  le  travail  est  insère  dans  le  tonic  V  des  Më<* 
moires  présentes  à  l'Acadéuiie  des  Sciences. 
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quilibre  va  se  rompre ,  et  quand  le  conUct  des  corps 
a  doré  assez  long-tempe  pour  que  le  frottement  ait 
atteint  sou  maximum. 

RelatiTeniL'nt  à  un  fluide  qui  coule  sur  ud  corps 
solide,  le  frottement  suit  des  lois  différentes.  On  ad- 
met, d'après  l'expérience,  qu'il  est  alors  proportion- 
nel à  la  vitesse  du  fluide  et  à  l'étendue  de  la  surface,  ] 
et  qu'il  ne  dépend  pas  de  la  pression.  Quand  il  s'agit  I 
d'un  fluide  aériforme,  il  y  a  lieu  de  croire  que  le 
frottement  augmente  ou  diminue  avec  la  densité, 
comme  nous  l'avons  supposé  dans  le  n"  444  '  ^^  sorte 
qu'à  température  égale,  il  se  trouve -dépendre  indi- 
rectement de  la  grandeur  de  la  pression. 

457.  Supposons  actuellement  qu'un  corps  solide, 
dont  la  base  est  une  surface  plane  d'une  étendue 
quelconque,  soit  posé  sur  un  plan  fixe  et  liorizontal, 
et  que  ta  verticale  menée  par  son  centre  de  gravité 
G  (  fig.  1 3  )  rencontre  le  plan  lîxe  dans  l'étendue  de 
cette  base,  ce  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante de  l'équilibre.  Soient  M  »a  masse ,  et  P  son 
poids.  En  un  point  A  de  sa  surface,  situé  dans  le 
plan  horizontal  mené  par  le  point  G,  attachons  une 
corde  qui  vienne  passer  sur  une  poulie  fixe  B^  de 
sorte  que  ËA.  soit  le  prolongement  de  GA.  A  l'extré- 
mité inférieure  C  de  cette  corde,  suspendons  un 
autre  corps  dont  la  masse  soît  M',  et  le  poids  P*,  et 
qui  ait  sou  centre  de  gravité  G  sur  la  verticale  me--' 
née  par  le  point  C. 

L'équilibre  subsistera  tant  que  le  poids  P',  aug- 
menté du  poids  de  la  partie  verticale  de  la  corde  , 
sera  moindre  que  le  froUcment  de  M  sur  le  plan  fixe. 
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et  de  la  corde  sur  la  poulie  B  ;  et  si  F'  augmente 
gradne|lemetit,  Téquilibre  se  rompra  à  Finstant  où 
F  surpassera  cette  somme  de  frottemens^  diminuée  du 
poids  de  la  corde  verticale.  Si  Ton  néglige  ce  dernier 
poids  relativement  à  V,  et  que  Ton  désigne  par  F  et 
F  les  frottemens  de  M  contre  le  plan  fixe  et  de  la 
cofde  contre  la  poulie  fixe ,  qui  ont  lieu  immédiate- 
ment avant  la  rupture  de  l'équilibre,  on  aura 

P'  =  F  +  F. 

La  pression  exercée  sur  la  base  de  M  est  le  poids  P 
de  ce  corps;  le  frottement  F  est  donc  proportionnel  à 
P.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"*  5o2,  le  frotte- 
ment F^  est  aussi  proportionnel  à  la  force  F;  par  con- 
séquent, on  a 

en  désignant  par  /  et  /'  des  fractions  indépendantes 
des  grandeurs  de  P  et  F.  Au  moyen  de  ces  valeurs, 
réqoation  précédente  devient 

F  =  /P+/'/P; 
l'ou  Ton  tire 

Le  poids  P'  étant  connu  à  l'instant  où  l'équilibre 
commence  à  se  rompre ,  cette  équation  déterminera 
la  valeur  de  /,  relative  au  corps  M  et  au  plan  hori- 
eontal  sur  lequel  il  est  posé ,  quand  on  connaîtra  la 
valeur  de  f  qui  répond  à  la  corde  et  à  la  gorge  de 
la  poulie*  Le  moyen  indiqué  dans  le  n*"  269  £siit  cou- 
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naître  cette  valeur  de  f,  indépendamment  d'aucune 
autre  quantité  de  même  nature,  d'après  l'angle  sons 
lequel  le  mobile  commence  à  glisser  sur  un  plan  que 
l'on  incline  graduellement. 

458.  Dès  que  le  poids  P',  augmenté  du  poids 
de  la  corde  verticale ,  l'emportera  un  tant  soît  peu 
sur  la  quantité  F  +  F',  l'équilibre  sera  rompu, 
et,  à  plus  forte  raison,  pour  un  poids  P'  encore 
plus  grand.  Le  corps  M  glissera  sur  le  plan  bori- 
zontal,  et  M'  descendra  verticalement.  Pendant  ce 
mouvement ,  j'appellerai  H  le  frottement  de  M  contre 
ce  plan,  qui  sera  une  fraction  donnée  de  la  pression 
F.  Quant  à  la  poulie  B,  on  pourra  supposer  qu'elle 
est  entièrement  Hxe  et  demeure  immobile ,  ou  bien  , 
qu'elle  tourne  autour  d'un  axe  borizOQtal,  pei-pen- 
diculaire  au  plan  de  la  corde  ABC.  Dans  le  premier 
cas,  il  y  aura,  pendant  le  niouvemeot,  un  certaiu 
frottement  H'  contre  la  poulie,  qui  sera  diflFérent  de 
F',  et  devra  être  ajouté  à  H;  dans  le  second  cas,  si 
la  corde  ne  glisse  aucunement  sur  la  poulie,  il  n'y  aura 
aucun  frottement  de  l'une  contre  l'autre  ;  mais  il  fau- 
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représenter  par  a  -^eXa! -jzr  les  résistances  de  lair 

exercées  à  leurs  surfaces;  a  et  a!  étant  des  constaotes 
qui  dépendront  de  leur  forme  et  de  leur  étendue.  Si 
Ton  appelle  g  la  gravité,  les  forces  motrices  appli* 
ouées  au  système  seront  donc  le  poids  (  M'  +  A^O  ê^  > 
diminué  de  la  résistance  a!  -^ ,  et  la  force  horizon- 


taie  H ,  augmentée  de  la  résistance  a  ^.  Leurs  mo- 

mens ,  par  rapport  à  Taxe  de  la  poulie  B,  devront  se 
retrancher  l'un  de  Tautre;  et  en  appelant  c  le  rayon 
de  cette  poulie  circulaire ,  on  aura 

c[(M'-f.^')g-«'^-H-a^],    (a) 

pour  leur  différence.  Les  forces  motrices  qui  au- 
ront  effectivement  lieu  seront   (  M'  +  //!)  -r-j-  dans 

le  sens  vertical,  — (M+  /et)  -^  dans  le  sens  horizon- 
tal,  et  celles  de  tous  les  points  de  la  poulie.  Les 
momens  de  toutes  ces  forces  par  rapport  à  Taxe  de 
la  poulie  devront  s'ajouter  ;  et  la  vitesse  angu- 
laire de  la  poulie   étant    -   t-»  si  Ion  représente 

par  m  sa  masse,  et  par  mJ^  son  moment  d'inertie  relatif 
k  son  axe,  on  en  conclura ,  comme  dans  le  n*  392 , 

—  -^  pour  le  moment  de  ces  dernières  forces  par 

rapport  à  cet  axe  ;  par  conséquent ,  la  somme  des 
momens  des  forces  effectives ,  par  rapport  au  même 
axe,  sera 
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Or,  pour  que  les  forces  motrices^  appliquées  an  sysr, 
tème  fassent  équilibre,  an  mojen  de  Taxe  àf^  la  pouUe, 
aux  forces  effectives ,  prises  çn  sens  Contraire  de  leur 
direction ,  il  faudra  que  les  deux  quantités  (a)  et  (Q 
s<Hent  ^^es  entre  elles  ;  d'où  il  résultera 

=  (M"  +  #)»  -  H  -  rf^  -  «^. 


K  >  ni  i  I 


La  eofde  AdBC  étent  regardée 
la  somme  de  ses  parties  sera  constante  ;  en*  appelant  i 
sa  longueur  totale,  oa  aura  donc 

Soient  4r  le  poids  de  la  corde  entière,  et  p  le  poids 
de  la  mfcsse  m  de  là  poulie,  oiï  aura  aussi 

on  a  paiement 

et  parce  que  le  frottement  H  est  proportionnel  an 
poids  P,  on  a •  en  outre  • 

H  =  AP, 

en  désignant  par  h  un  coefficient  indépendant  de  P« 
Au  moyen  de  ces  différentes  valeurs ,  Téquation  du 
mouvement  deviendra 
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=  e[ht  _  r  -  »  +  T  +  («+«')  ^]- 

459.  Elle  n'est  point  intégrable  sous  forme  finie ,  à 
moins  qu'on  ne  néglige  les  termes  qui  proviennent 
de  la  résistance  de  Tair  ;  ce  qui  la  réduit  à 

SF-  -V  +  ff*  =  «' 
en  faisant ,  pour  abréger , 

P+P'+»+^  P+F+ir+^ 


Son  intégrale  complète  sera  alors 

Vf      -V?     ./ 

z  =  Ce  +  Ce  .  +  T  î 

C  et  G  étant  les  deux  constantes  arbitraires ,  et  e  la 
base  des  logarithmes  népériens. 

En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  les  termes 
de  l'équation  du  mouvement  qui  proviennent  de  la 
résistance  de  Taîr,  et  intégrant  de  nouveau  cette 
équation ,  on  aura  une  valeur  de  z  plus  approchée  ; 
mais  nous  nous  arrêterons  à  la  précédente  ;  et  pour 
déterminer  les  constantes  C  et  C  ^  j'appellerai  y  la 

valeur  initiale  de  z;  on  aura  j:^  =  ^et-T-=o^  quand 

^  =  o;  d'où  il  résulte 
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C  +  C  •^'^  =  y,     C  —  C'  =  o; 

œ  qui  donne 

Cf  '  "^ 

a  '  as  ' 

et ,  par  conséquent , 

à  un  instant  quelconque. 

Si  l'on  appelle  8  le  temps  que  le  poids  P  emploiera 
à  atteindre  la  poulie  B ,  c'est-à-dire  ,  k  parcourir  la 
distance  y ,  on  aui'a  à  la  fois  e^Bet  2=0;  d'où 
l'on  conclut 


.^^v/l^^-V?)^ 


Lorsque  6  sera  donné  par  l'observation ,  cette  éqna- 
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el  si  Ton  néglige  tout-*à-fait  la  quantité  € ,  on  aura 
simplement 

y  =  iga8%- 

ce  qui  doit  être,  en  effet,  puisque  alors  le  mouvement 
du  poids  P  est  uniformément  accéléré. 

Quel  que  soit  le  mouvement  du  système  que  nous 
considérons ,  la  tension  de  la  partie  horizontale  de 
la  corde  ABC  est  constamment  égale  à  la  plus  petite 
des  deux  forces  qui  agissent  à  ses  extrémités  (n*  352), 
c'est-à-dire ,  au  frottement  H  augmenté  de  la  résis- 
tance de  Tair ,  exercée  sur  la  surface  de  M.  Elle  est 
donc  constante  et  égalera  H,  ou  AP,  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  lorsqu'on  fait  abstraction 
de  la  résistance  de  l'air;  et  sa  valeur,  mesurée  par 
l'extension  d'un  ressort  placé  dans  la  longueur  de 
cette  corde ,  peut  aussi  servir  à  déterminer  le  coef- 
ficient h. 

460.  Les  valeurs  que  l'expérience  a  données  pour 
ce  coefficient ,  soit  par  l'observation  du  temps  0,  soit 
par  la  mesure  de  la  tension  de  la  corde ,  varient  avec 
le  degré  de  poli  des  surfaces  frottantes  et  la  matière 
des  corps  ;  elles  ne  dépendent  pas,  comme  celles  du 
coefficient  f  (n^  ^69),  du  temps  pendant  lequel  les 
corps  ont  été  en  contact  avant  de  glisser  l'un  sur 
Tautre.  Quand  celles-ci  ont  atteint  leur  maximum , 
elles  surpassent  toujours  les  valeurs  correspondantes 
de  h;  en  sorte  que,  dans  l'état  de  mouvement,  le 
fix)ttement  H  est  moindre  que  le  frottement  F  qui 
a  lieu  à  l'instant  où  l'équilibre  va  commencer  à  se 
rompre  ;  et  la  tension  de  la  corde  en  mouvement  est 
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aussi  plus  petite  qae  celle  qui  avait  liea  aa  dernier 

moment  de  Téquilibre. 

Le  poids  P  étant  en  repos,  Téquilibre  subsiste  tant 
que  le  poids  P'  est  plus  petit  que  F;  mais  on  a  re- 
marqué que  AV  f  quoique  moindre  que  F ,  surpasM 
notablement  H  ^  il  suffit  d'agiter  un  peu  le  plan  hori- 
xontal^  par  de  petites  percnmaions ,  pour  que  le 
poids  P  se  mette  en  mouvement. 

Quand  le  coefficient  h  est  connu ,  il  est  &dle  de 
déteranner  le  mouvement  dû  poids  P  sur  un  plan 
iodiné.  Je  déaiguerai  par  i  Tindinaison  de  ce  plan  aiir 
un  plan  horisontal ,  qui  devra  surpasser  Tangk  aoua 
lequel  l'équilibre  cominenoera  k  se  rompre ,  ou  èlm 
tel  qu'on  ait  tangi  >/  (  n""  369).  Les  composinles 
de  P  9  parallèles  et  perpendiculaires  à  ce  plan ,  seront 
P  sin  I  et  P  cos  i.  La  première ,/  diminuée  du  (raCte* 
ment  H,  sera  la  force  motrice  du  mobile ,  dont  M  est 
la  masse  ;  en  appelant  z  l'espace  parcouru  au  bout  du 
temps  t,  on  aura  donc 

M  ^=:  Psînf  —  H, 

D'ailleurs,  la  pression   sur  ce   plan  étant  lautre 
composante  Pcosi,  on  aura  aussi 

H  ss  KPcwi; 

à  cause  de  P^^Mg,  l'équation  précédente  deviendra 
donc 

3^  =  (i  —  Acot/)gsini; 

ce  qui  montre  que  le  mouvement  sera  uniformé- 
ment accéléré,  et  le'  même  oue  si   le  frottement 
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n'existait  pas,  et  que  le  sinus  de  rinclinaîson  fût 
diminaé  dans  le  rapport  de  i-— A  cot  i  à  runité.  Cette 
quantité  i — h  cote  est  positive ,  puisque  Ton  a^  par 
hypothèse,  A</et/cott  <  i. 

2fii.  Le  frottement  H  étant  proportionnel  à  ia 
presfiidb ,  et  indépendant  de  l'étendue  de  la  surface 
frottante,  il  s'ensuit  que  les  poids  P  et  P'  du  n""  4^7 , 
restant  les  mêmes ,  le  mouvement  de  P  sur  le  plan 
horisontal  ne  changera  pas,  quelle  que  soit  l'étendue 
de  sa  base ,  pourvu  qu'elle  ait  toujours  le  même  degré 
de  poli.  Ainsi ,  en  prenant  pour  ce  corps  un  parallé- 
lépipède rectangle,  d'une  matière  homogène ,  et  dont 
tontes  les  faces  soient  également  polies ,  son  mouve- 
ment horizontal  sera  toujours  le  même,  si  on  le  pose 
successivement  sur  chacune  de  ses  faces  ;  et  il  en  sera 
encore  de  même,  sur  un  plan  incliné,  sans  le  secours 
du  poids  P^ 

An  reste ,  cette  proposition,  que  le  frottement  est 
indépendant  de  l'étendue  et  du  contour  de  la  base  de  P^ 
et  simplement  proportionnel  au  poids  P,  revient  à  dire 
qu'a  chaque  point  de  cette  base,  le  frottement  est  pro- 
portionnel a  la  pression  relative  a  ce  point.  En  efiet , 
soient  b  cette  base,  ^f^*  l'un  de  ses  élémens  différentiels, 
et  pd7  la  pression  verticale  que  supporte  cet  élément, 
de  sorte  que  p  représente  la  pression  rapportée  à 
l'unité  de  surface.  Il  faudra  que  la  résultante  des 
pressions  exercées  sur  tous  les  élémens  de  £ ,  repro- 
duise le  -poids  P  appliqué  au  centre  de  gravité  G  ; 
il  faudra  donc  qu'on  ait 

fpda  =  f;        (a) 
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^  si  Yen  mène  par  la  projectioa  du  point  6  sur  le 
plan  fixe,  deux  axes  horixontanx  et  rectangnlaires, 
dont  l'un  sera ,  par  exedaple ,  la  projection  de  la 
droite  GB,  et  qu*on  appelle  x  la  distance  deibrk  cette 
projection,  etjr  sa  distance  à.lVintre  axe ,  on  diFfra 
aussi  avoir  '^  • 

fxpdcrz=zo,    fjrpdarssio;       (5) 

ces  intégrales  et  celle  que  contient  l'équation  (a)  a'é- 
tendant  à  la  base  b  tout  entière.  Cela  étant ,  supposons 
le  frottement  de  l'élément^  sur  le  plan  fixe,  propor- 
tionnel il  la  pression  pdff  qull  éprouve ,  et  représen- 
tons-le par  hpih ,  en  désignant  par  h  un  coefficient 
indépendant  de  p  et  relatif  k  la  nature  de  la  sur- 
face do'  ;  nous  aurons 

n=:/hpd(r, 

pour  le  frottement  total;  et  comme  les  frottemens 
de  tous  les  élémens  sont  parallèles  à  la  direction 
GB  du  mouvement,  si  Ton  appelle  x^  la  distance 
de  leur  résultante  H  au  plan  vertical  passant  par  la 
droite  GB,  on  aura  également 

HLr^  =  fhxpdj. 

Or,  si  la  base  du  mobile  a  le  même  degré  de  poli 
dans  toute  son  étendue,  le  coefficient  //  sera  constant, 
et  il  en  résultera 

ll:=zhfpdffzszhV,     nx^  =  hfxp(ùr  =  o; 

par  conséquent ,  le  frottement  total  ne  dépendra  que 
du  poids  P,  quels  que  soient  Tétendue  et  le  contour 
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de  ia  base  ;  et  la  direction  de  cette  force  tombaot , 
k  cause  de  x^  s=  o ,  dans  le  plan  vertical  passant  par 
la  droite  GB ,  elle  ne  pourra  imprimer  aucune  rota- 
lion  au  mobile ,  dont  le  mouvement  sera  parallèle  à 
ce  plan ,  comme  on  l'a  supposé. 

Lorsque  les  centres  de  gravité  du  poids  P  et  de  la 
base  b  sont  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à 
cette  base  9  comme  dans  le  cas  d'un  prisme  on  d'un 
^liodre  vertical ,  on  satisfait  aux  équations  (a)  et  (b)^ 
en  supposant  la  pression  p  constante  et  égale  au  rap- 
port de  F  k  b.  Réciproquement,  pour  une  valeur 
constante  de  p ,  les  équations  {b)  donnent 

/xdtT  =s  o ,        J^dr  =  o  ; 

ce  qui  exige  que  le  centre  de  gravité  de  b  coïncide 
avec  la  projection  horizontale  du  poini  G;  par  con- 
séquent, lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie,  la 
pression  p  varie  nécessairement  d'un  point  k  un  autre 
de  la  base  du  mobile.  La  détermination  de  sa  valeur 
en  un  point  quelconque  est  alors  un  problème  très 
difficile ,  qu'on  ne  peut  résoudre  qu'en  ayant  égard  à 
la  flexibilité  de  la  matière  du  mobile  et  k  celle  du 
plan  horizontal  sur  lequel  il  s'appuie,  et  qui  donne- 
rait lieu,  sans  cette  considération,  à  une  indéter- 
mination apparente,  comme  dans  le  problème  du 

Si  Ton  suppose  que  les  deux  centres  de  gravité 
soient  sur  une  même  verticale,  on. aura  donc  k  la 
fois,  quel  que  soit  le  coefficient  h , 

pzsi-Tf     H  ^  lf^^^  9     ocjhdj  ^r^pixdfx. 
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Par  conséquent ,  la  base  restant  la  même ,  le  frotte- 
ment total  H  sera  proportionnel  au  poids  P,  comme 
si  le  degré  de  poli  était  le  même  dans  tonte  l'etendoe 
de  cette  base  ;  mais ,  en  général ,  on  n*anra  pins 
x^  =  Oj  la  direction  de  la  force  H  ne  coïncidera  pins 
avec  la  projection  horizontale  de  la  droite  GB,  et 
quand  le  poids  F  entraînera  le  poids  P  sur  le  plan 
horizontal ,  le  frottement  fera  tourner  le  mobile  au- 
tour de  la  verticale  qui  passe  par  son  centre  de 
gravité  G. 

46a.  Le  poids  P  étant  toujours  posé  sur  un  plan 
fixe  horizontal ,  et  la  projection  horizontale  du  point 
G  coïncidant  avec  le  centre  de  gravité  de  la  base  b , 
supposons  que  l'on  imprime  à  ce  corps ,  par  un 
moyen  quelconque ,  des  quantités  de  mouvement 
parallèles  au  plan  fixe ,  qui  ne  le  fassent  pas  trébu- 
cher,  c'est-à-dire  y  qui  ne  détachent  pas  sa  base  b 
de  ce  plan.  Le  mobile  prendra  deux  mouvemens 
horizontaux ,  l'un  de  translation ,  qui  sera  celui  de 
son  centre  de  gravité  G,  et  l'autre  de  rotation,  au- 
tour de  la  verticale  passant  par  ce  point.  Or,  il  s'a- 
git d'examiner  l'influence  du  frottement  sur  ces  deux 
mouvemens  différens. 

hp 

Représentons  par  -,-  ch  le  frottement  éprouvé  par 

l'élément  do"  de  b ,  et  dont  la  direction  sera  con- 
traire à  celle  de  la  vitesse  de  cet  élément.  Appe- 
lons r  sa  distance  à  l'axe  de  rotation  ;  au  bout  du 
temps  t ,  désignons  par  x  et  /  les  coordonnées  rec- 
tangulaires du  centre  de  gravité  de  h ,  rapportées 
a  des  axes  fixes  menés  arbitrairement  dans  le  plan 
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barûsontal ,  et  par  0  Fangle  que  fait  r  arec  le  pro- 
longement de  X.  Les  coordonnées  de  dur  seront^  au 
même  instant  ^  x  -f-  r  cos  0  et  j^  4-  r  sin  0  ;  et  si 
Ion  désigne  par  sf  la  vitesse ,  et  par  a  et  f  les  an- 
gles que  fiût  sa  direction  avec  des  parallèles  aux  axes 
des  X  etj,  on  anra 


dx  •    A  di     \ 


(•) 


l'COSbsSS-f- 


poor  les  denx  composantes  de  cette  vitesse.  Celles 
du  frottement  seront ,  en  même  temps , 

— -j-cosflMw-,     — T-cosbatr. 

Or^  le  mouvement  du  centre  de  gravité  G  étant  le 
même  que  si  la  masse  dn  mobile  y  était  concentrée , 
et  que  les  forces  motrices  de  tous  ses  points  y  fussent 
appliquées  parallèment  à  leurs  directions,  nous  au- 
rons, pour  les  équations  de  ce  mouvement , 

en  désignant  par  g  la  gravité,  de  sorte  que  -  soit  la 

masse,  et  supposant  le  coefficient  h  constant  dans 
tonte  rétendue  de  b. 

En  même  temps,  le  mobile  tournera  autour  de  la 
verticale  passant  par  le  point  G,  comme  si  cette 
droite  était  fixe,  et  que  les  forces  qui  agissent  sur  ce 

i6.. 
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corps  ne  fussent  pas  changées.  Le  rooment  da  frol- 
tement  de  dv  sera  égal  à  la  différence  des  momeiH 
de  ses  deux  composantes,  et  aura  pour  valeur 

APc 


• ï .r««.»T f- 

en  sapposant  que  la  rotation  a  lieu  dans  le  sens  où 
l'angle  8  augmente,  c'est-à-dire,  de  l'axe  des x positives 
vers  celui  des  j-  positives.  Cela  étant ,  si  l'on  désigne 
par  a>  la  vitesse  angulaire  du  mobile  au  bout  du 

temps  t,  et  par  —  son  moment  d'inertie  par  rapport 

à  l'axe  de  rotation,  on  aura  (o"  S93) 

jf  ^=  —  ^/(cDsffcos9  — cos«5inô)n/ff,    (5) 

pour  l'équation  du  mouvement  autour  de  cet  axe , 
dans  laquelle  on  fera  ut=  ~ ,  et  l'on  étendra  l'iuté- 


DYliàMIQUE,  SEOHVIIE  PkVtlE.  ^  é4S 

et  pour  que  les  équations  (a)  soient  satisfaites ,  il  fim^ 
dn  que  les  intëgfalea  /ûa^d^  et  /co&^di  soient 
nulles  ;  ce  qui  ne  dépendra  que  du  contour  de  6 ,  et 
aura  lîeii^  par  m^empley  toutes  les  fois  qu'il  sem  éf^ 
métrique  autour  du  centre  de  grayité  de  cette  base. 
L'équation  (5)  deviendra 

d'où  Ton  tire 

dm  ^_  hc^ 

Â  ~  ""   SF' 

en  appelant  c  la  constante  fnh.  Le  mouyement  de 
rotation  sera  donc  unîformémeot  retardé  ;  et  si  Fou 
appelle  Cl  la  vitesse  initiale  angulaire^  on  aura,  à  un* 
instant  quelconque  p 


Cl 


ce  qui  nsontre  que  ce  mouvemetit  se  terminera  au; 
bout  d'un  temps  exprimé  par  *j^  ,  pour  lequd  oa 

aura  c»  =  Oy  et  le  corps  sera  en  repos. 

Lorsque  la  vitesse  de  rotation  sera ,  au  contraire  ^ 
tiès  petite  par  rapport  à  celle  du  mouvement  de 

translation^  et  qu'on  négligera  lé  eftrré  ^^  ^  ^  ^  1^ 

équations  (  i  )  donneront 

ea  désignant  par  u  la  vitesse-  du  point  G  ;  de  sorte 
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On  dédaira  de  Ut  et  des  mêmes  équations  (i) 

1         I    .     I  fax  .     *        dr        .\  nf6 
V         u    '    u^\dt  dl  /  dt  ' 


I  fax        f. 


dy  rd5 


_!*:. 


se= 


L'origine  des  coordonoëes  polaires  /'  et  fl  étant  le 
centre  de  gravité  de  la  base  i,  on  a  d'ailleurs 

frsinèdiT  =  o,      yrcosfldir  =  o. 

Cela  étant,  si  Toa  substitue  ces  valeurs  de  ces  a  et 
cos^  dans  les  équations  (3),  et  si  l'on  observe  que 
y^7  ^l>,  elles  deviendront 
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Les  intégrales  complètes  des  équations  (4)  sont 

—  =  (a  — Ag^)cosf,     ^^{a—hgt)sm€; 

m 

a  et  €  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  On  en 
déduit 

u  ^=z  a  —  hgt; 

et  l'on  voit  que  le  mouvement  du  point  G  sera  uni-^ 
formément  retardé  ^  et  que  a  et  €  «leront  la  vitesse 
initiale  et  l'angle  que  sa  direction  fait  avec  Taxe 
des  X.  L'équation  (5)  devient 

d^ hgy*        di 

dl-  k^{a—hgt)  dï  ' 

son  intégrale  complète  est  donc 

en  désignant  par  il  la  constante  arbitraire,  qui  ex- 
primera la  vitesse  angulaire  initiale.  Les  valeurs  de 

dû 

uet  ^  on  a>,  seront  d'autant  plus  approchées ,  que 

le  produit  de  Q  et  de  la  plus  grande  valeur  de  r  sera 
une  plus  petite  fraction  de  la  vitesse  u  ;  elles  mon- 
trent que  les  mouvemens  de  translation  et  de  ro- 
tation finiront  ensemble,  au  bout  d'un  temps  égal 

•^' 

Lorsqu'un  corps  solide  se  meut  sur  un  plan  fixe  j^ 
en  le  touchant  constamment  par  un  seul  point  de 
sa  surface,  il  peut  arriver  plusieurs  cas  qu'il  im-^ 
porte  de  distinguer. 


'  • 
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i^  Le  corps  peat  rouler,  mq0  glisser^  mt  la  plaa 
fixe,  dé  manière  que  lei  deux  conilies  tracées  n|r  œ 
plan  et  sur  la  snrfiux  4il  mobile,  qui  sont  lès  Kenz 
géométriques  de  leurs  ppintsf de  contact  fucceasifi , 
aient  constamment  des  longueurs  égales. 

a*.  Le  mobile  peut  touraer  sur  lui-même,  en  tou- 
chant constamment  le  plan  fixe ,  en  un  même  point 
deee  pian. 

S^«  Le  corps  peut  glisser  sans  tourner,  de  sèMe  quis 
le  point  de  contact  êoit  constamment  le  même  pmtit 
de  sa  surfisice. 

4*.  Enfin ,  il  peut  glisser  et  tourner  à  la  fins  sur  le 
plan  fixe. 

Dans  le  deuxième  et  dans  le  troisième  cas,  le  frol^ 
tement  du  mobile  contre  le  plan  fixe  est  le  même 
que  si  le  contact  ayait  une  étendue  quelconque  ;  sa 
grandeur  est  proportionoelle  à  la  pression  qui  a  lien 
m  point  de.  contact,  çt  sa  direction  contraire  à  edb; 
de  la  Titesse  de  ce  point.  En  le  désignant  par  H ,  et 
la  pression  par  P,  on  a  H  =  AP  ;  le  coefficient  h  étant 
le  même  que  dans  le  n^  4^8.  Cette  loi  est  une  consé- 
quence de  ce  que  le  firottement  est  indépendant  do 
retendue  du  contact;  elle  aurait  besoin,  toute&MS, 
d*ètre  yérifiée  par  des  expériences  directes.  La  forée 
H  est  ce  qu'on  appelle  un  frottement  de  la  j^remiàit 
espèce. 

Dans  le  premier  cas,  le  frottement  du  mobile 
contre  le  plan  fixe  se  nomme  un  frottement  de  se^ 
conde  espèce.  L'obsenration  fait  voir  que  cette  force 
est  généralement  très  petite,  et  peut  être  négligée. 

Dans  le  dernier  cas,  les  deux  espèces  de  frottement 
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oot  liea  ei^  ménoe  temps  ;  on  néglige  celai  de  la  se- 
ooode  espèce  par  rapport  an  frottement  de  la  pre- 
mière espèce,  qui  est  dirige,  li  chaque  instant ,  en  sens 
contraire  de  la  yitesse  du  point  de  contact,  et  tou- 
jours proportionnel  k  la  pression  en  ce  point. 

Ces  résultats  ne  conviennent  pas  au  cas  où  le  point 
de  contact  est  l'extrémité  d'une  pointe ,  ou  quand  il 
appartient  à  une  arête  vive;  ils  auront  encore  lieu 
lorsque  le  mobile  sera  un  cylindre  qui  touchera  le 
plan  fixe  suivant  une  ligne  droite;  et,  toutes  les  fois 
que  sa  surfAce  n'aura  ni  pointes  ni  arêtes  vives ,  ils 
suffiront  pour  former  les  équations  difiërentielles  des 
monvemens  de  translation  et  de  rotation.  L'exemple 
suivant  montrera  comment  on  en  devra  faire  usage 
pour  cet  objet. 

464*  Je  suppose  que  le  mobile  soit  une  sphère  ho- 
mogène, posée  sur  un  plan  fixe  horizontal.  On  im- 
prime à  ce  corps  un  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  diamètre  horizontal ,  et  à  son  centre  une  vitesse 
horizontale  et  perpendiculaire  è  ce  diamètre.  Il  est 
évident  que  le  mobile  tournera  autour  de  ce  dia- 
mètre, qui  sera  transporté  parallèlement  à  lui-même 
et  au  plan  fixe,  et  que  le  centre  de  figure  e1  de  gra- 
vité décrira  une  droite  horizontale ,  dans  le  plan  ver- 
tical perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation.  Il  s'agit  de 
déterminer,  à  un  instant  quelconque ,  les  vitesses  de 
ces  deux  monvemens. 

La  figure  14  représente  une  section  du  mobile, 
perpendiculaire  à  son  axe  de  rotation  et  passant  par 
son  centre  G.  La  droite  AKB  est  la  section  du  plan  fixe  ; 
la  parallèle  CGD  est  la  droite  que  décrit  le  point  G  , 
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et  le  ccmtact ,  au  faoat  du  temps  qoelooiNpie  <  y  a  lien  as 
point  K.  A  cet  instant,  soient x  la  dirtanœ  CG,  oomp- 

tëe  à  pardr  dn  point  fixe  C ,  ^  layitessedn  pointG, 

m  la  Titesse  angulaire  dn  mobile  autour  de  son  axe 
de  rotation,  qui  sera  regardée  comme  positive  ou 
comme  négative,  selon  que  la  rotation  aura  lieu  dans 
le  sens  indiqué  par  la  flèche  ^  ou  en  sens  contraire. 
En  appelant,  au  même  instanj,  9  la  vitesse  absolne 
du  point  K,  et  désignant  par  c  le  rayon  CG  de  la 
splière^  on  aura 

dx 
•       1»  sa  gj.  -f  c». 

r 

Selon  que  cette  quantité  sera  positive  ou  négative ,. 
le  point  K  s'avancera  vers  B  ou  vers  A  ;  et  le  frol-» 
tement  qui  a  lieu  en  ce  point  K  en  sens  contraire 
de  Pf  sera  dirigé  suivant  SA  on  suivant  KB.  Qirimd 
on  a  v=iOf  le  corps  roule  sans  glisser^  et  le  frotter 
ment  n'est  plus  que  de  la  seconde  espèce. 

Cela  posé ,  désignons  toujours  par  P  le  poids  da 

corps ,  par  g  la  gravité ,  par le  moment  d'inertie 

par  rapport  à  Taxe  de  rotation ,  et  par  KP  le  frot- 
tement au  point  K.  En  supposant,  pour  fixer  les 
idées,  la  vitesse  9  positive,  et,  conséquemment ,  le 
frottement  dirigé  suivant  KA ,  les  équations  différen- 
tielles des  mouvemens  de  translation  et  de  rotatioa 
seront 

^^—hg,     f^=x— %;       (a) 
car  le  centre  G  devra  se  mouvoir  comme  si  la  massa 
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-  da  mobfle  y  était  réunie  ^  et  que  le  frottement  y 

fût  appliqué  parallèlement  à  sa  direction;  et^  en 
même  temps,  le  mobile  devra  tourner  autour  de 
son  axe  de  rotation ,  comme  si  cet  axe  était  fixe,  et 
que  le  point  d'application  du  frottement  et  le  sens 
de  cette  force  ne  fussent  pas  changés.  Le  mobile  étant 
une  sphère,  on  a  aussi 


*•  = 


2C* 


les  équations  précédentes  auraient  encore  lieu ,  mais 
avec  une  valeur  différente  de  A:*,  si  ce  corps  était 
un  solide  de  révolution,  ou  un  cylindre  droit  à 
base  circulaire,  tournant,  dans  ces  deux  cas,  autour 
de  Taxe  de  figure. 

En  supposant  le  coefficient  h  constatit,  et  intégrant 
les  équations  (a),  on  a 

^  =  a  —  Ag^ ,      (»  =  a ^'  ;     (b) 

a  et  et  étant  les  deux  constantes  arbitraires  qui  repré- 
senteront  les  valeurs  initiales  des  vitesses  j-  et  a?.  On 
aura ,  en  même  temps , 

i'  =  a  +  ca  —  (i  -f-  jr)f^8^* 

• 

Par  hypothèse,  la  constante  a-^ca  est  positive; 
la  vitesse  v  Test  donc  aussi  pendant  un  temps  0 , 
au  bout  duquel  elle  est  nulle  ,  et  qui  a  pour  valeur 

û  (g  +  c*)k^    2(a  4-  c») 
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dans  le  cas  d«  la  sphèie.  Fendant  l'intervalle  de 

temps  6,  les  Taleurs  précédentes  de  ir  «t  ^  nb^ 

ebteiooty  et  ksdeox  moQTeneiu  da  mobile  seront  uni- 

iformément  retardés.  Au  bout  d*an  temps  égtl  à  ^  U 

valeur  de  ^  sera  nnlle;  si  donc  oe  teorps  est  mûindrt 
que  0,  ce  qui  aura  lieu  si  Ton  a 


dm  M  ' 

k  vitesse  ^^  deviendra  native  au-delà  de  /xs-r-» 

et  le  centre  de  la  ^pbère  rétrogradera.  Cest  oe  ^ 
arrive  p  par  exemple  f  lorsqu'on  frappé  une  faille  de 
JiiUard^  de|  manière  à  la  fkire  tourner  rapidenient 
autour  d*un  diamètre  horizontal  et  à  fiûre  avancer 
en  même  temps  son  centre  avec  une  moindre  vitesse^ 
en  sorte  que  les  quantités  a  et' et  soient  toutes  deux 
positives  et  satisfassent  à  l'inégalité  précédente.  Le 
frottement  contre  le  tapis  détruit  bientôt  le  mou- 
vement de  translation  ;  mais  le  mouvement  de  rota- 
tion subsistant  encore  ^  le  frottement  continue  d'agir 
en  sens  contraire  de  ce  dernier  mouvement  ;  et  c'est 
cette  force ,  transportée  au  centre  de  gravité  ^  qui  le 
ramène  vers  son  point  de  départ. 

Si  p  à  l'origine  du  mouvement  ^  la  sphère  ne  tourne 
pas  p  de  sorte  qu'on  ait  a  =  o ,  ou ,  plus  généra- 
lement p  si  l'on  a 

9- 
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la  vitesse  j-  ne  deviendra  pas  nulle  avant  la  vi- 
tesse p,  et  le  centre  G  ne  rétrogradera  pas.  Mais 
dans  tons  les  cas  ^  au  bout  du  temps  6,  le  point 
d'appui  K  du  mobile  n'ayant  plus  de  vitesse ,  le  frpt- 
tement  hP  de  la  première  espèce  disparaîtra;  la  sphère 
continuera  de  rouler  sans  glisser  ;  et  il  se  produira  un 
fix>ttenient  qui   ne  sera   plus  que  de   la   seconde 

eqpeee.  IjCS  vitesses  -^  et  oê  deviendront  constantes , 

ou  ne  décroîtront  plus  que  très  lentement  ;  leurs  va-* 
leurs  seront  celles  des  formules  (b) ,  qui  répondent 
à  I  =s  0  9  savoir  : 

dx         5a-*-2Câc  ac«-^5a  . 

c/  7  7C 

Ainsi ,  Feffet  général  du  frottement  ordinaire  ou 
de  k  première  espèce ,  est  de  i^uire  au  repos  les 
eorps  qui  gli&sent  sans  tourner,  et  de  réduire  seu- 
lenïent  à  Tuniformité  et  à  l'égalité ,  en  sens  opposés , 
lea  demc  mouvemens  des  corps  qui  glissent  et  roulent 
en  même  temps.  Dans  un  vide  parfait,  le  roulement 
da  mobile  qui  résulte  de  ces  deux  mouvemens ,  sub- 
sisterait indéfiniment ,  et  le  frottement  de  la  seconde 
espèce  maintiendrait  la  vitesse  i^  nulle ,  et  les  deux 

vitesses  ^  ot  ai  égales  et  contraires.   Mais  la  ré- 

sistaace  de  l'air  trouble  cette  égalité  ;  le  frottement 
de  la  première  espèce  reparait ,  et  le  concours  de 
cea  deux  forces  finit  par  réduire  le  mobile  à  l'état 
de  repos. 


a54  TRAlTf,  DE  MÉCANIQUE. 

CHAPITRE  VII.  Zl 

DD  CHOC  DES  CORPS  BE  VOBME  QDELCONQCnE.   ^f 

465.  La  position  et  l'état  d'an  corps  solide  en 
mouvement,  sont  complètement  détermiaés  à  an 
instant  donné  ,  lorsque  l'on  connaît ,  à  cet  instant , 
les  coordonnées  de  son  centre  de  gravité,  les  com- 
posantes de  la  vitesse  de  ce  point ,  les  directions  des 
trois  axes  principaux  qui  se  coupent  en  ce  même 
point ,  et  les  composantes  de  la  vitesse  angtdaire  de 
rotation  autour  de  ces  trois  axes.  Si  ce  corps  est 
rencontré  par  un  autre  mobile,  pour  lequel  toutes 
ces  choses  soient  également  coonués,  les  compo- 
santes de  leurs  vitesses  de  translation  et  de  rotation 
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tîon  après  le  choc,  au  moyen  de  ces  mêmes  quantités 
âvmnt  le  choc,  et  d'après  la  forme  et  la  situation  rela- 
tiTCs  des  mobiles. 

Nous  allons  donner  la  solution  générale  de  ce  pro- 
l^ème,  dans  les  deux  cas  extrêmes  où  lai  mobiles 
sont  mous  et  dénués  d'élasticité ,  et  où  ces  corps  sont 
aa  contraire  parfaitement  élastiques. 

466.  Supposons  d*abord  que  les  mobiles  soient 
an  nombre  de  deux  ,  qu'ils  se  touchent  par  un  seul 
point ,  et  qu'ils  soient  entièrement  libres.  Soient  M 
et  M^  leurs  masses  ,  G  et  G'  (  fig.  i5  )  leurs  centres 
de  grayité  ,■  K  leur  point  de  contact ,  HKH^  la  nor-« 
maie  à  leurs  surfaces  en  ce  point.  Soient  aussi  Gx, 
Gjjr^  Gz,  les  axes  principaux  de  M,  etG'x',  G^y, 
G V ,  ceux  de  M'. 

Immédiatement  avant  le  choc ,  désignons  par  u , 
u,Wplès  composantes  de  la  vitesse  de  ^G  suivant 
les  axes  Gx ,  Gj,  Gz  ;  appelons  en  même  temps  éo  la 
vitesse  angulaire  de  M  autour  de  Taxe  instantané 
de  rotation,  passant  par  le  point  G,  et  ^,  ^ ,  r,  les 
trois  composantes  de  celte  vitesse ,  autour  des  mêmes 

axes  Go:,  Gjr,  Gz;  en  sorte  que  -,-,-,  soient  les 

cosinus  des  angles  que  Taxe  instantané  fait  avec  ces 
trois  droites  (  n*  407  ) ,  et  qu'on  ait 

^  C7»  =  ^»  -j-  ç*  -|-  r*. 

Cela  étant,  si  x ,  jr,  z,  sont  les  trois  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  M ,  rapportées  aux  axes 
Gjc  ,  Gtjr,  Gz ,  les  composantes  de  sa  vitesse ,  paral- 
lèles à  ces  axes  et  provenant  de  la  rotation  du  mo-* 
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bile  (  n*  4 1 S )  ^roat  9;^ — ry  ^  rx — />z,  PX^^qoc; 
par  coDséquenty  on  aura  celles  de  sa  vitesse  absolue, 
en  y  ajoutant  les  composantes  u^  ^fW  ^  de  la  vitesse 
du  point  G  ;  ce  qui  donne 

Je  désigne  par  «^ ,  «^^ ,  w^ ,  p^,  q.^r^f  ce  que  de- 
viennent u,  s^fWf  Pfqf  r,  immédiatement  après  le 
choc.  En  observant  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  Xf  jTf  z,  ue  change  pas  sensiblement  de  posi- 
tion pendant  le  choc ,  les  trois  composantes  précé- 
dentes deviendront 

et  comme  les  axes  Go: ,  Gjr,  Gz ,  auxquels  elles  sont 
parallèles,  sont  aussi  supposés  immobiles,  pendant 
le  choc ,  on  aura  les  vitesses  perdues  par  ce  point  sui- 
vant ces  axes ,  en  retranchant  ces  dernières  quantités 
des  précédentes.  Si  donc  on  désigne  par  dm  l'élément 
de  la  masse  M  qui  répond  aux  coordonnées  x,  y^  Zp 
nous  aurons 

[u  —  u^  +  (q  —  7>  —  (^  —  0/]^t 

[^  —  ^/  +  (^  —  O^—  (P  —  P,)^]^h 
[w  —  w^  +  (p  —  p;\jr—  (q—  q;)x]dm, 

pour  les  composantes  parallèles  à  Go:,  Gy^  Gz^  de  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  dm ,  pendant  la 
durée  du  choc. 

En  vertu  du  principe  général  de  la  Dynamique 
(u*  355)  ,  les  quantités  de  mouvement  ainsi  perdues 
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psrfif.et  M'  devront  se  faire  équilibre  ^  et ,  d'après 
ce  qu'on  a  tu  dans  le  n?  ^65,  on  formera  les  équations 
>d'éqaillbre  de  ces  deux  corps  solides,  appuyés  Tun 
<cmtre  Tautre,  en  considérant  chacun  d'eux  isolément, 
après  avoir  joint  aux  forces  relatives  à  M ,  une  force 
inconnue  N,  dirigée  suivant  KH ,  et  aux  forces  ap- 
pliquées h  M',  ht  même  force  N  agissant  au  point  K 
suivant  KW. 

Ces  forces  N,  dirigées  suivant  KH  et  KH',  seront 
les  quantités  de  mouvement  imprimées  par  le  choc 
aux  masses  M  et  M';  â,  ^ant  d'écrire  les  équations 
d'équilibre,  ou  peut  remarquer  que  les  effets  du 
choc,  qu'elles  serviront  à  déterminer,  seront  les 
mémes^  pour  la  masse  M ,  par  exemple ,  que  si  l'on 
appliquait  à  une  partie  arbitraire  ft  de  cette  masse , 
ayant  son  centre  de  gravité  sur  la  droite  KH,  une  vi- 
tesse k  parallèle  à  KH,  et  telle  que  l'on  eût  fik=sîi; 
car  il  est  évident  que  la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  de  fc  serait  N ,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion :  la  percussion  exercée  sur  M,  suivant  KH,  équi- 
vaut donc  toujours,  comme  nous  1  avons  dit  dans  le 
n*"  435  ,  à  des  vitesses  égales,  imprimées,  parallèle- 
ment à  cette  normale  KH,  à  tous  les  points  d'une 
partie  de  M ,  qui  a  son  centre  de  gravité  sur  cette 
droite. 

467.  Cela  posé,  désignons  par  a,  b,  c,  les  trois 
coordonnées  de  K ,  rapportées  aux  axes  Go:,  Gj^  Gz, 
et  par  a,€ ,  y,\es  angles  que  la  droite  KH  fait  avec 
des  parallèles  à  ces  axes,  menées  par  le  point  K  ;  les 
six  équations  d'équilibre  des  quantités  de  mouve- 
ment perdues  par  tous  les  points  de  M,  seront 
2.  17 
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N  008  «  +/[ii  —  «,+  (i — î,)a— (r—  r1jidin=o, 

•  «  *    ■ 

If(aco8^ — Âcosa) 
•+*/[«'  —  *'.  +  (r— r,)ar—  (  j^— p,)  «]  Jtdi» 

« 

N(C008e(,  — aC08>) 

— /[w—  w^  +  (p  —  p,)^  —  (9—  g,)  ae\  açdms^  o, 

N  (^  eoe  7- ->•  c  008  ^) 
^../[h»— w,  +  (p-^pt)jr  —  (î— î^a]jd» 

ks  iat^pcaki  a'eteiidâiit  à  ht  maœ  entièra  IL.    . 

A  Cause  qne  le.p<ÛDt  6  est  le  œntre  de  gnvilé 
^  Mp  et  qne  G«>  Gj,  Gs,  sont  sel  «leepriiici^ 
peux,  oa  a 

/xdm  sso,    fydm  =o,    fzdmz=iOp 
fy%dm^szo^    fzxdmzs.0^  fxydm^szo. 

I^ignoDS,  de  plus,  par  A,  B,  C,  les  moment  dîner- 
tie  de  M  par  rapport  à  ces  mêmes  axes,  de  sorte 
qn'on  ait 

A=:/(7*+z*>foi,  Bc=r/(i-+x*>/m,  C=/(»S:;^>Afi. 

■ 

En  observant  quey2A?i=s  M,  les  six  équations  d'équi* 
libre  se  réduiront  a 
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Ncos£e  +  M  (w  —  u^  =  o, 

NcosC  -f-  M(p  —  i^J  =  o, 

Ncosj.  +  M(w — w^)  =  o,  I 

N(acosf  —  icosa)  +  C(r— rJ  =  o,  ^  ^'' 

N  (c  C08 a  —  acos  >)  +  B  (ç'  —  jf^)  =  o , 

N  (^  COS  }.  -^  C  €08  f  )  4- A(/l— ;  ^^)s=:  o.  • 

Par  rapport  à  M'  et  à  ses  axes  principaux  G'x', 
d'y,  GV,  je  désignerai  les  quantités  qui  entrent  dans 
ces  équations  par  les  mêmes  lettres,  avec  un  trait  su- 
périeur; en  sorte  que,  par  exemple,  a',  C,  y',  se- 
ront les  angles  que  fait  la  droite  KH^  avec  des  paral- 
lèles à  ces  axes ,  menées  par  le  point  K  ^  et  que  a^, 
h%  d^  seront  les  coordonnées  de  ce  point,  raj^rtées 
à  ces  mêmes  axes.  En  observant  que  la  grandeur  de 
N  doit  être  la  même  pour  les  deux  corps  M  et  M^,  les 
ëqnations  d'équilibre  des  quantités  de  mouvement 
perdues  par  Miseront 

Ncos(*'  +  M'(tt'—  tt/)  =  o, 
NcosC'-f-M'(i^—  0=^0, 

M  (a'cos  G  —  U  cos  a!)  +  C(a^  -  0  =  0,  ^    ^  ^ 
N  (c'cos  et'  —  d  cos  >0  -f-  B'(/— 7/)  =  o , 
N  (i'cos  y—  d  cos  r)  -f- P^\p'—p!)  =  o. 

Outre  les  douze  inconnues  u^^if^yW^^  w/,  (^/,  fv/, 

Pi9  ?/»  ^19  Pi 9  î/'  ^'^  ^^®  contiennent  ces  douze 
équations  Ci)  et  (2),  elles  renferment  encore  FincSoi»- 
nue  N;  elles  seront  donc  en  nombre  insuffisant  pour 
déterminer  ces  treize  inconnues  ;  ^t  il  7  fiiudrm  joindre 

17.. 
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une  treizième  équation,  que  l'on  obtiendra  par  la— J 
considération  suivante ,  dans  le  cas  des  corps  dénoés-^ 
delasticilé.  1 

J^68■  La  solution  du  problème  serait,  en  effet,  in-    1 
détermine'e ,  si    l'on    considérait   les  deux   mobiles-  !i 
comme  absolument  durs ,  et  qu'on  fit  abstraction  de    I 
la  compression  qu'ils  éprouvent  pendant  la  durée  du 
choc.  Mais  en  ayant  égard  à  cette  compression  »  quel-    u 
que  petite  qu'on  la  suppose,  on  conçoit  qu'elle  est 
due  à  ce  que  les  points  des  deux  mobiles,  par  les-    j 
quels  ils  viennent  se  toucher,  n'ont  pas  la  même    ,' 
vitesse  suivant  la  normale  commune  à  leurs  sur- 
faces. A  raison  de  la  différence  des  vitesses  normales 
de  ces  deux  points,  les  deux  corps  s'appuient  et  se 
compriment  graduellement  l'un  contre  l'autre  ;  ea 
même  temps,  cette  différence  diminue  par  degrés 
infiniment  petits,  jusqu'à  ce  qu'elle  ait  entièrement 
disparu;  et  quand  les  deux  mobiles  sont  dénués  d'é- 
lastîcilé,  le  phénomène  du  choc  est  achevé  à  l'ins- 
tant où  cette  différence  est  devenue  nulle ,  et  ces 
deux  corps  conservent  la  forme  qu'ils  ont  prise  à 
cet  instant  de   leur  plus  grande  conipression.  C'est 
cette  égalité  des  vitesses  normales  des  deux   points 
de  contact,  à  la  fin  du  choc,  qui   fournit  la  trei- 
zième équation  demandée,  et  qui  fait  disparatlre 
l'indétermination  du  problème. 

En  tant  que  le  point  K  appartient  au  corps  M, 
ses  coordonnées,  rapportées  aux  axes  Gx,  G^,  Gz, 
sont  a,  b,  c  ;  en  les  substituant  à  la  place  de  x, 
J,z,  dans  les  formules  du  n*  4^r  <3°  ^»  îmmé- 
dintement  après  le  choc,  «,-+-7,c —  r^b,  v^~\-rn — pc. 
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fv^  '^ p^b '^qfi  f'pouT  les  composantes  de  sa  vitesse 
ptnlièles  à  ces  trois  axes  ;  et  comme  ot ,  C,  y,  sont 
les  angles  qae  la  droite  KH  fait  avec  les  directions 
de  œs  composantes,  on  en  conclut 

(«,  +  9/?  —  r/})cosa+(if^  +  r^a  —p^c)  œs€ 

+ (w'y+Pi* — q^à)  cos  y, 

poar  la  vitesse  finale  de  ce  point  suivant  cette  droite. 
Si  Ton  considère  le  même  point  K  comme  faisant 
partie  dn  corps  M%  sa  vitesse  après  le  choc,  sni-* 
Tant  la  direction  KH',  sera 

(ii;+  qy-r  r;b')  cos  a'  +  (i^/  +  rja!  —p/c')  cos  C 

+K+A'*— î/^Ocosy- 
Or,  ponr  que,  dans  les  deux  cas,  la  vitesse  nor- 
male du  point  K  soit  la  même,  et  dirigée  dans  le 
même  sens,  il  fiiudra  que  ces  deux  dernières  quan- 
tités soient  égales  et  de  signe  contraire,  ou  que 
leur  somme  soit  nulle;  par  conséquent,  on  aura 

(u,  'i^jC'—rfi)cosoL+{u/+qf(f—r/b')cosa'         I 
+{^s  +r/i— /i,c)cosC+(i;/+r>'— p/cOcosC'         \  (3) 

Les  équations  (i),  (a),  (5),  du  premier  degré, 
par  rapport  aux  inconnues  N,  u^,  v^,  etc.,  donne- 
ront, dans  chaque  cas  particulier,  des  valeurs  en-^ 
tièrement  déterminées  pour  ces  quantités,  qni  fe-- 
root  connaître  1  état  des  deux  mobiles  après  le  choc, 
et  les  quantités  de  mouvement,  égales  et  contraires, 
<|ue  la  percussion  lenr  aura  imprimées  suivant  Isr 
aonnale  conmiune  à  leurs  surfaces. 
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469.  Jtlunteiiaiit ,  n  les  deax  corps  «ml  iteti-** 
qnas ,  il  fiiudra  dÎBtingaer  trois  époques  •ocoessfrrei 
duos  le  phénomène  du  choc  :  la  première  répondn 
a  rinstant  où  les  deux  mobiles  commencent  à  m 
toucher  p^tr  un  point  K  de  leurs  sur&ces;  la  deuxième 
sera  celle  de  leur  plus  grande  compression,  Ou  les 
vitesses  normales,  du  point  K  seront  ^;ales  et  dans 
le  même  sens  pour  ces  deux  coi^»;  la  troisièmte 
sera  U  fin  du  choc,  ob  les  deux  mobiles  se  sépâ^ 
reront  Tun  de  l'autre ,  après  avoir  repris  exactement 
leurs  formes  primitives ,  s'ils  sont  supposés  paHai-^ 
tement  élastiques. 

Depuis  la  première  jusqu'à  la  seconde  époque,  le 
phénomène  est  le  même  que  si  les  deux  mobiles 
étaient  dénués  d'élasticité.  Ainsi,  l'on  déterminera, 
au  moyen  des  équations  précédentes,  les  dQusè  coni- 
posantes  11, ,  f^^,  etc.,  des  vitesses  de  translation  et 
de  rotation  des  mobiles  à  l'instant  de  leur  plus  grande 
compression,  et  la  quantité  de  mouvement  N  que 
chacun  des  deux  corps  aura  reçue ,  suivant  KH  pour 
M,  et  suivant  KH'  pour  M\  Depuis  la  deuxième  épo- 
que jusqu'à  la  troisième,  ces  deux  corps ,  en  reve- 
nant à  leurs  formes  primitives ,  recevront ,  suivant 
ces  directions ,  une  nouvelle  quantité  de  mouvement, 
qui  sera  encore  égale  à  N ,  dans  le  cas  d'une  parfaitei 
élasticité.  Par  conséquent ,  cette  seconde  partie  du 
phénomène  devra  être  considérée  comme  une  se- 
conde percussion ,  identique  avec  la  première ,  mais 
exercée  sur  des  corps  animés  des  vitesses  de  transla- 
tioo  et  de  rotation  qui  ont  lieu  à  la  fin  de  la  pre- 
mière partie. 
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D  après  ce  principe,  conforme  à  ce  qui  a  déjfa  été 
expliqué  dans  le  n^  36o ,  si  l'on  appelle ,  à  la  troi- 
sième époque,  U>  V,  W,  les  composantes  de  la  vitesse 
du^oint  G,  suivant  les  axes  Go?,  Gjr^  Gz,  et  P, 
Qy  R,  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de  M 
autour  des  mêmes  axes/  on  aura ,  pour  déterminer  cea 
six  inconnues ,  les  six  équations 

Ncosct  -t-  M(«^  —  U)  s=  o, 

Ncos^  +  M(f,  —  V)  =  o, 

Ncos>  +  M(w,— W)  =  o, 

N  (dcos  f  —  i cos  a)  H-  C  (r^  —  R)  =  o , 

N(coDsa  —  aco8>)  +  8(9, —  Q)  î=  o, 

N(^co8>' —  ccos€)  +  A(/>, —  P)  =  o, 

■ 

qui  se  déduisent  des  équations  (i),  en  y  mettant  U, 
Vf  W,  P,  Q,R,  à  la  place  de  m^,  ^,f^éfPéf^tf  ^,f 
et  ces  dernières  quantités  au  lieu  de  u,  ^fW,  p,q,r, 
et  en.conservant  la  quantité  N. 
Pour  faire  disparaître  les  inconnues  intermédiaires 

'^if  ^if  ^^é9  Pi>  Hé^  r^»  j'ajoute  chacune  de  ces  six 
équations  à  Féquation  (i)  qui  lui  correspond;  ce  qui 
donne 

aN  CO6  £t  -4-  M  (a  —  U)  =  o  , 

aNcosC  -f-  Mfi^  —  V)  =  o, 

aNcos>  -f- MCw— W)=  o, 

^{aco&Q  —  *cosa)  +  C(r—  R)  =  o,  ^    ^^^ 

3N(rcos(*  —  aco&y)  +  h{q  —  Q)  =  o, 

^{bco&y  —  ccos^  +  Af/i  —  P)  =  o. 

Ces  équations  (4)  sont  celles  de  l'équilibre  des 
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quantités  de  mouvement  lierdues  par  M  pendant  la 
durée  totale  du  choc,  jointes  à  la  quantité  de  mou- 
vement aN  imprimée  à  cette  masse,  suiraDl  la^i- 
nection  KH  ,  pendant  cette  même  percussion,  (ffl  y 
mettra  pour  N  la  valeur  de  celte  inconnue ,  qu'on  ti- 
rera de  lequalion  (5),  après  y  avoir  substitué  les  va- 
leurs des  inconnues  Uj,  v,,  etc.,  uj,  v',  etc.,  données 
par  les  équations  (i)  et  (a).  P'ious  nous  dispenserons 
d'écrire  ici  l'expression  générale  de  cette  quanlilé  N , 
qui  sérail  très  compliquée ,  et  dont  on  calculera ,  sans 
difBculté,  la  valeur  numérique,  dans  chaque  cas 
particulier.  Si  les  deux  mobiles  n'étaient  pas  suppo- 
sés parfaitement  élastiques,  N  serait  moindre  dans 
la  seconde  partie  du  choc  que  dans  ta  première  ;  il 
faudrait  prendre  alors  pour  sa  valeur,  dans  la  seconde 
partie ,  une  fraction  J' de  sa  valeur,  déduite  des  équa- 
tions (i),  (a),  (3),  et  mettre  (i  +  /)N  à  la  place  de 
3N  dans  les  équations  (4)-  Cet'e  fraction  /  dépen- 
drait du  degré  d'élaâticilé  des  deux  mobile: 
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inconnues  des  équations  semblables  aux  équations  (4)^. 


savoir  : 


aNcosa^  +  M'(tt'— U0  =  o, 

aNcosr  +  M'(/  -  V0  =  o, 
aNco8y  +  M'(w'— W')  =  o, 

2N(a'co8C'  — 6'costfO  +  C'(r'— R')=  o,  ^  ^^) 
aNC^r'cosa'  — a'cos/)  +  B'(9'— Q')  =  o, 

2N(*'co8>'  — c/cosCO+A'Cp'— F)  =  o. 

Telle  est  donc  la  solution  complète  et  générale  du 
problème  du  choc ,  dans  le  cas  de  deux  corps  entiè- 
rement libres,  dénués  de  toute  élasticité,  ou  parfai- 
tement élastiques.  Ou  Tétendra ,  sans  difficulté ,  au 
dioc  simultané  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  mobiles;  nous  en  donnerons  plus  bas  un  exemple. 

470.  On  peut  conclure  des  équations  précédentes 
(joe  le  choc  des  corps  M  et  M'  n'altère  nullement 
les  vitesses  de  leurs  centres  de  gravité  G  et  G',  pa- 
rdlèlement  au  plan  tangent  commun  en  K  à  leurs 
deux  surfaces. 

En  effet ,  par  le  point  G ,  menons  une  droite  pa- 
rallèle à  ce  plan  ,  qui  fasse  des  angles  A,  fc,  v ,  avec 
les  axes  Gx,  Gj-,  Gz;  cette  droite  étant  perpendicu- 
laire k  la  parallèle  à  KH,  menée  par  le  même  point  G, 
on  aura 

cos et  cos  A  -f-  cos^  cos  fjL -{-  cos  y  cos  y  =  o  ; 

et,  d'après  cela,  si  Ton  ajoute  les  trois  premières 
équations  (  i  )  ou  (4) ,  après  les  avoir  multipliée^)f>af 
cos  A,  cos /t,  cos  r,  il  en  résultera 
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«C08X+PC08ft+ivcosr==:tt^cosX+«;^cosft-f.fv/:asr 

=Uco8X+Vcosft-f-Wcosf  ; 

ce  qui  montre  que  la  vitesse  de  G,  suivant  une  direc- 
tion quelconque,  parallèle  au  plan  tangent  en  K ,  sera 
la  même  avant  et  après  le  choc  des  corps  mous  on 
élastiques.  H  suffira  donc ,  pour  connaître ,  en  glun- 
deur  et  en  direction ,  la  vitesse  finale  de  G,  de  déter-- 
miner,  dans  chaque  cas^  la  vitesse  de  oe  point  après 
le  choc,  parallèlement  àia  normale  KH,  et  de  la 
composer  avec  la  vitesse  de  6  parallèle  au  plan  tan- 
gent c»i  K;  qui  aVait  lieu  auparavant,  et  qui  n*aura  pas 
changé  pendant  la  percussion.  La  même  chose  aura 
lieu  relativement  an  centre  de  gravité  G'  de  M'. 

En  ajoutant  les  trois  dernières  équations  (i)  ou  (4)  t 
après  les  avoir  multipliées  par  cos  y ,  cos  C  p  cois  a , 
il  vient 

Crco8r4"^c^^+A/7COsa  =s  Cr^cosy  +  B^^cos  f  +  A^/mm« 

=  CR  cosy  +  BQcos  C  +APco8«. 

Or,  ces  trois  quantités  égales  sont  les  momens  par 
rapport  à  Taxe  KH  (n^  4^9 )>  des  quantités  de  mou- 
vement dont  sont  animés  tous  les  points  de  M,  avant 
le  choc ,  à  rinstant  de  la  plus  grande  compression ,  à  la 
fin  du  choc;  d'où  il  résulte  que  la  percussion  ne  change 
rien  à  la  grandeur  de  ce  moment ,  pour  le  mobile  M , 
et,  de  môme,  pour  le  mobile  M',  mous  ou  élastiques. 
471*  Appliquons  maintenant  à  diflërens  exemples 
les  équations  générales  que  nous  avons  obtenues. 
-  &u3posons  d'abord  que  la  normale  KH  au  point  de 
contact  des  deux  mobiles,  passe  par  le  centre  de  gra-^ 
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inconnues  des  équations  semblables  aux  équations  (4% 
ttYoir  : 

2Ncosa^  +  M'(tt'-.U0  =  o, 
aNcose^+M'C/  -V0  =  o, 
aNcosy-f-M'K— W')  =  o, 

aN(a'cosff'  — 6'cosaO  +  C(r'— R')=  o,  l  ^^) 
aNCc'cosa'  — a'cos>')  +  B'(9'--Q')  =  o, 

aN(*'cosy  — c/cosffO+A'C/i'— F)  =  o. 

Telle  est  donc  la  solution  complète  et  générale  du 
problème  du  choc ,  dans  le  cas  de  deux  corps  entiè- 
rement libres,  dénués  de  toute  élasticité,  ou  parfai- 
tement élastiques.  Ou  Tétendra,  sans  difficulté,  au 
choc  simultané  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  mobiles;  nous  en  donnerons  plus  bas  un  exemple. 

470.  On  peut  conclure  des  équations  précédentes 
que  le  choc  des  corps  M  et  M'  n'altère  nullement 
les  vitesses  de  leurs  centres  de  gravité  G  et  G%  pa- 
rallèlement au  plan  tangent  commun  en  K  à  leurs 
deux  surfaces. 

En  effet ,  par  le  point  G  ,  menons  une  droite  pa- 
rallèle à  ce  plan ,  qui  fasse  des  angles  A,  fc,  v ,  avec 
les  axes  Gjc,  Gjr,  Gz;  cette  droite  étant  perpendicu* 
laire  à  la  parallèle  à  KH,  menée  par  le  même  point  G, 
on  aura 

cos CL  cos  A  +  cos^  cos  fjL -{- cos  y  cos y  =  o  ; 

et,  d'après  cela,  si  l'on  ajoute  les  trois  premières 
équations  (i)  ou  (4),  après  les  avoir  multipHée%f>ai' 
cos  A,  cos/t,  cos  r,  il  en  résultera 
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N^M  [(«,  —  «)cosa  -j~(v^  —  c)cosC  +{w^ —  iv)cos  >],  ) 
N=M'[(h/— «'Jcosa'-|-(i'/— i^)cosfi'+(tv/— U'^s5''];r 
et  en  divisant  ces  équations  par  M  et  M'  et  les  ajou- 
tant ensuite  à  la  précédente  ,  il  en  résulte 

jr-hiTr-i-uct»  a.  -f-  w  cos  6  +  w  fx»y-\-u  cos  a' 

+  f'cos  5'  +  tv*  cos  y'  ^  o. 
Or,  si  GL  et  G'L'  sont  les  directions  de  G  et  G'  avant 
le  clioc  et  0  et  9'  leurs  vitesses  initiales  ,  on  a^nrt       .i 
GcosHGL  =  ucosa  -f-  ccosC  +  u'CO$^  ^        ^H 
6'cosH'G'L'  =  u'cosa'H-  c'ccsC^-  w'cosy,        ^^ 

d'après  ce  que  les  lettres  u,v,iv,aL,  € ,  y,  u',v'  jtv*, 
a,',  £',  y' ,  représentent.  On  aura  donc 

„  MM'(9cosHGL+fl'cosH'G'L') 

"   ~  Ïâ"+M'  '  ■; 

pour  la  valeur  de  N  ,  qui  devra  être  essentiellement 
positive  :  lorsqu'elle  sera  négative,  on  en  conclura 
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pour  les  composantes  des  vitesbes  de  G  et  G'  suivant 
GH  et  6V ,  à  rinsttat  que  nous  considérons.  Elles 
sont ,  comme  on  voit ,  égales  et  contraires  ;  d'où  il 
mit  qu'à  Finstant  de  la  plus  grande  compression , 
les  centres  de  gravité  des  deux  mobiles  ont  la  même 
?ites8e  f  en  grandeur  et  en  direction ,  suivant  la  nor-* 
maie  au  point  de  contact  K.  Dans  le  cas  des  corps 
mous ,  cette  vitesse  normale  sera  celle  qui  aura  lieu 
iprès  le  choc.  Lorsque  les  deux  mobiles  seront  par- 
faitement élastiques ,  on  aura 

6,  cos  HG/  =  Ucosa  -f-  VcosC  +  Wcos>, 
e/cosH'GT  =  U'cosa'+V'cos  C  +  W'cos>'  ; 

en  supposant  que  les  vitesses  0^  et  d/  et  les  direc- 
tions G/  et  G'I'  se  rapportent  à  la  fin  du  choc.  Donc  , 
en  vertu  des  trois  premières  équations  (4)  et  (S) ,  et 
de  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  N ,  nous 
aurons 

A          ur.  I         (M— M')9  cosHGL— aM'6'cos  H'G'L' 
Ô.COSHG/  =  5j-:p5P , 

B.cosHGr  = ^if— g, , 

pour  les  composantes  des  vitesses  finales  de  G  et  G' 
suivant  les  directions  GH  et  G'H'. 

47a*  Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  points  G 
et  G'  se  meuvent ,  avant  le  choc ,  sur  la  normale 
HKH'^  leurs  vitesses  perpendiculaires  a  cette  droite 
seront  nulles ,  et  elles  le  seront  encore  après  le  choc  ; 
en  sorte  que  Ton  aura 

cos  HGli    =  ±  I ,    cos  HG/  =  ±  I , 
cos  H'G'L'=  ±  I ,    cos  HG/'=  ±  i  , 


9^0  tRAIIfi  DE  HÉCàHIQDE: 

'  Aekm  fe  éeM  de  leurs  directkms,  ea  conidlmit^ 
dâM  tans  les  eu^^lesTilesies  %  f  Vi^} »  6/,  cbdi*ie)ilss 
ijusatités  positif». 

.  .  Si  G  et  €r'  y<mt  dans  lie;  même  sens  âTantle  choc, 
per  exemple 9  defl^'Teri  H ^ l'angle  9GL  serti  léro^ 
et  VangteH'G'L' légal. kdeudnndL;  oa.^feite  éas 
équation^  (7)^  eb  amfidonc   ^  •  :  * ''-r- 

•  ■    . .       ^ .  I    .   ' .' .  ^àj^  1  ^*ir 


•  »  '  • 


Si  9  au  contraire ,  G  et  G^  vont  au-devant  Tnn  de 
Tautre avant  leckoé ,  dfe  manièM  que  le  point  G  se 
menttf  de  H  vera  ET,  et  le  pcMbt  G^  de  "ET  vefs  H , 
<m.  9mr^  «os-^QL  f=s  cos  THG/V  sts  — r  i  ^  et  )es  4q«lft* 
tioçi9i(7)<4(HiMrpnt:.,  ,;  ,^.. 

• 

les  signes  supérieurs  on  inférieurs  ayant  lieu  '  se- 
lon que  la  différtaoe  MO  —  M'O^  sera  positive  pu 
négative*.  On  appliquera  dé  même  les  formules  (8)  ^ 
ces  deux  hypothèses- 
Ces  résultats  coïncident  avec  ceux  qu'on  a  obtenus 
dans  les  h^'  36i  et  S6:i ,  relativement  au  choc  des 
corps  spbériques  et  homogènes  ;  mais  on  voit  de  jJus 
qu'ils  sont  indépèndans  de  la  forme  de  ces  corps  et 
de  leur  mouvement  de  rotation /et  qu'ils  supposent 
seulement  que  les  centres  de  gravité  des  deux  mobiles 
se  meuvent ,  avant  le  choc ,  sur  la  normale  au  point 
de  contact. 

47$.  St  l'on  suppose  M'  =  M,  les  équations  (8) 
deviennent  '        >i  .  1. 
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a,co8HGZ=— (TcosH'GTi',  9;cosH'G7'=— GcosHGL, 

d*oà  l'on  coadut  que  dans  le  choc  de  deux  corps 
parfaitement  élastiques  et  égaux  en  masses ,  les  cen- 
tres de  gravité  des  deux  mobiles  échangent  lenrs 
vitesses  parallèles  à  la  normale  au  point  de  contact, 
lorsque  cette  normale ,  commune  aux  deux  sur&ces 
en  ce  point  ^  passe  à  la  fois  par  ces  deux  centres. 

Quand  le  point  G'  sera  en  repos  avant  le  choc ,  en 
sorte  qu'on  ait  8^=  o,  et  que ,  déplus,  la  masse  M,  k 
raison  de  sa  densité ,  sera  très  petite  et  négligeable  par 
rapport  à  M',  on  aura  ^  en  vertu  des  équations  (7) 

9,  C06  HG/  =  o,     e/  cos  WG'l'  =  o  ; 

en  sorte  que  les  centres  de  gravité  G  et  G^  de  deux 
corps  mous  n'auront ,  dans  ce  cas ,  aucune  vitesse 
normale  après  le  choc.  Mais,  en  vertu  des  équa- 
tions (8),  si  ces  corps  sont,  au  contraire,  parfaite- 
ment élastiques ,  on  aura 

fl/cosffG7'  =  o ,     Ô^cosHGZ  =  —  ôcos  HGL  ; 

ce  qui  montre  que  le  centre  de  gravité  G^  né  prendra 
iuoiuie  vitesse /et  que  G  prendra,  après  le  choc, 
une  vitesse  normale  égale  et  contraire  à  celle  qu^U 
avait  auparavant. 

0  est  aisé  d'en  conclure  que  le  centre  de  gravité  G 
lera  réfléchi  en  faisant  avec  la  normale  au  point  de 
contact  des  deux  mobiles,  l'angle  de  réflexion  égal 
â  l'angle  d'incidence. 

En  effet ,  prenons  sur  le  prolongement  de  GL 
(fig.  17)  ,  une  partie  gG  pour  représenter,  avant  le 
choc ,  la  vitesse  de  G ,  qui  se  mouvni  de  g  vers  G  ;  soit 
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toujours  GH  la  normale  au  point  de  contact  des  deut 
mobiles  ,  laquelle  passe ,  par  liypotlièse ,  par  le  poinl 
G  j  décomposons  la  vitesse  gG  en  deux  autres,  l'anc 
nG,  dirigée  suivant  cette  normale,  et  l'autre  bG  paral- 
lèle au  plan  tangent  :  la  seconde  ne  sera  pas  changée  par 
le  choc,  et  la  première  sera  changée  en  une  vitesse  cG 
égale  et  contraire  à  aG.  Donc,  si  Ton  achève  le  rec- 
tangle Gbdc ,  et  qu'on  prolonge  la  diagonale  Grf  d'une 
quantité  Gl  ^  Gd,  la  vitesse  du  point  G,  après 
le  choc,  sera  G/,  en  grandeur  et  en  direction;  par 
conséquent  ,  l'angle  de  rellexion  llGl ,  sera  égal 
à  l'angle  d'incidence  HGg,  et,  de  plus,  la  vitesse  du 
mobile  aura  la  même  grandeur  avant  et  après  le  choc. 
Ce  cas  est  celui  d'un  corps  élastique  qui  vient  rencon- 
trer un  obstacle  fixe,  doué  également  d'une  par&itc 
élasticité. 

47.{.  Lorsque  les  mobiles  sont  des  sphères  homo- 
gènes, la  condition  que  la  normale  llKlI'^fîg.  i6) 
passe  par  leurs  centres  de  gravité  G  et  G' ,  est  tou- 
jours remplie.  Par  conséquent,  si  ces  corps  sont  par- 
faitement élastiques  ,  ils  échangeront ,  en  se  cho* 
guant,  leurs  vitesses  dans  le  sens  de  la  droite  qui  va 
'  d'un  centre  à  l'autre,  et  conserveront,  sans  altération, 
leurs  vitesses  perpendiculaires;  à  cette  droite;  et, 
quand  ils  viendront  frapper  un  obstacle  fixe  et  aussi 
parfaitenient  élastique,  ils  se  réfléchiront  en  faisant 
l'angle  de  réflexion  égal  à  l'angle  d'incidence. 

C'est  sur  ces  principes  qu'est  fondé  le  jeu  de  hil- 
2an/;  mais  il  faut  obser\'er  que  non-seulement  ÎU 
supposent  l'élasticité  parfaite  des  bandes  et  des  billes, 
mais  que  la  non- altération,  par  le  choc,  de  la  vitesM 


DYNAMIQUE,  SEœNDE  PARTIE.  378 

des  mobiles ,  soif  parall^ement  k  leur  plan  tangent 

commun,  soU  parallèlement  aux  bandes  qu'ils  ren- 

ooatrent ,  n'a  lieu  que  quand  on  fait  abstraction  du 

frottement  provenant  de  leur  rotation  et  du  glissement 

d'àoe  8ur(ace  sur  Tautre.  On  va  voir,  par  exemple , 

UmB  i  angle  de  réflexion  dépend  de  la  rotation  de  la 

hUte,  et  qu'il  n'est  pins  égal  à  l'angle  d'incidence , 

qouid  on  tient  coçiple  du  frottement  de  la  bille 

eoalrc  la  bande.  La  même  chose  a  lieu  dans  le  rico- 

dkgt  d'un  boulet  :  le  frottement  de  ce  projectile  contre 

le  terrein  et  sa  vitesse  de  rotation  influent  aussi  sur 

l'angle  de  réflexion ,  qui  peut  être,  pour  cette  raison , 

difieraU  de  l'angle  d'incidence. 

Cette  question  nous  fournira  l'occasion  d'expli* 
q««r  comment  on  doit  avoir  égard  au  frottement  dans 
It  dioc  des  corps,  et  de  compléter  ce  que  nous  avons 
dity  aor  ce  ^nre  de  résistances^  dans  le  second  para- 
graphe du  chapitre  précédent.  Noos  allons  d'abord 
exposer  les  principes  qui  nous  guideront  dans  cette 
maiière  délicate;  on  y  est  conduit  par  l'analogie; 
mais  ils  auraient  besoin ,  ainsi  que  les  conséquences 
qm  a'ee  déduisent,  d'être  confirmés  par  des  expé- 
rienœs  directes. 

475.  En  formant  les  équations  d'équilibre  des  quan- 
tités de  mouvement  perdues  dans  le  choc ,  par  les 
deux  masses  M  et  M^  nous  n'avons  point  tenu  compte 
des  ^pianiités  de  mouvement  produites  par  les  poids 
de  ces  corps  pendant  la  durée  de  la  percussion,  parce 
que;  dette  durée  étant  très  petite,  ces  quantités,  qui 
lui  gant  proportionnelles,  sont  aussi  très  petites,  et 
peuvent  être  négligées  par  rapport  k  celles  que  les 
a.  18 
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mobiles  reçoivent  de  lenr  choc  mutuel.  Mais  il  nen 
est  .pas  de  même ,  cpmme  nous  layons  déjà  remar«- 
qué  (n^  353)  ^  à  1  égard  du  frottement  qui  a  lieu  pen^ 
dant  le  chck: ,  lorsque  les  surfaces  des  deux  mobiles 
en  contact  glissent  l'une  sur  l'autre.  Quoiqu'on  n'ait 
pas  fait  d'ol^ervations  sur  l'intensité  de  ce  frottement, 
on  peut  supposer  y  par  induction ,  qull  suit  les  lois 
générales  du  frottement  des  corps  soumis  a  des  pres- 
sions proprement  dites,  puisque  la  percussion  n'est 
autre  chose  qu'une  pression  d'une  très  grande  inten«> 
site,  exercée  pendant  un  temps  très  court.  On  peut 
donc  admettre  que  pendant  la  durée  du  choc  le 
frottement ,  à  chaque  instant ,  est  proportionnel  à  la 
grandeur  de  la  pression  normale,  qui  appuie,  à  cet 
instant ,  les  deux  mobiles  l'un  contre  l'autre  ;  qu'il 
est  dirigé,  pour  chaque  mobile,  en  sens  contraire 
de  la  vitesse  relative  du  glissement  de  ce  mobile 
sur  l'autre,  et  indépendant  de  la  grandeur  de  cette 
vitesse;  et  qu'il  disparaît,  ou  devient  négligeable, 
quand  le  glissement  se  change  en  un  simple  rou- 
lement. 

Or,  la  quantité  totale  de  mouvement  imprimée  à 
M  suivant  la  normale  KH  (  iig.  i5),  a  été  repré- 
sentée par  N ,  quand  ces  deux  mobiles  sont  dénués 
d'élasticité,  ou  par  sN,  quand  ils  sont  parfaitement 
élastiques.  Si  donc,  pendant  toute  la  durée  du  choc, 
la  surface  de  M  glisse,  dans  une  même  direction, 
sur  celle  de  M',  et  qu'on  appelle  Q  la  quantité  de 
mouvement  imprimée  à  M  par  le  frottement ,  en 
sens  contraire  de  cette  direction,  on  aura  Q=AN, 
dans  le  cas  des  corps  dénués  J  élasticité ,  et  Q  :=:  uAN , 
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dans  le  cas  des  corps  parfaitement  élastiques;  h 
étant  un  coefficient  qui  ne  dépend  que  de  la  na*- 
tare  des  surfaces  de  M  et  M^,  au  point  de  contact 
K ,  et  pour  lequel  on  pourra  prendre  celui  qui  a 
été  déterminé  par  Texpérience ,  relativement  à  des 
pressions  ordinaires  (n*  4^9). 

Si  le  glissement  a  lieu  dans  un  sens  pendant  une 
partie  du  choc,  et  dans  le  sens  opposé  pendant 
l'antre  partie,  on  aura  Q  =  ^(N'  —  N"),  en 
désignant  par  N'  et  N'^  les  quantités  de  mouvement 
produites  par  la  percussion  pendant  ces  deux  par- 
ties du  choc ,  de  sorte  que  N  ou  2N  soit  leur  somme 
N'  +  N",  et  en  supposant  N'>  N".  Si,  à  la  fin  de 
la  première  partie,  le  glissement  se  change  en  un 
siiaiple  roulement ,  on  prendra  Q  =  K^'y  en  négli- 
geant le  frottement  de  la  seconde  espèce ,  qui  aura 
lieu  pendant  la  seconde  partie. 

En  appelant  Q'  ce  que  Q  devient  relativement  4 
M',  il  est  évident  que  Q'  sera ,  dans  tous  les  cas , 
uoe  quantité  de  mouvement  égale  et  directement 
opposée  à  Q  ;  car  la  pression  normale  que  M'  exerce 
sur  M  pendant  toute  la  durée  du  choc,  est  de  même 
grandeur  que  celle  de  M  sur  M' ,  et  la  vitesse  relative 
du  glissement  de  M' sur  M  est  toujours  égale  et  con- 
traire à  celle  du  glissement  de  M  sur  M'. 

Il  résulte  de  là  que  pour  former  les  équations  d'é- 
quilibre des  quantités  de  mouvement  perdues  pen- 
dant le  choc  par  le  corps  M,  en  ayant  égard  au 
frottement,  il  suffira  de  joindre  à  la  quantité  de 
monvement  N  ou  ^N,  imprimée  à  ce  mobile  suivant 
la  normale  KH  y  une  autre  quantité  de  mouvement 

18.. 
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Q,  perpendiculaiiîB  à  KH ,  et  exprimée  comme  on 
vient  de  le  dire  ;  et  que  pour  obtenir,  en  même  temps, 
les  équaliona  relalives  à  M',  il  faudra  joindre  à  la 
quantité  de  mouvement  N  ou  aN,  dirigée  suivant 
KH',  une  quantité  de  mouvement  Q'  égale  et  con- 
traire à  Q.  C'est  ce  que  nous  allons  faire ,  dans  le  cas 
du  choc  d'un  projectile  spfaérique  et  homogène  contre 
un  obstacle  fixe. 

476.  Pour  fixer  les  idées ,  je  supposerai  que  l'obs- 
tacle  fixe  que  la  splière  M  vient  frapper  est  un  pUn 
horizontal,  et  que  cette  sphère  tourne,  avant  le  citoc, 
autour  d'un  axe  horizontal ,  perpendiculaire  à  la  di- 
rection GH  de  son  centre  de  gravité.  La  figure  18  re- 
présente une  section  du  plan  fixe  et  de  M  par  ce  plan 
Tertical.  Tout  étant  semblable  de  part  et  d'autre  de 
cettesection,  le  point  Gne  s'écartera  point  de  cederoiei- 
plan  pendant  le  choc ,  M  continuera  de  tonmer  au- 
tour du  diamètre  perpendiculaire  à  ce  même  plan  , 
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ment  Yerticale  Mb;  puis  il  reprendra,  en  revenant  à 
sa  fignre  primitire,  une.  quantité  de  inouyement 
égale  et  contraire;  en  aorte  qu'après  le  choc,  le 
œntre  de  gravité  G  aura  une  vitesse  verticale  b ,  di- 
rigée solvant  le  prolongement  GE  de  GK.  Si  donc  on 
appelle»  à  cette  époque >  a'  sa  vitesse  horizontale,  di* 
r^^  suivant  GD,  ou  en  sens  contraire ,  selon  qu'elle 
sera  poeitive  ou  négative;  que  GH^  soit  la  direction  de 
oe  point  9  et  qu'on  désigne  par  y  l'angle  de  ré^ 
flnioB  £GH\  on  aura 

tang  y  =  j, 

La  droite  GH'  sera  située  à  gauche  de  la  verticale^ 
EK,  comme  la  droite  GH,  ou  à  droite  de  £K,  selon 
que  la  quantité  af  sera  positive  ou  négative.  Pour  que 
l'angle  de  réflexion  soit  égal  à  l'angle  d'incidence ,  il 
fiiudra  que  cette  vitesse  a'  soit  positive  et  égale  k  a; 
la  différence  y' — y  de  ces  deux  angles  sera  toujours 
de  même  signe  que  a'  —  a;  et  le  point  G  rétrogra- 
dera quand  la  vitesse  a'  sera  négative. 

Soit  aussi  a  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  M 
avant  le  <cfaoc ,  laquelle  vitesse  sera  considérée  comme 
positive  ou  comme  négative,  selon  qu'elle  aura  lien 
dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  s,  ou  dans  le  sens 
opposé.  Désignons  par  a'  ce  que  devient  cette  vitesse 
angulaire  après  le  choc.  Le  problème  consistera  à  dé- 
terminer les  valeurs  de  a'  et  a'  d'après  celles  de  a  et 
a.  Selon  que  la  vitesse  absolue  du  point  K  sera  posi-- 
tive  ou  négative,  c'est-à-dire,  dirigée  suivant  KA  ou 
suivant  KB;  pendant  une  partie  de  la  durée  du  choc^ 
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ou  pendant  sa  durée  entîèi'e,  la  sotntîon  présentera 
diiférens  cas  distincts,  que  nous  allons  exansioer  sni^- 
cessivemeiit  dans  le  numéro  suivant. 

477.  Je  supposerai,  en  premier  lieu,  que  la  vi- 
tesse du  point  K  soit  positive,  ou  dirigée  suivaut 
KA,  pendant  toute  la  durée  du  choc.  En  appelante 
le  ra^'on  GK  de  M,  celte  vitesse  sera  a-t^cu,  au 
commeucement ,  et  <x'  +  cet'  à  la  fin  ;  de  sorte  que 
ces  deux  quantités  devi'Ont  être  positives.  La  quan- 
tité totale  de  mouvement  imprimée  à  M  suivant  GK, 
soit  pendant  que  le  mobile  se  comprime,  soil  pen- 
dant qu'il  revient  à  sa  figure  primitive,  étant  égale 
à  2M/>,  la  quantité  de  mouvement  pi-oveiiant  du  frot- 
tement, et  dirigée  suivant  KB,  sera  ^kfAb,  d'après  le 
n*  47^»  P^""  conséquent,  la  vitesse  horizontale  a'  du 
centre  de  gravité  G  après  le  choc,  sera  la  même  que 
si  la  masse  M  y  était  réunie ,  et  que  les  quantités  de 
mouvement  Ma  et  ikMb  y  fussent  appliquées ,  en 
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îh  ces  v/ilears  de  n'  et  a' y  il  résultera 

a'  -f-  ca'  :=:  a  +  COL  '^^  jbb  ; 

ef  cette  quantité  a'  -f-  cx^  devant  être  positive  dans 
le  cas  que  nous  examinons,  il  faudra  que  la  quantité 
a-^ca,  aussi  positive,  soit  plus  grande  que  jhb. 
Quand  cette  condition  aura  lieu,  on  aura 

tang  >'=  ?  —  2A  =  tang 7  —  2/i , 

pour  déterminer  l'angle  de  réflexion  y  d*après  l'angle 
d'incidence  y  et  le  coefficient  h. 

Si  la  vitesse  absolue  du  point  K  est  constamment 
négative,  ou  dirigée  suivant  KB,  le  frottement  sera 
dirigé  suivant  KA,  et  il  suffira  de  changer  les  signea 
des  termes  multipliés  par  h,  dans  les  formules  du 
cas  précédent ,  qui  deviendront 

afzi^a^Mf^  «'=ct-| ,  tangy=tang>+aA. 

Pour  que  ce  cas  ait  lieu  ,  il  faudra  que  la  vitesse  ini- 
tiale du  point  K  soit  en  sens  contraire  de  celle  de  G; 
ce  qui  suppose  que  la  rotation  primitive  ait  lieu  dans 
le  sens  opposé  à  celui  qui  est  indiqué  par  la  flèche  s. 
A  cause  de 

£^    4-    cet'    =    fl    -fe-    Cflt    +    1^^9 

il  faudra ,  eu  outre ,  que  cette  quantité  négative 
a  -f-  Cet  l'eropoPe  sur  le  terme  positif  fhb.  Dans  ce 
second  cas,  Tango  (Je  réflexion  surpassera  l'angle 
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d'incidence^  tandis  qne^  dians  le  prenuer  cas,  yf  était 
moindre  que  y. 

La  vitesse  dn  point  K  éfâiit  fx>sitive  au  commence* 
ment  du  choc,  si  elle  deyient  zéro  à  un  certain  in%- 
tant  de  sa  durée,  et  qu  elle  reste  ensuite  nulle  jusqu'à 
la  fin ,  on  prendra,  d'après  le  n^  fy^S ,  AM  (  &  -f.  ^ ) 
pour  l'effet  total  du  frottement,  en  désignant  par  V 
la  vitesse  verticale  de  G  à  l'instant  dont  il  s'agit ,  et 
regardant  h'  comme  une  quantité  n^ative  ou  posi- 
tive, selon  que  cet  instant  arrivera  pendant  que  le 
mobile  se  comprime,  ou  pendant  qu'il  revient  à  sa 
figure  primitive.  On  en  conclura,  comme  dans  le 
premier  cas, 

et ,  par  suite , 

tang^  =  tang^ ^   7^    \ 

Si  la  vitesse  du  point  K  est  zéro  dès  le  commence- 
ment du  choc,  on  aura  6'  =  —  b;  et  le  frottement 
étant  nul,  ou  de  la  seconde  espèce,  pendant  toute  la 
durée  de  la  percussion,  il  n'influera  pas  sur  les  va- 
leurs de  a',  a! ^  tang^^  Si ,  au  contraire,  la  vitesse  de 
K  ne  devient  nulle  qu'à  la  fin  du  choc,  on  aura 
è'  =2  ô ,  et  ces  formules  coïncideront  avec  celles  du 
premier  cas.  Généralement,  la  valeur  de  V  sera  in- 
connue ,  et  Ton  saura  seulement  qu'elle  ne  p^tit  pas 
dépasser  dbZ^;  mais  comme  on  suppose  n^^ile  la  vi- 
tesse finale  du  point  K,  il  faudra  qu'on  <^^^ 

a! -^ca!  —  a  +  coL—  lh{hi- 1^')=^  O-, 
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d'où  Ton  tire 

h{b   +    h')   =   *J!L±J^; 

etf  par  conséquent, 

a^'-ca^ — ^ — ,   Ungy  =  tâng> ^    ^ 

La  vitesse  du  point  K  étant  positive  dans  une 
première  partie  du  choc,  si  elle  devient  négative 
dans  la  partie  suivante  >  et  que  V  soit  la  vitesse 
verticale,  positive  ou  négative,  de  G,  à  l'iastaot 
de  ce  changement  de  signe ,  les  quantités  de  tnou- 
vement  imprimées  à  M,  suivant  la  direction  de  KG, 
seront  M  (^  +  b')  et  M  (&  —  b')  pendant  ces  deux 
parties  de  la  percussion.  D'après  le  n*  47a,  on  pren- 
dra donc  ha  {b  +  V)  —  ÂM  {b  —  b')  pour  la  quantité 
totale  de  mouvement  produite  par  le  frottement  sui- 
vant la  direction  KB  ou  KA,  selon  qu'elle  sera  posi-» 
tive  ou  négative  ;  et  comme  cette  quantité  se  réduit 
à  7,KAb\  on  en  conclut  que  les  formules  relatives  à 
ce  quatrième  cas  se  déduiront  de  celles  du  premier, 
en  y  mettant  b'  au  lieu  de  b.  On  y  changera  le  signe 
de  A,  comme  dans  le  second  cas,  si  la  vitesse  de  K  a 
d'abord  été  négative,  pour  devenir  ensuite  positive. 
Mais  la  quantité  b'  n'étant  pas  donnée ,  ces  formules 
ne  feront  pas  connaître  la  diminution  ou  l'augmen* 
tation  de  l'angle  de  réflexion,  et  Ton  saura  seulement 
que  l'une  ou  l'autre  est  moindre  que  dans  le  premier 
ou  le  second  cas» 

Ija  question  serait  encore  plus  compliquée,  si  le 
projectile  tournait  autour  dun  axe  qui  ne  fût  pas 
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perpendiculaire,  comme  nous  l'avons  snpposé,  au 
plan  vertical  dans  lequel  le  point  G  se  meut  avant  le 
choc.  Le  frottement  ferait  alors  sortir  ce  point  de  son 
plan  pendant  la  percussion  ;  et  non  seulement  l'angle 
de  réflexion  diÉférerait  de  l'angle  d'iocidence,  mais 
encore  ces  deux  angles  ne  seraient  plus  compris  dans 
un  même  plan  vertical. 

478.  Maintenant,  pour  montrer,  iadépendamment 
du  frottement ,  l'influence  du  choc  sur  le  tnouve- 
ment  de  rotation  ,  prenons  an  exempte  simple,  dans 
lequel  la  normale  au  point  de  contact  des  deux 
mobiles,  qu'on  peut  regarder  comme  la  direction 
do  choc ,  ne  passe  pas  par  le  centre  de  gravite  de 
l'un  de  ces  deux  corps. 

Supposons  que  dans  le  choc  l'axe  instantané  de  ro~ 
tation  de  M  coïncide  avec  l'un  des  axes  principaux 
qui  se  coupent  à  son  centre  de  gravité  ,  par  exemple, 
avec  l'axe  G=  (fig.  1 5)  ;  on  aura  alors  p:^0  et  </  = 
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instantané,  oonformément  à  ce  que  nous  ayons  déjà 
vu  dans  le  n^  4^7* 

Prenons  pour  le  corps  M'  une  sphère  homogène. 
La  direction  du  choc  passera  par  son  centre  de  gra- 
vité ;  on  aura  donc,  comme  dans  le  n"*  4?^  » 

^cosff'==ycosa',  c'cosit'=i^cosy\  ft'cosj^'=c^cosff' ; 

en  JijranI  égard  aux  suppositions  précédentes ,  Féqua^ 
don  ^3)  se  réduira  à 

(aoosC  —  bcosa)r^+  u^cmcl  -t->^cosC 
H-  u/àosaf  +  <^/cosC  +  w/co&y'  ==  o; 

et  y  en  la  combinant  avec  les  équations  (6)  j  on  en 
déduit 

jj-H-  jp  +  (acosC — 6cosa)r^  +  «^cosa -f-  i^cosS 
+  a  cosa'+  (/cosC  +  fv'coày  =  o. 

Menons  parle  point  K  des  parallèles  aux  mrectîons 
des  vitesses  8  et  0^  de  G  et  G'  avant  le  chcjc;' soient  ^ 
et  cT'les  angles  que  ces  parallèles  font  avec  ElH  ;  nous 
aurons 

u!  cos  a'  +i/cosff'  +  w'cos  >'  =  —  fl'  cos  J"., 

pour  les  composantes  de  6  et  0'  suivant  cette  partie 
de  la  normale  au  point  K;  et  en  éliminant  r^  au 
mojren  de  la  quatrième  équation  (i),  Téquation  pi^- 
cédente  deviendra 

g  +  g?  H ^ h  (^  COS b  —  b  cosajr 

+  ôcosV  —  ô'coscT'  =  o  j 
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d'où  l'on  tire 


N  = 


IM'C[(ftcoag  — acosg)r-l-  fl'cos^— Bcoa  /] 
(M  +M')C  4-MM'(Acos<t— aco»C)*      * 


Au  moyen  de  cette  valeur  de  N,  les  ïrois  premières 
équations  (i)  ou  (4),  selon  que  les  mobiles  seront 
mous  ou  élastiques,  feront  connaître  les  trois  com- 
posantes «  ,  y,,  w^,  ou  U  ,  V,  W,  de  la  Tttes>c  de  G 
après  le  choc ,  et  les  trois  premières  équations  (a) 
ou  (5)  déterrai neront  de  même  celles  de  la  vitesse 
finale  de  G'.  Quant  à  la  valeur  de  r^  ou  de  R,  elle  se 
déduira  de  la  quatrième  équation  (i)  ou  (4). 

La  quantité  N  doit  toujours  être  positive,  comme 
nous  l'avons  déjà  remarqué;  et  quand  sa  valeur  ser« 
négative,  il  n'y  aura  pas  de  choc  entre  les  deux 
mobiles.  Le  dénominateur  de  celte  valeur  est  posîtif^ 
ainsi  que  le  facteur  MM'C  de  son  numérateur.  Les 
quanlitéé'6  et  6',  contenues  dans  l'autre  facteur,  sont 
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c'est-à--dire^  dans  le  sen^  de  la  flèche  s  ou  dans  le  sens 
oppose.  Après  le  choc^  la  rotation  aura  aussi  lieu  dana 
le  preiiner  aeos  ou  dans  le  second,  selon  que  la  valeur 
de  r,  ou  de  R  sera  positive  ou  négative. 

479.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  les  deux  corps 
M  et  M'  entièrement  libres  ;  mais  s'ils  sont  retenus 
par  on  point  .ou  un  axe  fixe,  la  détermination  de  leurs 
mouyemens  après  le  choc  dépendra  toujours  des 
mêmes  principes,  et  ne  différera  que  par  le  nombre 
des  équations  qu'on  aura  h  considérer.. 

Far  exemple ,  si  le  mobile  M  est  retenu  par  un 
point  fixe  G ,  les  trois  premières  équations  du  n"*  467 
ne  seront  plus  nécessaires  pour  Féquilibre  de  M  et 
des  quantités  de  mouvement  perdues,  pendant  le 
choc  f  par  tous  les  points  de  ce  corps.  Ce  point  fixe  G 
aeaeni  pas  toujours,  comme  précédemment,  le 
centre  de  gravité  de  M,  et  les  intégrales /xdnif/jrdm, 
fsdm ,  ne  seront  plus  nulles  ;  mais  les  six  quantités 

^9  ^9  ^9  ^é9^i9^é9  ^^^^'^  zéro;  et  en  prenant  pour 
GêX  ,  GtjTf  Gs ,  les  trois  axes  principaux  de  M  qui  se 
coupent  en  ce  point  G ,  les  trois  dernières  équations 
d'équilibre  se  réduiront  encore  à 

N(acosf  —  ôcosa)  H-  C(r  —  rj  =  o, 
PI(ccos«  —  acosy)  -f-  B(jf  —  yj  =  o, 
N(ôcos>  —  ccosC)  +  A{p —  p,)  =  o, 

eomrae  dans  le  numéro  cité.  ]En  y  joignant  les  six 
équations  (a)  relatives  au  corps  M' ,  que  je  conti- 
nuerai de  supposer  entièrement  libre,  et  Téqua- 
lion  (3),  dans  laquelle  on  fera  tt^s=o,  ^^^=0,  iv^s=o, 
joo  aura  les  dix  équations  nécessaires  pour  déterminer 
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la  valeur  de  N,  et  les  mouvemens  des  deux  corps 
après  le  choc,  lorsqu'on  les  supposera  déuués  delâs^ 
ticité.  Qnand  ils  serotit  parfaitement  élastiques ,  on 
remplacera  les  trois  équations  précédentes  par  les 
trois  dernières  équations  (/j),  et  l'on  fera  usage  des 
équations  (5)  au  lîeu  des  équations  (a). 

Si  le  corps  M  est  retenu  par  un  axe  fixe  Gz ,  qui 
ne  sera  plus  un  axe  principal,  la  quatrième  équation 
du  n°  467  sera  seule  nécessaire  pour  l'équilibre  de  N 
et  des  quantités  de  mouvement  perdues  par  M. 
Comme  l'axe  de  rotation  coïacide  alors  avec  Gz , 
avant  et  après  le  choc ,  on  aura  p  ^=0,  q=Q, 
p=o,  q  =  o  ;  et  les  trois  composantes  de  la  vitesse  de 
G  étant  aussi  nulles,  cette  équation  se  réduira  encore  à 

PJ(acos^  —  écostt)  +  C(r  —  r,)  =  o; 
C  étant  toujours  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
l'axe  Ga.  On  la  remplacera  par 
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1res  forces  inconnues N,  N',  îi",  etc.,  appliquées  aux 
points  de  tx>ntact  de  ce  corps  avec  tous  les  antres , 
et  dirigées^  de  dehors  en  dedans,  suivant  la  normale  à 
sa  sorface.  Pour  tous  les  mobiles,  ces  forces  inconnues 
seront  en  même  nombre  que  les  points*  de  contact 
de  ces  corps;  car  elles  représenteront  des  quantités 
de  mouvement  égales  et  contraires  pour  les  deux 
mobiles  qui  se  touchent  en  chaque  point.  Mais ,  à 
rinstant  de  la  plus  grande  compression ,  c'est-à-dire , 
a  la  fin  du  choc  des  corps  dénués  d  élasticité ,  Té- 
qnation  (3)  aura  lieu  pour  chaque  point  de  contact  ; 
d  ou  il  résulte  qu'on  aura  toujours  un  nombre  suffi- 
sant d'équations,  pour  déterminer,  à  cet  instant, 
l'état  de  tous  les  mobiles,  et  les  valeurs  de  N ,  N' , 
N",  etc.  Quand  les  mobiles  seront  parfaitement  élas- 
tiques ,  on  obtiendra  la  solution  du  problème,  pour 
chacun  d'eux  séparément ,  par  la  considératipn  em- 
ployée dans  le  n""  4^ 

481.  Pour  donner  un  exemple  simple  de  cette 
solution  générale,  soient  M,  M',  /te,  les  masses  de 
trois  sphères  homogènes ,  dont  les  centres  sont  G , 
G',  C(fig.  19).  Supposons  que  ac  soit  en  repos  avant 
le  choc ,  et  que  cette  sphère  soit  frappée  simultané- 
ment par  M  et  M%  qui  la  touchent  aux  points  K 
et  K'.  Si  M  et  M'  ont  un  mouvement  de  rotation 
avant  le  choc ,  il  ne  sera  pas  changé  par  le  choc  ; 
etft  n'en  prenant  aucun  pendant  celte  percussion ,  on 
aura  seulement  à  déterminer,  en  grandeur  et  en  di- 
rection, les  vitesses  de  G,  G',  C,  après  le  choc, 
au  moyen  des  vitesses  et  des  directions  de  G  et  G^ 
auparavant. 
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Désignons  donc ,  arant  le  choc,  par  a,  b  ,  c  ,  les 
composantes  de  la  vitesse  de  G,  parallèles  à  trois 
axes  fixes  et  reclaDgulaires,  Ox,  0/,  O:,  et  par  a', 
b',  c',  les  composantes  de  la  vitesse  de  G',  parallèles 
aux  mêmes  axes.  Représentons  par  « ,  v,  »■,  u',  ^  n/, 
ce  que  deviennent  ces  six  composantes  à  l'instant  de 
la  plus  grande  compression  ,  et  par  «,,  v^,  w^ ,  les 
composantes  suivant  les  mêmes  axes,  de  la  vite!ïse  de 
C  à  cet  instant.  Soient  aussi  a,  €,  j-,  les  angles 
compris  entre  le  rayon  KC  et  des  parallèles  aux 
axes  Ox,  0^,  Oz,  menées  par  le  point  K  ,  cl  «',  tf', 
y',  les  angles  que  fait  le  rayon  K'C  avec  des  parallèles 
à  ces  axes ,  menées  par  le  point  K'.  AppelonK ,  à  I'îds- 
taot  dont  il  s'agit ,  N  la  quantité  de  mouvement  coin* 
muniquée  à  fx  par  Msuivant  KC,  ou  à  M  par  pt  sui- 
vant KG ,  et  N'  celle  qui  e^t  communiquée  à  fj.  par  M' 
suivant  K'C,  ou  à  M'  par  (a  suivant  K'G'.  Les  neuf 
équations  d'équilibre  des  quantités  de  mouveinent 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  269 

en  observant  que  KG  et  KG'  sont  les  prolongemens 
de  KC  et  K'C. 

L'équation  (3) ,  appliquée  aux  points  K  et  K',  don- 
nera, en  même  temps, 

II^COS ÛL  *+  i'^COS  C  +  W^COS y  =  Il  C08  A  -|-  vcosC  -f-  tv  cos  y ,  )    , 
ll^C08«e'+  i'^COsC-4-  W^C08y'=  M'c08fle'+/c08C'+  tl/c08y';/  ^  ^ 

et  Ton  aura ,  de  cette  manière ,  les  onze  équations 
nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  les  onze 
inconnues  N,  M',  u,  i^,  etc. 

Si  nous  faisons 

cos  «  cos  a  4-  cos  f  cos  f  '  +  cos  y  cos  y  =  cos  ^, 
a  cos  CL  -+-  b  cos€  'i'  c  cosy  s=2  ky 
^  cos  a'  +  è'  cos  €'  +  c'  cos  >'  =  A', 

/  sera  Fangle  GCG',  et  A:  et  A:'  représenteront  les  vi- 
tesses primitives  de  G  et  G'  suivant  GK  et  GK^  En 
observant  que 

cos*fl-H:os*ff-f-cos*>^=i,  cos*a'+cos'6'+cos*>'s=i, 
les  équations  (à)  donneront 

u  cos  a  -f-  ^  ces  Ç  +  w  cos  y  :=  k  —  g , 

N' 
u'  cos  a'  +  t^'  cos  é'  H-  w/  cosy  =  A'  —  ^, , 

^     ,  N  +  N'cosc^ 

I^^COSflt   +   (/^COSb    -f-   tV^COS^^  = , 

w^  cos  a  4-  i'^  cos  b'  +  w^  cos  7  = ; 

au  moyen  de  quoi  les  équations  (6)  deviendront 
2.  19 
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MM  =  N  {M  +  A*)  4-  N'M  C03  «T, 
M>A-'=  N'{M'+  fi)  +  NM'  cosj*; 

d'où  l'on  tire 

^(M'+/.)M^—  *'MMV cos  ^ 


N' 


(M  -I-  f.)  CM'  +  ^)  -  MM'  c. 
A'(M+^)MV  — AMM>  co: 


■  (M  +  ^)  (MV  /.)  —  MM'cos' j'  ' 
valeurs  qui  devront  toojours  être  des  quantités  po- 
sitives. Après  qu'on  ies  aura  substituées  dans  les  équa- 
tions {a),  on  en  déduira  immédiatement  les  valeurs 
des  neuf  composantes  u,  v,  etc. ,  des  vitesses  de  G, 
G',  C,  qui  auront  lieu  à  la  tin  du  choc,  lorsque  les 
trois  mobiles  seront  dénués  d'élasticité. 

S'ds  sont,  au  contraire,  parfaitement  élastiques , 
et  qu'on  désigne,  à  la  fin  du  choc  simultané  de  ces 
trois  corps ,  par  U ,  V ,  W,  les  composantes  de  la  vi- 
tesse de  G,  par  U',  V,  W,  celles  de  la  vitesse  de  G', 
par  U, ,  V, ,  W, ,  celles  de  la  vite^e  C ,  on  aura ,  RM»n 
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parmi  les  équations  (a) ,  il  irient 

M  (a  —  U)  —  2N  cos  a  =  o , 
M(ô  _  V)  —  aN  cos  C  =  0, 
M(c  — W)  —  2N  cos  7.  =  o, 

M'(a'— U')  —  aN'cos  a'  =  o, 
M'(i'  — V)  —  aN'cos  C=  o, 
M'fc'  —  W)  —  jaN'cos  >'  =  o , 

^Ncos  et  +  aN'cos  cl — fi\]^  ==  o , 
aNcos  è  -I-  aN'cos  ff' — /jl\^  =  o  , 
2N  cos  >  +  ^N'cos  7' —  AtW^=  o  ; 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  dans  ces  dernières 
équations  les  valeurs  précédentes  de  N  et  N',  pour  en 
déduire  ensuite  immédiatement  les  valeurs  des  neuf 
inconnues  U,  V,  W,  U',  V,  W,  U,,  V,,  W,. 

Les  vitesses  finales  des  points  G ,  G'^  C ,  seraient 
encore  les  mêmes ,  si  les  chocs  de  M  et  de  M^  contre 
fty  ao  lieu  d'être  simultanés,  se  succédaient  à  un 
très  petit  intervalle  de  temps ,  de  sorte  que  ces  trois 
points  ne  se  fussent  pas  sensiblement  déplacés  pen- 
dant ce  temps  très  court.  Les  durées  très  courtes 
des  deux  chocs,  simultanés  ou  successifs,  peuvent 
aussi  être  inégales,  et  l'instant  de  la  plus  grande 
compression  n^être  pas  le  même  aux  points  K  et  K'. 


«9 


-• 
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CHAPITRE  VIII. 

EXEMPLES  DU  HOUTEHEirr  D'UN  COIU«  ELEXULE. 

g  I".  Vibrations  ettme  corde  flexible. 

48a.  Soit  AMB  (  fig.  ao  )  uoe  corde  parfaitement 
flexible,  très  peu  extensible,  homogène  et  partout 
de  la  même  épaisseur,  tendue  suivant  sa  longueur 
par  une  force  équivalente  à  un  poids  donné  -or ,  et 
attachée  par  ses  deux  extrémités  à  des  points  fixes  A 
et  B.  On  néglige  son  poids  par  rapport  à  «ar;  et  on  ta 
regarde ,  par  conséquent ,  comme  rectîlîgne  dans  son 
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et  représentons  par  ^  et  z  les  denx  autres  coordon- 
nées de  M^  perpendiculaires  entre  elles  à  Taxe  AB. 
Les  déplacemens  des  points  de  la  corde  étant  suppo- 
sa très  petits  y  les  variables  Uy  j^  z,  seront  aussi  très 
petites,  et  la  question  consistera  à  déterminer  leurs 
valeurs  en  fonctions  de  x  et  /. 

Appelons  ds  l'élément  différentiel  de  la  courbe 
MITB,  qui  répond  au  point  M',  et  €  la  densité  de  la 
corde  en  ce  point ,  multipliée  par  l'aire  de  la  section 
perpendiculaire  à  sa  longueur  en  ce  même  point ,  de 
sorte  que  ids  soit  l'élément  de  sa  masse.  Dans  Vétat 
d'équilibre ,  les  élémens  de  cette  masse  sont  propor- 
tionnels aux  longueurs,  puisque  la  corde  est  homo- 
gène et  d'une  épaisseur  constante  ;  la  longueur  de 
l'élément  qui  répond  au  point  M  est  djc;  sa  masse  sera 

donc  ^j  f  en  appelant  p  et  lie  poids  et  la  longueur 

de  la  corde  entière,  et  g  la  gravité;  et  comme  la 
masse  de  cet  élément  ne  doit  pas  changer  pendant  le 
mouvement,  on  aura  constamment 

,  pdx 

Si  cet  élément  î€ls  était  sollicité  par  une  force  mo- 
trice donnée,  dont  les  composantes  parallèles  aux 
axes  des  coordonnées  fiassent  représentées  par  Xe^ , 
XédSf  Zids,  lés  composantes  suivant  ces  axes,  de  la 
force  perdue  pendant  l'instant  dt ,  seraient 

(X_^^)«*,(ï-f)««,,(Z-^;f).*; 

par  conséquent ,  pour  avoir  les  équations  d'équilibre 
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de  ces  forces,  qui  serotil  celles  du  mouvement  de  ta 

coi-de,  il  faudrait  mettre  ■* 

Y        f^'"        V        ^'^         1        '^'^  ^ 


a  )a  place  de  X,  Y,  Z,  dans  les  équatioas  (i)  da 
n"  398 ,  et  y  substituer  pour  kù  sa  valeur  précé- 
dente. Or,  les  quanlilés  X,  Y,  Z,  étant  nulles,  pir 

lijpolhèse,  il  en  résulte 

da  gt    dt'  ' 

ds  gi    al*  ' 

T  étant  la  tension  de  rélèment  (ds ,  et  en  observant 
que  X  +  M  est  l'abscîsse  du  point  M'  auquel  ces  équa- 
tions répondent.  Elles  ne  sont  integrables  que  quand 
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ç  éiflot  un  poids  constant  tt  donné ,  <{ni  dépendra  de 
la  matière  et  de  Tépaifiseur  de  la  corde.  D'aillearft  ^ 
<m  a 


^e  pins,  si  non-seulement  les  points  de  la  courbe  AM'B, 
:Mnais  aussi  les  directions  de  ses  tangentes,  s'écartent  peu 

^e  la  droite  AMB,  les  quantités  ^  et  —^  seront  de 

'i:res  petites  fractions  ;  en  négligeant  leurs  carrés ,  il 
^n  résultera  donc 

» 

et  si  Ton  néglige  également  les  produits  ^^  et 
-T-  -T- ,  les  équations  (i)  deviendront 


_    ^dHi'   dy_    ^dy      d^z  _    ^d'z   '  .  . 
—  ^  dx-'  "3?^^  dx-^  dr  —^  dx^'   W 


^ù  l'on  a  ùiit,  pour  abréger, 

P  F 

Les  variables  u,  jr,  z,  étant  séparées  dans  ces  équa- 
tions (3),  on  en  conclut  que  les  vibrations  de  la 
corde,  parallèles  aux  axes  de  Xpjr,  z,  seront  indé- 
j>endantes  entre  elles,  et  coexisteront  ensemble,  sans 
^'influencer  mutuellement.  On  voit,  de  plus,  que  les 
"vibrations  transversales  seront  les  mêmes  dans  le 
^sens  des  jr  et  dans  le  sens  des  z  ;  en  sorte  qu'il  suffira 
de  considérer  les  premières ,  par  exemple.  Quant  aux 
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vibrations  longitudinales,  nous  voyons  aussi,  en  com- 
parant la  première  des  équations  (a)  à  l'une  des  deux 
dernières,  qu'elles  suivront  les  mêmes  lois  que  les 
autres,  dont  elles  ne  différeront  que  par  la  grandeur 
du  coelFicient  a.*,  qui  surpassera  a'  dans  le  rapport 
de  q  a  fo-. 

484-  L'équation  aux  différeuces  partielles  du  second 
ordre 


a  pour  intégrale  complète 


■  at);      (5) 


y  et  F  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires.  Eu 
effet,  quelle  t[ne  soit  une  fonction  ■4',  on  a 
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vue  quantité  positive ,  x  +  at  sera  une  quantité  po- 
siûwe  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  et 
x-'^ai  une  quantité  négative,  ou  une  quaptité  po- 
sitive et  moindre  que  /•  Si  donc  on  désigne  par  Ç 
une  variable  positive ,  il  suffira,  pour  pouvoir  faire 
usage  de  la  formule  (3),  de  connaître  les  valeurs  de 
fX  «*  ^("^Of  depuis  Ç=o  jusqu'à  Ç  =  oo  ,  et  celles 
de  ¥Ç ,  depuis  Ç  =  o  jusqu'à  Ç  =  /•  Or ,  on  détermi-^ 
nera ,  comme  on  va  le  voir ,  ces  valeurs  de  /l^  et 
F  (db  Ç) ,  par  la  condition  de  Timmobilité  des  points 
A  et  B  pendant  tout  le  mouvement ,  combinée  avec 
Fétat  initial  de  la  corde. 

485.  Supposons  qu'on  ait,  à  l'origine  du  mou- 
vement , 

ces  deux  fonctions  ^x  et  ^'x  seront  nulles  pour  xz=io 
et  pour  ar  =  /,  et  données,  depuis  j:  =  o  jusqu'à 
x  =  /,  par  la  figure  initiale  de  la  corde  et  d'après 
les  vitesses  imprimées,  à  cette  époque ,  à  ses  différens 
points.  En  faisant  /  =  o  dans  la  formule  (3)  et  dans 
sa  différentielle  par  rapport  à  ^,  on  aura 

et  si  l'on  fait 

-f^'xdx  =  4^x , 

et  qu'on  mette  ^  au  lieu  de  «r ,  on  en  déduira 

A  =  î<PC  +  i<i>C,  n  =  i<pç  -  i*r.  (4) 
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La  fonction  $^  contiendra  une  consIaDle  arbitraire; 
mais  il  est  évident  qu'elle  disparaîtra  dans  la  for- 
mule (Z),  qui  se  compose  de  la  somme  des  Talenis 
de^^  et  F^,  relatives  à  deuxvalears  différentes  deÇ. 
On  peut  donc  faire  abstraction  de  cette  constante , 
et  supposer,  pour  fixer  les  idées,  que  la  fonction 
*^  s'évanouisse,  quand  Ç  =  o.  Les  équations  (4) 
feront  alors  connaître  les  valeurs  de  y  {  et  ¥Ç  ,  mais 
.seulement  depuis  Ç^  o  jusqu'à  ^  =  / ,  puisque  les 
fonctions  ^^  et  <bl^  ne  sont  données  que  dans  cet  in- 
tervalle. 

Les  points  A  et  B  étant  fixes,  il  faudra  que  les 
valeurs  de  j  qui  répandent  àa7=:oelx  =  /,  soient 
constamment  nulles.  En  faisant  at  =  Z,  on  aura 
donc,  d'après  l'équation  (3), 

/C+F(-O  =  o,  /(/  +  0  +  F((-0  =  o,C5) 

?  toutes  les  valeurs  de  la  variable  positive  ^. 
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Par  eonséqaesty  les  yalears  de  /(  ^/-—  C  )  ^  depuis 
(  =:  o  jmqu'à  1^  =/»  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
celles  de  y^  depuis  1^  =  1  jusqu'à  Çzsialf  seront 
connues ,  d'après  les  valeurs  de  FÇ ,  depuis  Ç  =  o 
juaqu'à  Ç  s=:  /. 

Ainsi ,  les  valeurs  de  /* Ç  et  FÇ  étant  données  par 
les  éq[uations  (4)^  depuis  ^  =  0  jusqu'à  Ç:=l,  les 
équations  (5)  détermineront  celles  def(l'j-Ç)etde 
¥(  —  Ç),  depuis  Ç  =  o  jusqu'à  Ç  =00.  On  con- 
viaitra  donc  toutes  les  valeurs  de  ces  deux  fonctions  y 
cl'où  dépendent  celles  de  / ,  pour  tous  les  points  de 
la  corde  et  à  un  instant  quelconque  du  mouve- 
ment. Les  valeurs  correspondantes  de  -4^  et  -^  ^  et, 

par  suite,  celles  de  —,  seront  aussi  connues;  et  les 

valeurs  de  z  et  ^r  s'obtiendront  de  la  même  manière. 

far  conséquent,  on  connaîtra  la  figure  de  la  corde, 
«t  les  vitesses  transversales  de  tous  ses  points  à  un 
instant  quelconque  ;  ce  qui  est  la  solution  complète 
du  problème,  en  ce  qui  concerne  le  mouvement 
^  la  corde,  perpendiculairement  à  sa  direction  na** 
turelle. 

Il  n'y  a  rien  ,  dans  la  question ,  qui  puisse  servir  à 
déterminer  les  valeurs  de  /(  —  Ç),  non  plus  que 
celles  deF^,  qui  répondraient  à  Ç>Z;  de  sorte  que 
ces  parties  des  deux  fonctions  arbitraires,  dont 
l'usage  de  la  formule  (3)  n'exige  pas  la  connaissance , 
resteront  tout-à-fait  indéterminées. 

486.  Pour  connaître  la  valeur  de  j'  qui  résultera 
des  équations  (5),  (4),  (5);  je  considérerai  successi- 
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vemeiit  la  partie  de  cette  valeur  provenant  de  la 
ligure  initiale  de  la  corde  ,  ou  de  la  fonction  ipsc ,  et 
celle  qui  provient  des  vitesses  initiales  de  ses  dïfië- 
reiis  points,  ou  de  la  fonction  Ep'x. 

1°.  AToriginedu  mouvemeut,  soitACB(Gg.  21) 
la  projection  donnée  de  la  corde  sur  le  plan  des  x 
f:ij,  de  sorte  qu'en  prenant  sur  AB  la  partie  AD=x, 
l'ordonnée  correspondante  DC  soit  ^x.  Après  avoir 
prolongé  AB ,  je  trace  la  courbe  BC'A' ,  égale  à  ACB, 
mais  inversement  placée,  de  manière  que,  si  l'on  prend 
BD'  =  BD ,  l'ordonnée  D'C  soit  égale  et  de  signe 
contraire  à  DC.  Sur  les  deux  prolongemensde  A  A',  je 
ré|)ète  indéfiniment  la  courbe  ACBC'A';  en  sorte  qac 
A'C"B'C"'A"soit  la  position  que  prendrait  ACBC'A', 
si  cette  courbe  glissait  parallèlement  à  l'axe  des  x, 
jusqu'à  ce  que  A  vint  en  A'  et  A'  en  A",  et  que 
AC,B^C^,A^  soit  la  position  de  A'C'BCA,  après  avoir 
glissé  de  même  jusqu'à  ce  que  A'  vint  en  Aet  Aen  A,; 
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la  €orde,  représentent  maintenant  leurs  vitesses  ini- 
tiales, divisées  par  a;  en  sorte  qu'en  prenant  AD:=:x, 

on  ait  DC  =  -  ^0'x.  Traçons  une  autre  courbe  AGH 

a  ^ 

(6g.  22) ,  telle  qu'à  l'abscisse  AD  =  a:  réponde  l'or- 

doonée  DG  =  -  f^^xdx  =  <bx.  L'intégrale  com- 
mençant avec  x^  et  la  fonction  ^*x  étant  aussi  nulle , 
quand  jr  =  o,  cette  courbe  touchera  l'axe  des  x  au 
point  A.  Si  l'on  prend  AB  =  Z^  et  que  BH  soit 
Vordonnée  correspondante ,  on  aura 


BH 


=  \Çj^^^ 


et  la  tangente  en  H  sera  parallèle  à  l'axe  des  abs- 
dsses,  à  cause  que  l'on  a  ^'x  =  o ,  quand  a:  =  /.  Je 
trace  la  coorbe  HCA',  égale  à  ACH,  et  placée  de 
manière  qu'en  prenant  BD'  =BD,  on  ait  D'C=:DC; 
pois  je  répète  indéfiniment  la  courbe  ACHCA\  sur 
les  deux  prolongemens  de  AA',  comme  dans  la  cons- 
truction précédente  ;  et  cela  fait ,  si  l'on  prend  deux 
abscisses 

AK  =  jc  -|-  ai ,     AK'  z=L  X  —  ai  y 

dont  la  seconde  pourra  être  positive  ou  négative  ,  et 
({n'en  élève  les  ordonnées  correspondantes  KL  et  K'L', 
positives  ou  négatives ,  on  aura 

^(KL-K'L'), 

pour  la  partie  de  y  qui  résulte  des  vitesses  initiales 
des  points  de  la  corde. 
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La  Talenr  complète  4s  y  wra  donc 

y  =  KEF  +  ET)  +  i(KL  -  KX');  («) 
et  la  même  construction  donnera  la  ^alear  corres- 
pondante de  %.  En  effet,  on  a 

d.VS _    d.EP       d.Hr  d.ET 

'^dT'^^    dx    '     'TBr™""^"^^"' 

d.KL  d.EL       d.Kl/  d.KV 

on  aara  donc 

4r  _  g/J.EF  _  iJ,Ey\        a/d.KL         d.K%'\ 
di  ~'2\  dx  dx    J"^  !k\  dx     '*'      dx    y 

Or,si  Ton  inène  par  la  pointe  F,  F^  L,  \I  (fig«  ^i 
et  32),  les  tangentes  F/;  Yf^  Ll,  VP,  et  les  droites  Fx, 
Tx^  hx,  L'a? ,  parallèles  à  Taxe  des  x  et  dirigées  dans 
le  sens  des  x  positives ,  on  aura  aussi 

^=tangj:F/,    ^^  =  tangxF'/, 
-^  =  tang  xLl,     -^ —  =  tang  œUV; 
il  en  résultera  donc 

^  =  ?(tanga:F/-tangxF/),     I 
+  -  (tang  xLl  +  tang  xh'l')'y     \ 

formule  dans  laquelle  les  angles  seront  toujours 
aigus  y  mais  positifs  ou  négatifs;  ce  que  la  figure  in-* 
diquera  pour  chacun  des  points  F^  F^,  L,  L'. 
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On  construira  de  la  même  manière   les  valeurs 

1  dz 

de  z  et  2"' 

487.  U  résulte  de  la  construction  des  courbes  repré- 
sentées par  les  figures  2 1  et  22 ,  que  quand  le  produit 

tfl  augmente  de  2/,  l'ordonnée^  et  la  vitesse  -j- ,  ex- 
primées par  les  formules  (a)  et  {b)  ^  reprennent  les 
valeurs  qu'elles    avaient   auparavant.  U  en   est  de 

même  à  Tégard  des  valeurs  de  z  et  ^.  Far  con- 
séquent I  la  corde  revient  au  même  état ,  pour 
sa  finmie  et  pour  les  vitesses  transversales  de  tous 
tes  points  y  aa  bout  de  chaque  intervalle  de  tempe 

^al  à  — .  Dans  le  vide,  et  en  supposant  les  points 

A  et  B  rigoureusement   fîxes^   la  corde   exécute-^ 

fût  donc  «ne  suite  indéfinie  de  petites  oscillations 

a/ 
dont  lu  dprée  ser^t  —  ^  pour  chaque  osciUatîon  en- 
tière y  l'allée  et  le  retour  compris.  Mais  la  résistance 
de  Fair  et  la  communication  d'une  partie  du  mouve- 
ment de  la  corde  à  ses  points  extrêmes  A  et  B  , 
afiâiMissent  graduellement  les  amplitudes  de  ses  os-* 
GÎUationSy  et  finissent  par  les  anéantir,  sans  altérer  sen- 
siblement risochronisme  ;  résultat  semblable  à  celui 
que  nous  a  présenté  le  mouvement  du  pendule  dans 
Fair  (n*  190),  et  que  je  me  contente  d'indiquer 
comme  une  conséquence  de  l'analyse ,  confirmée  par 
rohsffvation. 

Si  donc  on  désigne  par  T  la  durée  d'une  vibration 
oa  Ofcillation  entière  de  la  corde,  et  par  n  le  nombre 
des  vibrations  qui  auront  lieu  dans  Funité  de  temps , 
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'Vf-'  "  — a  V  bz: 


I.e  ton  d'une  corde  sonore  est  d'autant  plus  élevé      1 
qu'elle  fait  un  plus  grand  nombre  de  vibrations  ea       ' 
un  temps  donné;  il  est  donc  déterminé  par  le  nom- 
bre n,  lequel  est,  comme  on  voit,  indépendant  de 
la  [grandeur  dos  amplitudes,  supposées  très  petites. 
Pour  une  même  corde,  ce  nombre  est  proporlionneL 
h  la  racine  carrée'  de  la  tension  'sr  ;  pour  deux  corde^^^ 
d'une  même  matière  et  d'une  même  épaisseur,  le=^ 
poids   p   est   proportionnel    à   la  longueur  /,   et  le — = 
nombre  n,  à  tension  égale,  en  raison  inverse  de  cett^^ 

longueur  ;  enfin ,  pour  deux  cordes  de   même  Ion 

gueu:-  et  également  tendues,  n  est  en  raison  inverse^ 
des  racines  carrées  de  leur  poids.  Ces  diflërentes  lois- 
ont  été  confirmées  depuis  long-temps  par  l'expérience. 
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fois  qoe  at  sera  un  multiple  quelconque  de  Z^  la  vitesse 

~  sera  nulle ,  et  la  corde  reprendra  la  même  figure, 

mais  Située  dans  des  positions  alternativement  in- 
verses Tune  de  Vautre.  ACB  (fig.  23)  étant  sa  figure  ^ 
quand  <  =  o ,  ce  sera  encore  sa  figure  et  sa  position , 
quand  at  sera  un  multiple  pairMe  Z^  n^ais  lorsque  ai 
sera  un  multiple  impair  de  Z,  la  corde  prendra  la 
positioii  inverse  ACB ,  telle  qu'en  faisant  AD'=  BD , 
on  ait  D'C  =  —  DC.  Dans  ces  deux  positions  ex- 
trêmes ACB  et  ACB,  les  vitesses  transversales  de 
tous  les  points  de  la  corde  seront  zéro  ;  et  la  corde 
emploiera  le  temps  jT  d'une  demi  -  vibration ,  à 
passer  de  Tune  à  l'autre. 

488.  En  général ,  les  parties  des  lignes  que  repré- 
sentent les  figures  21  et  23  ne  soqt  pas  les  prolon-*- 
gemens  analytiques  Tune  de  Fautre;  ces  lignes  for- 
ment des  courbes  discontinues ^  c'est-à-dire,  des 
courbes  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  assujettis  à 
la  même  équation  entre  l'abscisse  et  l'ordonnée;  mais, 
aux  points  de  jonction  A^,  B^,  A,  B,  A',  B',  etc. 
(fig.  21),  A,,  U,,  A,  H,  A',  H',  etc.  (fig.  22), 
de  deux  portions  difiërentes,  la  tangente  est  toujours 
commune  aux  deux  parties  adjacentes.  La  courbe 
relative  à  la  forme  initiale  de  la  corde ,  et  celle  qui 
représente  la  loi  des  vitesses  imprimées  à  tous  ses 
points,  peuvent  aussi  être  des  courbes  discontinues, 
pourvu  qu'en  chacun  des  points  où  leur  forme 
change,  la  tangente  reste  néanmoins  la  même  pour 
les  deux  parties  adjacentes. 

Cette  restriction  est  fondée  sur  ce  que  par  leur 
2.  ?o 
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nature ,  la  force  accélératrice  d'un  point  matériel  et 
la  vitesse  dont  il  est  animé ,  sont  toujours  des  (joan- 
tités  finies^  existantes  et  mesurables;  en  sorte  que, 
dans  les  problèmes  de  Dynamique,  les  fonctions 
du  temps  qui  expriment  les  vitesses  et. les  forces 
accélératrices  des  différens  points  d'un  mobile ,  ne 
doivent  jamais  devenir  infinies.  Ici ,  la  condition  re- 
lative aux  vitesses  est  remplie  ;  car  les  vitesses  trans- 
versales s'expriment  parla  formule  {b),  au  moyen 
des  tangentes  de  certains  angles ,  multipliées  par  la 
constante  ^;  et  par  hypothèse,  ces  angles  ne  s'élèvent 
jamais  à  90%  et  sont,  au  contraire,  toujours  très  petits. 
Quant  aux  forces  accélératrices,  elles  deviendraient 
infinies,  dans  les  points  où  deux  portions  de  la  corde 
se  couperaient  sous  un  angle  fini ,  et  ces  forces  croî- 
traient sans  limite,  près  de  semblables  points  de 
jonction. 

En  efiet,  soient  m  et  m'  (fig.  20)  deux  points  de 
la  corde ,  très  rapprochés  de  M' ,  et  dont  nous  ren- 
drons ensuite  les  distances  à  ce  point  infiniment 
petites.  Considérons,  à  un  instant  quelconque,  les 
forces  qui  agissent  sur  la  portion  mMW  de  la  corde, 
c'est-à-dire ,  les  tensions  qui  ont  lieu  à  ses  extré- 
mités ,  et  sont  dirigées  suivant  les  parties  mh  et  m' h' 
des  tangentes  en  m  et  m! .  Représentons  ces  tensions 
par  H  et  H' ,  et  par  ft  la  masse  de  mMW.  Pour  que 
la  force  accélératrice,  parallèle  à  AB  ,  de  cette  petite 
niasse,  ne  devienne  pas  infinie,  quand  fjt.  sera  infi- 
niment petite ,  il  faudra  que  la  différence  H  —  H'  soit 
très  petite  et  au  moins  proportionnelle  à  ^t.  De  plus, 
les  composantes  de  11  et  H'  perpendiculaires  à  ÂB 
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«tpmllèles  à  l'axe  des  j',  seront  H  (^  et  H'f^T 
«n  snbstitaant  x  '^  ^  »  comme  dans  le  n*>  483 ,  et 
désignant  par  ^—^  et  V^j  les  valeurs  de  ^  qui  ré- 
pondent à  m  et  m'.  La  force  motrice  qui  tire  /jl  vers 
AB  f  aura  alors  pour  yaleur 

Pour  que  la  force  accélératrice  correspondante  ne 
soit  pas  extrêmement  grande ,  et  ne  derienne  pas 
infinie 9  quand  la  masse  /x  sera  infiniment  petite,  il 
sera  donc  nécessaire  que  cette  différence  soit  aussi  très 
petite  y  et  au  moins  proportionnelle  à/t;  et  comme 
les  quantités  H  et  H'  différent  déjà  très  peu  Tune 
de  Tautre ,  il  faudra  qu'il  en  sœt  de  même  à  Tégard 

^  \£)  ^M  ^  '  ^^"^  '^  différence  devra  être  infi- 
niment petite  y  quand  les  points  m  et  m!  seront  infi- 
niment rapprochés  de  M'.  Donc,  en  aucun  endroit 
de  la  corde  et  a  aucun  instant,  les  tangentes  mh 
et  w!h!j  en  deux  points  infiniment  voisins  ,  ne  pour- 
ront se  couper  sous  un  angle  fini  ;  ce  qu'il  s'agissait 
de  feîre  voîr. 

Cette  conclusion  aura  encore  lieu,  lorsque  la  corde 
sera  composée  de  deux  parties  de  matières  difEé*- 
rentes  :  à  leur  point  de  jonction ,  l'ordonnée^  et  son 

coefficient  différentiel  4-  devront  avoir  constamment 

dx 

une  même  valeur  pour  ces  deiuc  parties;  ce  qui  four- 


20.. 
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iiirt>  comme  la  fixité  des  points  ezbèmet,  des 
équations  indispensables  ponr  la  détennination  des 
fonctions  arbitraires,  et  sans  lesqaelles  la  solntion  dn 
proUème  serait  indéterminée  (*)• 

489.  D'Alembert  a  résolu  le  premier  le  proUème 
des  cordes  vibrantes;  la  solution  qu'il  en  a  donnée 
est  celle  qu'on  vient  d'exposer  p  et  qui  est  fondée 
sur  l'intégration,  sous  forme  finie,  de  l'éqnatioa 

^  =s  a*  ^;  mais  an  moyen  de  la  formule  (a) 

du  n*  SaS,  on  peut  aussi  résoudre  cette  question 
d'une  antre  manière. 

Quelles  que  soient  les  fonctions  données  ^  et  f 'x, 
pourvu  qu'elles  sdiènt  nulles,  quand  x  sa  o  et  quand 
X  =:  i,  on  a,  d'apris  la  formule  dtée, 

fx  =  j2(r   «o  •^fa/dir')  dn-^, 
^'x=J.2(/;sîni^^V^')sîni^^     ^^""^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  x=  o  jusque 
XssZ  indusivement',  c'est-à-dire,  pour  toute  la  lon- 
gueur de  la  corde  ;  i  étant  un  nombre  entier  et  po- 
sitif, et  les  caractéristiques  Z  indiquant  des  sommes 
qui  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  issi 
jusqu'à  î=:qo.  D'un  autre  côté,  tonte  expiession 
telle  que 


(♦)   Fqjrez,  pour  celte  solution,  le  Journal  de  VÈcûk 
ique,  XVIIP  cahier,  ptge  44^. 
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satisfisiit^  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  à  Té-* 
cpation  donnée 

A^B^Ayf,  étant  des  constantes  arbitraires.  D  après 
cela  y  si  Ton  prend 

a  —  /  r'     .      imx'  ^   ij   f  \    .      iir«         irai     '\ 

cette  valeur  de  y  satisfera  à  toutes  les  conditions  du 
problème,  et  en  renfermera,  conséqueroment ,  la 
solution. 

En  effet ,  chacun  des  termes  des  sommes  Z  satis* 
fera  séparément  à  1  équation  (c);  par  conséquent, 
ces  sommes  y  satisferont  aussi ,  puisque  cette  équa- 
tion est  linéaire.  Si  l'on  fait  a'=o  ou  x^=^l  dans 
la  formule  {d) ,  on  a^s=o,  quel  que  soit  ^;  ce  qui 
remplit  la  condition  de  la  fixité  des  points  extrêmes 
de  la  corde.  Enfin ,  la  formule  {d)  donne 

ér       a-,/  r^    .    iwaf  ^    i  j  i\    •    «wx        «Val         ^ 

î^/^Uo  sm-p<pa:'^')sm-^c08-^       j 
— -^2(  /     sm-j-  ^xax  Jism-^  sm-y-;  j 

et  si  Ton  fait  ^=o  dans  ces  valeurs  de^  et^  ^  elle^ 
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deyienoent  ^x  et  ^'x,  en  yertu  de  Téquation  (a);  ce 
qui  satisfiiit  k  Tétât  initial  de  la  corde,  dans  tonte  n 
généralité* 

Cette  antre  solution  du  problème  est  àtm  à  Lagrango^ 
qui  a  aussi  fait  Toir  qu'elle  coïncide  avec  celle  de 
D'Alembert. 

Avant  Lagrange ,  D.  Bemouilli  avait  déji  résdlu 
le  proUème  daa  cordes  binantes  ^  en  pnènant  pour 
jr  une  valeur  composée  de  termes  compris  dans  la 
formule  {b) ,  et  assujettie  à  devenir  nuls,  quel  que 
soit  t,  pour  4re=o  et  pour  x^sil^  c'est-à-^ire ^  9m 
moyen  de  Festpression 


Asin-j  -f^Bcos  yjsin-j- 


vrai  ,    ni       7mar\   . 
«W-j hB'C0B-y-^8in^^         ,      -^ 

+  (A^'sin  ^  +F'cos  ^-^  sin  ?=?, 
etc., 

dans  laquelle  A,  A^  A'',  etc.,  B,  B',  B'',  etc.,  sont 
des  constantes  arbitraires.  Il  manquait  à  cette  $olu<* 
tien,  pour  être  complète,  la  détermination  de  ces 
coefBciens,  d*après  un  état  initial  de  la  corde,  donné 
arbitrairement  ;  ce  qui  était,  sous  le  rapport  de  Ta- 
naly se ,  la  difficulté  principale  de  la  question  :  cette 
formule  {f)  suffisait,  d ailleurs,  pour  faire  connaître 
les  'difierens  modes  de  vibrations  transversales  des 
cordes  sonores ,  et  les  lois  de  ces  vibrations. 

490.  Les  formules  {d)  et  (e)  mettent  en  évidence 
les  lois  du  mouvement  de  la  corde  vibrante ,  que  Ion 
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a  énoncées  dans  ]e  n*  4^7  î  ^^^^^  monti'ent  aussi  que 
le  ton  peut  quelquefois  s'éleyer^  comme  on  la  dit 
dans  ce  numéro  ^  et  le  nombre  n  des  vibrations  dans 
l'anité  de  temps  ^  devenir  un  multiple  de  sa  valeur 
générale,  sans  que  la  tension  de  là  corde  ait  été 
changée. 

En  effet ,  supposons  que  les  valeurs  de  (paf  et  ^'cc^ 
soient  telles  que  Ton  ait 

j    ^x'  sin  -~  dx*  ==  o ,    j    ^'x'  sin  ^^dx'sn  o,  (g) 

pour  toutes  les  valeurs  de  i  qui  ne  sont  pas  des  mul- 
tiples d'un  nombre  donné  m;  conditions  que  Ton 
peut  remplir  d'une  inBnité  de  manières  différentes. 
Les  formules  (d)  et  (e)  ne  renfermeront  que  des  si* 

nus  et  cosious  des  multiples  de  -4-  ;  par  consé- 
quent ,  l'état  et  la  position  de  la  corde  redeviendront' 

les  mêmes  toutes  les  fois  que  at  augmentera  d'un 

2/ 
multiple  de  —  ;  et  d'à  près  la  valeur  de  a,  celle  du  nom- 
bre n ,  d'où  dépend  l'élévation  du  ton  (n*"  487) ,  sera 

e'est-à-dire ,  qu'il  se  trouvera  augmenté  dans  le  rafH* 
port  de  m  à  l'unité. 
Dans  ce  cas ,  la  formule  (d)  ne  contiendra  que  les 

sinus  des  multiples  de  — ?~  ;  on  aura  donc  constam-- 

ment  jr  z:^  o  pour  les  points  équidistans  N ,  N', 
JX\  etc  ,  de  la  corde  (fig.    24),  qui  répondent  à 
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•        '  l      '     al  31  . 

4r=s  —  •  i=  -f  =3  -9  etc.;  ei|8orteqae ces  points. 

m  Ht  nf  *  * 

au  nombre  de  ni  -^  i ,  demeuTeront  immobiles , 
comme  les  poiilts  extrêmes  A  et  B  ^  pendant  tonte  U 
durée  du  mouvement.  Pour  cette  raison,  on  appelle 
les  points  N,  N^  N'^  etc.,  des  nœuds  de  vibmikmi: 
•A  l'origine  du  mouvement,  ils  n'auront  reçu  apcnne 
vitesse ,  et  n'auront  pas  été  écartés  de  la  droite  ABu 
Les  parties  de  la  corde  ACN,  NCN',  N'CW,  etc., 
situés  alternativement  d'un  côté  et  de  l'autre  de  AB, 
vibreront  comme  des  cordes  isolées,  dont  les  lon- 

gueurs  AN,  NN',  NW,  etc.,  sont  tputes  égales  à  — , 
et  dont  les  vibrations  isochrones  et  simultanées  s'ef- 
fectueront dans*  un  temps  -égal  à  — . 


♦■•Il 


La  manière  la  plus  simple  de  sâtisfoitv  Aix 
tions  exprimées  par  les  équations  (g),  est  dé  prendre, 
par  exemple, 


tntpx 


^x  =  h  sin  —y—  ,     ^  X  =  0  ; 

h  étant  une  constante  donnée.  Cela  suppose  que  les 
points  de  la  corde  n'ont  pas  reçu  de  vitesses  initiales, 
et  qu  a  Torigine  du  mouvement  elle  était  formée  de 
m  parties  égales  et  situées  alternativement  d'un  côté 
et  de  l'autre  de  AB.  Chacune  de  ces  parties  de  courbe 
est  ce  qu'on  appelle  une  trochdidey  qui  a  pour  lon- 
gueur —  ,  et  pour  hauteur  h.  Dans  ce  cas ,  la  forr- 

mule  {d)  se  réduit  au  seul  terme  de  la  première  par* 
Ue,  qui  répond  à  issm.  £n  cflfcc tuant  Imtégratiou 
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relatiye  à  j?',  on  a  simplement 

*    •     mmx         mwai 

la  figure  de  la  corde  est* donc  composée,  pendant 
toate  la  durée  du  mouyement ,  d'un  nombre  m  de 
trochoîdes,  d'une  largeur  constante  et  d'une  hauteur 
variable  ;  et  elle  coïncide  avec  la  droite  ÂB,  toutes  les 

fois  que  at  est  un  multiple  impair  de  — .  Cette  solu- 
tion particulière  du  problème  des  cordes  vibrantes 
est  celle  que  Tajlor  avait  donnée,  avant  que  la  solu- 
tion générale  fût  connue. 

491  •  Tout  ce  que  nous  avons  dit  par  rapport  aux 
vibrations  transversales  s'applique  immédiatement 
aux  vibrations  longitudinales.  Il  suffira,  pour  avoir 
à  un  instant  quelconque  l'expression  de  la  variable  u 
du  n*  4^2 ,  de  mettre  dans  celle  qu'on  a  trouvée  pour 
jr,  la  constante  a  du  n^  4^^  ^  ^^  place  de  a.  On  pren- 
dra alors  pour  Çjo  le  déplacement  du  point  M  (Gg.  20) 
à  l'origine  du  mouvement,  suivant  la  longueur  de  la 
corde,  c'est-à-dire,  la  valeur  initiale  de  MP;  et  ç'x 
exprimera  la  vitesse  initiale  du  point  IVI ,  suivant  MB 
ou  MA,  selon  qu'elle  sera  positive  ou  négative.  Ces 
fonctions  ^jo  et  c'a:  seront  données  arbitrairement, 
depuis  x  =  o  jusqu'à  ûc=zl;  et  si  elles  changent  de 
forme  dans  cet  intervalle,  il  faudra  que,  pour  les 
valeurs  de  a:  où  cela  arrivera ,  chacune  de  ces  fonc- 
tions  et  son  coefficient  différentiel  aient  cependant  la 
fnème  valeur  dans  les  deux  parties  adjacentes  de  la 
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Il  résulte  de  là  que  si  l'on  appelle  T  la  durée  en- 
tière d'une  vibration  longitudinale,  c'est-à-dire,  l'in- 
tervalle entre  deux  états  identiques  de  la  corde,  et 
n'  le  nombre  de  ces  vibrations  dans  l'unilé  de  temps, 
nous  aui'ons  (q**  487)  • 

* 

u,         ^  gq  ^y  pi 

Ce  nombre  n'  et  le  ton  de  la  corde  qu'il  déter- 
mine, ne  dépendent  pas  de  sa  tension  'Z9-;  cependant 
l'observation  indique  que  le  Ion  longitudinal  s'élève 
un  peu  quand  la  tension  augmente  ;  circonstance 
qu'on  peut  attribuer  à  ce  que  la  longueur  de  la  corde , 
comprise  entre  les  points  A  et  B,  restant  la  même, 
son  poids  p  diminue  quand  on  l'étend  davantage. 

492,  En  comparant  ce  nombre  n'  à  celui  des  vibra- 
tions transversales  de  la  même  corde,  on  a 
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r^ément  adjacent  au  point  M,  qui  éprouve  sncœ»* 
sivement  les  tensions  «o*  et  T  dans  i  état  d'équilibre  et 

dans  1  état  de  mouvement,  augmentera  dans  les  rap- 

/%  /T  » 

ports  de  1+  —  et  de  i  +  -r-  à  Tunité;  les  longueurs 

dx  et  ds,  dans  ces  deux  états,  seront  donc  entre  elles 
comme  A  +  S^tar  est  à  A  -f-  ^T  ;  en  sorte  que  Ton 
dura 

ds^  A  +  JT 

dx  ~   A  4-  /^' 

d'où  Ton  tire 

d$—dx  /-(T— y) 

dx  A         ' 

en  négligeant  le  carré  de  la  fraction  J".  D  après  les  va- 
leurs de  ds'^dx  et  de  T — «  du  n®  4^3,  on  aura  donc 

par  conséquent,  q  sera  la  tension  qui  répondrait  à 
eT  =  I ,  ou  qui  doublerait  la  longueur  de  la  corde ,  si 
son  allongement  croissait  toujours  uniformément. 

Comme  la  tension  v  d'une  corde  sonore  est  tou- 
jours très  éloignée  de  celle  qu'il  faudrait  employer 
pour  en  doubler  la  longueur,  il  s'ensuit  que  le  rapport 

y  ^  de  V  à  n  est  toujours  très  considérable.  Ou 

peut  le  déterminer,  à  priori,  d'après  l'allongement  de 
la  corde  produit  par  la  tension  nar^  et  mesuré  direc- 
tement; car  si  l'on  appelle  y  cet  allongement,  oxk 
aura  • 
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puisque  J'I  est  celui  qui  répond  à  la  teosion  À;  et  eu 

substituant  cette  valeur  de  -ar  et  celle  de  q  d&ns  l'ex- 

prcssioa  de  —,  il  vient 


-^l 


d'où  l'on  conclut,  réciproquement,  "" 

>  =  ©■'. 

pour   la    valeur  de   l'allongement  y ,  d'après  celle 

de  J. 

Ce  rapport  très  simple  do  nombre  des  vibrations 
longitudinales  à  celui  des  vibrations  transversales 
d'une  même  corde,  a  été  vérifié  par  une  expérience 
que  M.  Cagniard-Latour  a  faite  sur  une  corde  très 
longue,  dont  les  vibrations  transversales  étaient  vi- 
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et,  dans  tous  les  cas,  les  dimensions  des  sections  nor^ 
maies  sont  très  petites  par  rapport  à  la  longueur  de 
cette  droite;  mais  elles  sont,  cependant,  assez  grandes 
pour  qpue  la  verge  résiste  à  la  flexion ,  et  soit  ce  qu'on 
appelle  une  ver^e  élastique  (n*  3o6). 

Dans  le  mouyement  longitudinal  de  cette  verge , 
que  nous  allons  d'abord  considérer ,  tous  les  points 
appartenant  à  une  même  section  normale  auront ,  à 
chaque  instant ,  la  même  vitesse  parallèle  à  ÂB  ;  en 
sorte  qu'il  suffira  de  déterminer  le  mouvement  d'un 
point  quelconque  M  de  cette  droite. 

Prenons  sur  cette  droite  un  point  fixe  C;  et,  dans 
letat  naturel  de  la  verge ,  représentons  par  oc  la  dis- 
tance CM ,  qui  sera  positive  ou  négative ,  selon  que 
M  appartiendra  à  la  partie  CB  ou  à  la  partie  CA  de 
AB.  Dans  l'état  de  mouvement,  soit  M^,  au  bout 
du  temps  / ,  la  position  que  prendra  ce  point  M  ; 
disons  MM'  z=  u;  et  considérons  u  comme  une 
quantité  positive  ou  négative,  selon  que  ce  dépla-* 
cément  aura  lieu  du  côté  de  B  ou  du  côté  de  A, 
de  sorte  qu'on  ait  toujours  CM'=a:  +  u.  Il  s'agira 
de  déterminer  la  valeur  de  i<,  en  fonction  de  x 
et  t. 

Appelons  p  le  poids  de  la  verge,  l  sa  longueur 
AB,  et  g  la  gravité.  Daiis  l'état  naturel  de  la  verge, 
la  masse  de  l'élément  qui  répond  au  point  M ,  et 

qui  a  dx  pour  longueur,  sera  ^-y .  Cette  masse  ne 

changera  pas  pendant  le  mouvement  ;  et  si  l'élément 
est  sollicité  par  une  force  accélératrice  X ,  dirigée 
dans  le  sens  M'B  ou  M'A,  selon  qu'elle  sera  posi- 
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tive  ou   négative ,  sa  force  perdue   pendant  Tins- 


TT  (,*■  -  3?-> 


Uésif^iions  par  T  la  tension  du  même  élément  qni 
agit  à  son  extrémité  M',  et  sera  une  quantité 
positive  ou  négative ,  selon  qu'elle  aura  lieu  du 
dedans    en    dehors  ,    ou    du    dehors    en    dedans  ; 

T-i-'^dx  exprimera  la  tension  qui  agira,  en  sens 

contraire  de  T,  à  l'autre  extrémité  de  cet  élément; 
il  sera  donc  lire,  dans  le  sens  M'B,  par  une  force 

égaie  à  t-  dx  ;  et,  pour  l'équilibre  de  celte  force  et 

de  la  précédente,  il  faudra  qu'on  ait 


:  +  è('^-^)=°^ 
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doonëe  par  robsenralion ,  sera 


A 

si  Ton  représente  par  J'I  rallongement  total  de  la 
^erge ,  lorsqu'elle  est  soumise  à  une  tension  cons- 
ente et  donnée  A  (p?  49^)* 

Je  supposerai  qu'aucune  force  donnée  n'agit  sur 
Jes  points  de  la  verge  ;  on  fera  alors  X  =  o  dans 
l'équation  du  mouvement;  et  en  y  mettant  pour  T 
sa  valeur  y  il  en  résultera 

OÙ  l'on  a  fait ,  pour  abréger , 

P 
On  aura ,  en  outre  y 

du  du'        rn 

en  désignant  par  p  la  vitesse  du  point  M^^  et  par  s  la 
dilatation  de  la  verge  en  ce  même  point.  Quand  la 
valeur  de  s  sera  négative ,  cette  dilatation  se  chan- 
gera en  une  contraction  ;  et  la  tension  T  agira  dans 
le  sens  M'A  ou  dans  le  sens  M'fi^  selon  qu'il  y  aura , 
effectivement ,  dilatation  ou  contraction. 

L*état  de  la  verge ,  à  un  instant  quelconque  ^  sera 
donc  connu ,  lorsqu'on  aura  déterminé  u  en  fonction 
de  a:  et  /;  mais,  pour  obtenir  sa  valeur,  il  faudra 
joindre  à  l'équation  (1)  celles  qui  répondent  à  letat 


,3ao         **        TRJJTÈ IX  lÊÈCASlOOEé 

initial  de  la  yerge  et  à  ses  eztréimtës*  Or ,  qoandl 
f = o,  je  supposerai  qu'on  ait 

de  sorte  que  ^  et  f^j?  soient  des  fonctions  données 
aiUtrairement ,  depuis  j?==:  o  jusqult  j?=s  /^  en  pm» 
nant  pour  C  la  position  initiale  de  A.  De  pins,  à 
chaque  extrémité  fixe  de  la  yei^e ,  û  faudra  qu'on  ait 
Il  â=  O9  pendant  toute  la  duréç  du  mouyement  ;  et  T 
exprimera  la  pression  que  ce  point  fixe  aura  à  sup-* 
porter*  A  chaque  extrémité  libre  qui  ne  sera  sd- 
lidtée  par  aucune  force  donnée ,  il  fiiudra  qu'on  ait 

de  même  T^o,  ou  2  =  0,  pour  toutes  les  ya- 
leursde  t. 

495.  On  résoudra  ce  système  d'équalions  de  la 
même  manière  que  celles  qui  répondent  aux  cordes 
vibrantes ,  soit  en  partant  de  l'intégrale  sous  forme 
finie  de  l'équation  (i)  ^  soit  par  des  formules  sembla-» 
blés  à  celles  du  n"*  489*  Voici ,  en  employant  ces  for- 
mules,  les  résultats  qui  répondent  aux  différentes 
hypothèses  qu'on  peut  faire  sur  les  extrémités  de  la 
verge. 

1®.  Si  les  deux  points  A  et  B  sont  fixes,  il  £siudra 
que  les  fonctions  données  (pa:  et  (f^x  soient  nulles 
pour  X  =  o  et  pour  x^=l,  et  Fou  aura ,  comme 
dans  le  numéro  cité , 

a  =  j  2f  /    sm  — T-  (pxdar  Jsm  -j-  cos  —p 
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Toates  les  fois  que  at  augmentera  de  2I,  cette 
filear  de  u  et  celles  de  p  et  ^  qui  s'en  déduisent ,  et 
par  suite  Fétat  de  la  verge ,  redeviendront  les  mêmes 
qu'auparavant;  par  conséquent ,  si  Ton  appelle  T  la 
durée  d'une  vibration  entière  ^  et  n  le  nombre  des 
vibratîoos  dans  Funité  de  temps,  on  aura 

a  ^  gÇ  ^  V  pi  * 

en  sorte  que  le  ton  sera  le  même  que  si  la  verge  était 
one  corde  flexible  vibrant  longitudinalement. 

a*.  Si  le  point  Â  est  fixe  et  le  point  B  entièrement 
libre,  il  faudra  que  les  fonctions  (px  et  (p^oc  soient  nuU 

les,  quand  x=o,  et  que  l'on  ait  aussi  ^  =  o  quand 

X  =5  /  ;  l'expression  de  u  sera  alors 

^waxji^  2/       ^  /21  — I  2/  2/      • 

les  sommes  Z  s'étendant  toujours  à  toutes  les  valeurs 
du  nombre  entier  i,  depuis  1=1  jusqu'à  i  =  00  .  En 
effet,  tous  les  termes  de  cette  valeur  de  u  satisfont  à 
réqoation  (i);  ils  remplissent,  quel  que  soit  t,  les 

conditions  us^o  quand  a:=o,  et  -^'nzo  quand 

jr  ss  /,  qui  répondent  à  ce  second  cas  ;  et ,  pour  ^  =  o, 
CD  en  déduit 

2.  21 
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oe  qoi  est  effectÎTement  vrii ,  éb  vertu  de  Téqna* 
tîon  (7)  du  n*  Saô. 

Layaleur  de  u  et  eelles  de  <^  et  de  ^  qu'on  en  déduit, 
redeviendront  les  mêmes  9  toutes  les  fins  que  of 
augmentera  d'un  multiple  quelconque  de  4^;  par 
conséquent  9  si  Ton  appelle  T^  la  durée  d'une  vibn-» 
tion  entière  de  la  vei^,  ou  l'intenralle  compris 
entre  deux  retours  consécutift  de  la  verge  au  même 
état ,  on  aura 


Cette  durée  sera  donc  double  de  celle  qui  avait  li< 
dans  le  premier  cas,  et  le  nombre  des  vibrations 
dans  l'unité  de  temps  sera  seulement  moitié.  Donc  le 
ton  longitudinal  d'une  verge  fixe  à  un  bout  et  libre  à 
son  autre  extrémité,  est  à  une  octave  au-dessous  du 
ton  de  la  même  verge  fixe  par  ses  deux  bouts;  oe 
qui  est  effectivement  confirmé  par  l'expérience. 
3**.  Enfin ,  si  la  verge  est  libre  à  ses  deux  bouts,  les 

valeurs  de  -—-  devront  être  nulles  pour  ^  =  o  et 

pour  X  =  Z ,  et  l'on  aura^  dans  ce  cas. 


les  sommes  Z  s'étendant ,  comme  précédemment ,  à 
toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  i,  depuis  isi  r 
jusqu'à  1=00 . 

Cette  valeur  de  u  satisfait,  effectivement,  à  Féqua-i 
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du. 

tioa  (i)y  ainsi  qu'à  la  condition  ^  =  o  pour  a:  =  o 

et  pour  ap9=/f  <|^i  doit  avoir  lien,  quel  que  &oit  t^ 
dans  ce  troisièoiç  cas.  Pour  t^;siO  ^  elle  donne 

ce  qui  s^accorde  avec  la  formule  (8)  du  n*  3:26. 

Lorsque  j    (p^xfdx  '  n'est  pas  zéro ,  1^  yerge ,  ixidé- 

pendamnient  dç  ses  vibratiop$,  a  nu  mouvement  pro- 
gressif et  uniforme,  dont  ]a  vitessç,  comn^une  à  fous 
ses  points,  est  égale  à  cette  intégrale  divisée  par  /•  Si 
on  la  suppose  nulle,  la  verge  reviendra  au  même  état, 
pcmr  les  valeurs  de  t  qui  diffâreront  entep  elles , 

d'un  multiple  de  —  ;  «a  sorte  ^e  la  durée  de  cha- 
cune de  ses  vibrations ,  et  leur  nombre  dans  l'unité 
de  temps,  seront  les  roAroes  que  dans  le  premier  cas. 
n  eo  résultera  donc  que  le  ton  d'une  verge  fixe  par 
les  deux  bouts ,  est  a  Vimisson  de  celui  de  la  mên^ 
verge  entièrement  libre;  ce  qui  est  aussi  conforme  à 
rexpérience. 

Au  reste,  il  ne  s'agit,  dans  ce  qui  précède,  qiip 
du  ton  fondamental  j  ou  le  plus  bas^  d'une  verge 
élastique.  .La  remarque  du  n""  49^  ^^^  ^^  noeuds  de 
vibrations  et  sur  les  élévations  de  ton  qui  leur  coi  - 
respondent ,  s'étendra  sans  difficulté  au  mouvement 
de  cette  verge,  dans  cliacun  des  cas  qu'on  vient 
d'examiner. 


SI.. 
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496.  Quand  la  yerge  dont  nons  oonsidéfons  le 
raonyement  longitudinal ,  s'ëtendra  ind^niment  de 
part  et  d'antre  dn  poini  C,  on  n'aura  plus  k  tenir 
compte  de  ce  qui  arrive  k  ses  deux  boutt^  et  lea 
valeurs  de  la  vitesse  p  et  de  la  dilatation  s,  relatives 
à  un  point  et  un  instant  quelconques^,  se  déduiront 
immédiatement  de  Tintégrale  de  l'équation  (i)  aoos 
forme  finie,  dans  laquelle  il  suffira  de  déterminer 
les  deux  fonctions  arbitraires ,  d'après  les  valeurs  ini- 
tiales de  9  ets,  qui  seront  données  en  fonctions  de  «. 

Cette  int^pFsle  est 

u  =  ^x  +  at)  +  4(x  —  ai)} 

f  et  4^  indiquant  les  deux  fonctions  arbitraires.  On 
en  déduit,  k  un  instant  quelconque, 

j5._p=a^— ^g ^— J, 

&~'""  dx  "•  S        • 

Pour  ^  =3  o ,  je  suppose  qu'on  ait 

if  ssfx,      s  =:  For. 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  ces  deux  fonctions 
seront  données  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou 
natives  de  la  variable  ;  eu  faisant  <  =  o  dans  les 
formules  précédentes ,  on  aura 

^^— ^-3^=At     ^  +  -4r  =  Farî 


dx  — ^-^»      dx 
d'où  Ton  tire 

dlpar ii?__i    «  /L.        Mx 

îx 


{f'+iif'.    ^=;F*-i>. 
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cly  par  conséquent, 

Qoek  que  soient  ^  et  x ,  on  aura  donc 

^  =  ï/(^  +  a«)  +  f/(x-aO 

+  fF(x+a/)4-ïF(a:— a/)j 

formides  qui  feront  connaître  Fëtat  de  la  verge  k  on 

instant  quelconque  f  ce  qui  est  la  solution  complète 

da  problèn>e. 
497-  Ces  équations  (2)  renferment  les  lois  de  la 

propagation  des  ondes  sonores  le  long  d'une  vei^ 
âastique^  et,  généralement^  dans  une  barre  solide, 
homc^ène ,  d'une  longueur  indéfinie ,  et  dont  les 
sections  perpendiculaires  h  cette  longueur  sont  par- 
tool  les  mêmes  et  d'une  petite  étendue. 

Le  son  partant  du  point  C,  la  barre  aura  été 
elirmnlée ,  à  l'origine  du  mouvement ,  dans  une  éten- 
due peu  considérable  y  de  part  et  d'autre  de  ce  point. 
En  désignant  par  2X  la  longueur  de  l'ébranlement 
primitif,  les  fonctions  fx  et  Fx  seront  nulles  de- 
poû  xss  a  jusqu'à  xs  00 ,  et  depuis  x  =  — -  a 
jusqu'à  x  =  —  00  ;  elles  seront  données  arbitraire- 
ment et  indépendamment  l'une  de  l'autre ,  pour 
toutes  les  valeurs  de  a:  comprises  entre  de»}  et  lea 
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fonctions  /(x+at),  f{x—at),  F(x+al),  F(^ 
n'auront  aussi  de  valeurs  difTérentes  de  zéro  que 
quand  la  quantité  x  -f-  fl/  ou  x  —  at ,  contenue 
sous  le  signe  y  ou  F  ,  sera  plus  grande  que  —a, 
et  plus  petite  que  «  ,  en  ayant  égard  aux  signes 
et  eu  regardant  a  comme  une  quantité  positive. 

D'après  cela,  dès  que  fliaura  surpassé  aa,  On  aura 
(' =:=  o  et  .f:=o  pour  tous  les  points  compris  dans 
l'clendue  de  l'ébranlement  primilif;  en  sorte  que  le 
mou  ement  de  cette  partie  de  la  barre  ne  durera  que 

ptniLnt  uo  temps  égal  à  —.  Pour  Un  point  M  situé 

.ii-delà  de  tel  ébranlement ,  du  côté  des  x  positives, 
tiu  aura 

j?>a,    /(j?  +  fl(}  =  o,     Ff«  +  '«)  =  0; 

il 
et  les  équations  (2)  se  réduiront  a 

;/(x-aO-fF(^-af), 
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mêmes  rësultato  auront  lieu  du  côté  des  :r  néga- 
tives. 

Ainsi ,  de  part  et  d'autre  de  l'ébranlement  primi- 
tif, il  se  produira  une  onde  sonore^  d'une  étendue 
constante  et  égale  à  celle  de  cet  ébranlement,  qui  se 
propagera  uniformément  avec  la  vitesse  a.  Les  vi- 
tesses propres  que  prendront  successivement  les 
points  de  la  barre ,  ne  varieront  pas  avec  leurs  dis- 
tances au  lieu  de  l'ébranlement  primitif  ;  en  sorte  que 
l'intensité  du  son ,  qui  dépend  de  la  grandeur  de  ces 
vitesses,  sera  constante,  et  ne  s  affaiblira  pas  en  se 
propageant;  ce  qui  tient  à  ce  que  cette  propaga- 
tion a  lieu  dans  une  barre  cylindrique  ou  pris- 
matique. 

Dans  l'étendue  d'une  onde  sonore,  la  vitesse  ne 
sera  pas ,  comme  en  tous  les  points  de  l'ébranlement 
primitif  y  indépendante  de  la  dilatation  correspon- 
dante :  l'une  sera  proportionnelle  à  l'autre ,  en  vertu 
de  l'équation  p  =  —  aj,  qui  montre  que  la  vitesse  i^ 
du  point  quelconque  M  est  une  fraction  de  la  vitesse 
de  propagation ,  exprimée  par  la  dilatation  s  qui  ré- 
pond au  même  point ,  et  que  le  mouvement  propre 
de  M  aura  lieu  en  sens  contraire  ou  dans  le  sens  de  la 
propagation ,  selon  qu'il  y  aura  en  ce  point  dilatation 
ou  condensation. 

Il  est  important  de  remarquer  que  c'est  à  raison  de 
ce  rapport  entre  p  et  s,  que  chaque  onde  sonore  pro- 
duite ne  se  partage  pas  en  deux  autres,  et  se  propage 
dans  un  seul  sens.  Si  ce  rapport  existait  dans  toute 
retendue  de  l'ébranlement  primitif,  le  mouvement 
ne  se  propagerait  aussi  qiie  d'un  seul  côté.  Ainsi,  en 
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supposant  qu'on  ait  fx  =s  —  aFx,  les  équations  {7) 


=  /(x-«0, 


=-5/{^-<«); 


poui"  les  valeurs  de  .r  négatives  et  plus  grandes  que 
—  a,  abstraction  faite  du  signe,  on  aura  donc  v^^o 
cl  s  =--  o  ;  en  sorte  que  le  mouvement  ne  se  propa- 
gera pas  au-delà  de  lebraalement  primitif  do  côté  des 
a'  négatives.  Il  en  serait  de  même  du  côté  des  x  posi- 
tives, si  l'on  supposait  fx ^=-aYx. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"  ^Q?  ,  la  vitesse  a 
de  la  propagation  du  son  dans  une  barre  indéfinie, 
pouira  se  conclure  de  la  durée  des  vibrations  lon- 
gitudinales d'une  verge  élastique,  de  la  même  ma- 
tière et  d'une  longueur  donnée.  En  supposant  cette 
verge  fixe  ou  libre  à  ses  deux  bouts,  la  valeor  de 
a  sera  égale  au  double  de  sa  longueur  divisée  par 
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grande  que  a.  Dans  le  cas  où  B  est  un  point  fixe ,  il 
iaudra  qu'on, ait  constamment  p=o  pour  a:=iC.  Or, 
^n  remplira  cette  condition  en  remplaçant  les  for- 
mules (a)  par  celles-ci  : 

'=tJ^^  +  ^^)  — i/C^-  ^0  ~A^c—x—at) 
+  lF(x  +  at)  +  iF(a:  — a/)-f-^F(2C— or— flOf 

sans  que  ces  expressions  cessent  de  repr^nter  l'état 
initial  de  la  barre ,  et  sans  que  la  valeur  de  u,  qui 
s'en  déduit  d'après  les  équations 

du  du 

Â  =  *''  di  =  '* 

cesse  de  satisfaire  à  Fcquation  (i). 

En  effet,  la  variable  a:  n'étant  plus  grande  que  c 
pour  aucun  point  de  la  barre ,  et  c  surpassant  a ,  on 
a  ac  —  Jf  >  a,  et,  conséquemment ,  /{^c — x)  =0 
et  F  (2c  —  x)t=zo;  d'où  il  résulte  v  =yic  et  j =Fa:, 
quand  /  =  o.  A  cause  de  c  >•  a ,  on  a  aussi 
y^c  -f-  a^)  =  o  et  F  (c  +  rt^)  =  o  ;  ce  qui  donne 
(F  =  o ,  pour  a:  =  c  et  quel  que  soit  t.  Enfin ,  on  a 

identiquement  7^ = j  î  et  la  valeur  de  i^ ,  dont  la 

différentielle  complète  est  {^dt'^sdx,  sera  la  somme 
d'une  fonction  de  x  —  at  et  d'une  fonction  de 
X'^at,  qui  satisfera,  par  conséquent,  à  l'équa- 
tion (i). 
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Cela  posé ,  pour  un  point  M  tel  que  l'on  ait  x>  a, 
les  quantités  f{x  -\~  at)  et  F  (.x  -f-  at)  seront  nulles, 
et  les  valeurs  précédentes  de  f  et  j  se  réduiront  à 

en  faisant ,  pour  abféger, 


2         ^ 


-al) /(zc  —  x — at)^v 


La  quantité  <<'  cessera  d'être  nulle  quand  on  aura 
nf^  X  —  a  ;  elle  le  redeviendra  pour  d/  =  JC  +  «; 
le  temps  continuant  de  croître,  c^  cessera  d'être  zéro 
pour  rt/  =:  2C  —  X  —  a ,  et  le  redeviendra  poni- 
lit  =fic  —  j:+  a  ;  d'où  l'on  conclut  que  le  point  M 
éprouvera  deux  ébranlemens  séparés  l'un  de  l'autre 

par  un  intervalle  de  temps  égal  à   -- 
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de  lair  conteira  dans  un  canal  cylindrique  ou  prisma-' 
tique,  très  étroit;  celles  des  vibrations  loogitndi- 
Baies  d^ane  Terge  élastique,  qu'on  a  exposées  dans  le 
a*  49^  f  conviennent  aussi  aux  vibrations  de  l'air  ren- 
fermé dans  un  tuyau  d'une  longueur  donnée ,  ouvert 
ou  fermé  à  ses  extrémités,  c'est-à-dire ,  aux  sons  des 
fiûies,  en  fiiisant  abstraction,  toutefois,  des  niodifî-* 
cations  qui  sont  dues  i  rembouchure  (^). 

§  m.  Choc  longitudinal  des  verges  élastiques. 

499*  Les  formules  du  n"*  49^  s'appliquent  au  choc 
de  deux  ou  pluûeurs  verges  élastiques,  formées 
d'une  même  matière,  ayant  la  même  section  nor- 
male, et  dont  les  filets  moyens  se  meuvent  sur  une 
même  ligne  droite.  Pour  cela,  pendant  toute  la  du- 
lée  do  contact  de  ces  corps ,  on  les  considérera 
eomme  une  seule  verge  élastique,  cylindrique  ou 
priaiiiatiqae,  dont  l'état,  variable  d'un  instant  à 
Fantre^  sera  déterminé  par  ces  formules  dans  toute 
Il  longueur,  excepté  dans  une  étendue  de  gran- 
deur insensible,  de  part  et  d'autre. des  points  de 
jonction» 

En  effet ,  considérons  seulement  deux  verges  élas- 
tiques dont  AE  et  FB  (fig.  ^6  )  soient  les  filets 
laoyens.  Lorsqu'en  se  rapprochant  à  raison  de  la 


{';  Voyez,  sur  ce  point ,  mon  Mémoire  sur  le  Mous^emcnt 
des  fluides  élastiques  dans  les  tuyaux  cylindriques  et  sur  la 
T^tfne  des  instrumens  à  vent,  qui  fait  partie  du  tome  II  des 
Mémoires  de  V  Académie  des  Sciences, 
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difTérence  de  leurs  vitesses,  la  disUoce  EF  <le  leurs 
extréniîtés  E  et  F  sera  devenue  insensible,  et  oe  sui^ 
passera  plus  )e  rayon  d'activité  des  forces  molécu- 
laires, les  molécules  extrêmes  de  l'une  des  deux 
verges  conimenceronf  à  agir  sur  celles  de  l'autre  ,  et 
réciproquement  ;  cette  action  mutuelle  subsistera,  co 
variant  d'intensité,  tant  que  la  distance  EF  sera 
moindre  que  le  rayon  d  activité  ;  la  force  totale 
pourra  être  répulsive  ou  attractive;  et  c'est  réelle- 
ment dans  cette  action  à  distance  insensible  ,  des 
points  extrêmes  des  deux  corps,  que  consiste  le  phé- 
nomène du  choc.  Or,  la  loi  de  l'action  moléculaire  eo 
fonction  de  la  distance  nous  étant  inconnue  ,  on 
ne  pourra  pas  déterminer  la  valeur  de  EF  eo  fonc- 
tion du  temps,  non  plus  que  les  variations  de  vitesse 
que  les  points  extrêmes  des  deux  verges  éprouveront 
en  vertu  de  celle  force;  en  sorte  que  si  p  et  y  sont 
des  points  de  AE  et  FB,  situés  à  des  distances  de  E 
et  F,  insensibles  et  moindros  que  le  rayon  d'activité 
moléculaire,  les  vitesses  des  points  matériels  apparte- 
nant aux  tranches  qui  ont  eE  et  ¥J  pour  épaisseurs, 
seront  inconnues  pendant  toute  la  durée  du  choc. 
Mais  au-delà  de  e  et  J^,  et  dans  toute  l'étendue  de  Ae 
et  yB,  l'équation  (i)  du  n'  494  ^"'"^  Heu,  et  l'état 
de  ces  deux  parités  de  la  verge  tolak-  se  déterminera, 
à  un  instant  quelconque,  au  moyen  de  l'intégrale  de 
cette  équation,  suivant  l'hypothèse  que  l'on  fera  sur 
les  deux  bouts  A  et  lï,  lîxes  ou  mobiles,  c'est-à-dire, 
au  moyen  des  différentes  formules  du  n°  49^  •  dans 
lesquelles  on  n'aura  plus  qu'à  mettre  des  valeurs  cotl>> 
veuables  pour  les  fonctions  arbitraires  çx  e 
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5ao.  Les  forces  molécalaires  variant  très  rapide- 
ment avec  la  distance ,  il  s*ensnit  que  les  vitesses  in- 
connncs  des  points  extrêmes  des  deux  verges  varie- 
ront de  même  ;  de  sorte  qu'à  un  instant  quelconque 
les  vitesses  des  points  E  et  F  pourront  différer  beau- 
coup de  celles  des  points  e  et  f,  quoique  les  distances 
eB  et  /¥  soient  insensibles*  U  en  sera  de  même  à  re- 
gard des  vitesses  des  points  e  et  J^,  comparées  Tune  à 
Tantre,  que  nous  déterminerons  d'après  leurs  valeurs 
initiales,  et  qui  seront  inégales  et  pourront  même 
avoir  des  signes  différens  ;  mais  on  démontrera , 
oomme  dans  le  n*  4^8 ,  que  la  tension  T ,  positive 
on  n^ative,  devra  être  sensiblement  la  même  en  ces 
points  e  et  y,  sans  quoi  la  force  accélératrice  de  la 
maase  de  grandeur  insensible ,  comprise  entre  les 
sections  normales  en  ces  mêmes  points ,  deviendrait 
extrêmement  grande  et  comme  infinie. 

Avant  le  choc ,  nous  supposerons  que  chacune  des 
denx  verges  a  la  même  vitesse  dans  toute  son  éten- 
due; dans  cet  état,  la  tension  T  sera  nulle  pour  tous 
les  points  des  deux  mobiles  :  au  commencement  du 
dioc,  c'est-à  dire,  lorsque  la  distance  EF  atteindra 
le  rayon  d'activité  moléculaire  ^  on  aura  donc  T:;=o 
anx  points  e  et  f,  comme  dans  tous  les  autres.  La 
tendon ,  toujours  égale  pour  ces  deux  points  ex- 
trêmes, cessera  ensuite  d'être  nulle  :  nous  en  déter- 
minerons la  valeur  ;  et  l'on  verra  qu'elle  redeviendra 
aéro  après  un  certain  intervalle  de  temps.  Or ,  si  à 
cette  époque  les  vitesses  des  points  eetf  permettent 
que  les  deux  verges  se  séparent,  c est-à-dire,  si  ces 
vitesses  sont  dirigées  en  sens  contraires,  ou  bien ,  si 
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elles  sont  dirigées  dans  le  même  sens,  et  que  la  vi- 
tesse du  point  qui  va  devant  soit  la  plus  grande,  les 
deux  verges  se  sépareront  efiectivement ,  et  le  choc 
sera  terminé.  Mais  si,  à  l'époque  dont  il  s'agît,  les  vi- 
tesses de  e  et  _/"  ne  remplissent  pas  Tone  de  ces  deux 
conditions ,  le  cïioc  recommencera,  pOur  ainsi  dire  ; 
la  tension ,  éj^ale  aux  points  e  et  f,  reparaîtra  ;  puis 
elle  redcviendia  nulle  au  bout  d'un  nouvel  intervalle 
de  temps;  et  ainsi  de  suite,  de  manière  que  les  deux 
verjjes  ne  se  sépareront  pas,  et  vibreront  comme  une 
verge  unifjue ,  dont  la  longueur  est  AB, 

Ainsi ,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  ponr 
que  le  choc  se  termine ,  et  que  l'une  des  deux  verges 
se  détache  de  l'autre,  est  le  concours  de  ces  deux 
circonstances:  i'.  il  est  nécessaire  que  la  tension 
soit  nulle  aux  points  e  et  f ,  afin  que  les  deux  veines 
ne  s'appuient  pas  l'une  contre  l'autre;  a*,  il  faut, 
en  même  temps,  que  les  vitesses  de  ces  deux  points 
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droite  AB,  et  qui  sera  la  position  du  point  A  à  cet 
instant.  Au  bout  du  temps  t,  compté  de  cette  éplô- 
que,  soit  x  +  u  \sl  distance  du  même  point  M  à 
ce  point  fixq;  nous  aurons 

d'il  .rf^ii  ,  . 

a  étant  une  constante  qui  représentera  la  vitesse  de 
la  propagation  du  son  dans  la  matière  dont  les  deux 
yerges  sont  formées  (n*  497)- 
On  aura ,  en  même  temps , 

du        rr  du 

pour  la  vitesse  (^  du  point  M ,  et  pour  la  tension  T, 
positive  ou  négative,  qui  aura  lieu  en  ce  même 
point  ;  q  désignant  une  constante  donnée.  La  dila- 
tation qui  accompagne  la  vitesse  v  se  déduira  de  T, 

et  aura  -  T  pour  valeur. 

Ces  trois  équations  auront  lieu  pour  toutes  les  va- 
leurs de  JC,  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:=zl^  excepté 
celles  qui  répondraient  à  des  points  situés  entre  e 
et  y,  et  qui  difiFéreraient,  conséquemmcnt,  de  c  d  une 
quantité  insensible  en  plus  ou  eu  moins. 

5oa.  Pour  t=:o,  on  aura  i^=:o  dans  toute  la 
longueur  de  AB;  ainsi ,  il  faudra  supprimer  le  terme 
dépendant  de  çx,  dans  les  formules  du  n?  ^g5. 
Examinons  d'abord  le  cas  où  les  deux  bouts  A  et  B 
sont  entièrement  libres. 

Soit  h  la  vitesse  commune  à  tous  les  points  de  AE, 
à  l'instant  où  le  ehoc  commence ,  laquelle  vitesse 
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sera  supposée  positive,  ou  dirigée  de  A  vers  B.  Soit 
aussi  h'  la  vitesse  des  pomls  de  FB ,  au  même  instant , 
qui  sera  positive  ou  négative,  selon  que  les  deux 
verges  iront  à  la  suite  ou  à  la  rencontre  l'une  de 
l'autre.  Ces  constantes  h  et  ^'seront  données,  et  leur 
différence  /;  —  A' devra  être  une  quantité  positive, 
.tlin  que  le  choc  ait  lieu.  Dans  l'expression  de  u  re- 
lative au  troisième  cas  du  n"  49^*  il  faudra  prendre 
pour  ip'jc  une  l'onction  qui  soît  e'gale  a.  h ,  depuis 
X  ^  o  jusqu'à  une  valeur  de  ac  un  tant  soit  peu 
moindre  que  c,  et  égale  à  h' ,  depuis  une  valeur 
de  X  un  tant  soit  peu  plus  grande  que  c,  jusqu'il 
x^l,  ou,  sensiblement,  x  ^=  c  -\-  c'.  On  aura 
alors  ,  sans  erreur  appréciable , 


/: 


(p'x'dx'  =  Ac  -f  h'c', 

ip'x'cos  -^  dx'=^  T-  (h  —  A')sin  -j-i 
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proportioiinelles  k  leurs  longueurs  c  et  c',  le  pre- 
mier terme    de  cette  Taleur  de  v  est    la  vitesse 

; — 7—  de  leur  centre  de  gravité.  Si  les  deux 

vitesses  h  et  k'  sont  égales  et  de  même  signe,  on 
aura  constamment  v=h  et  Ts=o;  et,  en  effet, 
les  deux  veines  vont  alors  à  la  suite  l'une  de  l'autre , 
avec  une  vitesse  commune ,  et  sans  se  comprimer. 

Les  séries  périodiques  et  convei^entes  que  ces  for- 
mules renferment  sont  çoçipiis^  parmi  celles  dont 
on  sait  déterminer  les  sommes  exactement.  Pour 
toutes  les  valeurs  données  de  or  et  ^ ,  ces  sommes  se 
dédmront ,  sans  dilBculté,  de  la  formule  connue 

^0  =  sinO— ^sin^a+îsinSO— ^sin48+etc.,     (3) 

dans  laquelle  8  est  une  variable  renfermée  entre  les 
limites  db^r  exclusivement.  On  pourra  donc  calculer 
les  valeurs  exactes  de  la  vitesse  (^  et  de  la  tension  T, 
à  chaque  instant  et  en  un  point  quelconque  de 
Ae  et  yB;  ce  qui  est  la  solution  complète  du  pro- 
blème. 

Il  y  a  plusieurs  manières  de  parvenir  à  la  for- 
mule (3).  On  l'obtient,  par  exemple,  en  difierentiant 
par  rapport  à  a:,  Téquation  (8)  du  n**  326,  après  y 
avoir  mis  x*  pour  (px;  ce  qui.  donne 

équation  qui  a  Heu  pour  les  valeurs  de  x  moindres 
que  /,  et  dans  laquelle  la  somme  Z  s'étend  à  toutes 
les  valeurs  du  nombre  entier  i,  depuis  1=1  jusqu'à 
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/  =;  33  .  En  effectuant  riotégration  par  les  règles  or- 
dinaires, on  a 


fl- 


.r'"  cos 
on  aura  donc 


iwt'   iwitc" 


:  ~r~  cos  nr; 


résaltat  qoi  coïncide  avec  l'équation  (S),  en  faisant 

?  =  •■ 

5o3.  En  vertu  de  la  seconde  équation  (a),  la  va- 
leur de  T  est  nulle,  non-seulement  quand  /  =  o, 
mais   aussi   quand   t  est   un   multiple    quelconque 

de  —  ;  elle  l'est  aussi ,   quel  que  soit  t,  stuc  deas 

bouts  A  et  B ,  qui  répondent  à  x  ^  o  et  j:  =  J. 

t  zéro  0 
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pi^endre  ^^^  7"  ^'  pour  8  dans  la  fiMrmale  (5)  ;  et  il 
ea  résulte 

Si  Von  a  or  <c,  c*est-ii-dire ,  si  le  point  M  appartient 
a  Ae,  on  pourra  aussi  prendre  pour  %  la  quantité 

^y  'TV^  qçâ  sera  moindre. (j^ife  ^j  on  aura  donc 

(—  lY    .     iV  (cT  +  X)  w  (c'+x) 

i  l  ai       ' 

et  ces  valeurs  réduiront  l'équation  (4)  à  (^  s=  A.  Si, 
au  contraire,  le  point  M  appartient  à  yB,  on  aura 
x>  c  et  2I  —  c\  —  a:  <  /  ;  oip^  pQWTS  dojw: 
prendre 

S  = j ^; 

àqia$e  de 

sin ^ =  —  sin ^j^ — — , 

la  formule  (3)  donnera 

2  i-T^  sm  •     ^' -^  =  — ^ j —; 

et ,  au  moyen  de  cette  valeur  et  de  celle  de 
2  tll^  sin  'iS^JILfl ,   l'équation  (4)  se   réduira  à 

JjB^  vitesses  initiales  h  et  h!  des  depx  p||rti^s  Âç  et 
fh  de  la  verge  totale,  sont  donc  ainsi  vérifiées.  On 
v^it,  de  pliis^  qu  eUçs  ^i  ^xj^  fipn^^ijj^m^t  quand 

22.. 
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t^o,  mais  aussi  toutes  les  fuis  que  /  est  an  mol- 

tiple  pair  de  -  ;  et  comme  à  ces  époques  T  est  zéro 

pour  la  verge  entière,  il  s'ensuit  que,  pour  toales 
ces  valeurs  de  t ,  les  deux  parties  de  la  ver^e  se  trou- 
veront dans  le  même  état  qu'au  commenccmeat  (la 
choc- 

Oa  peut  remarquer  que  la  première  équation  (s) 
serait  en  défaut,  si  on  l'appliquait  à  la  vitesse  initiale 
du  point  E;  car  si  l'on  y  fait  /=:o,  et  qu'on  »it 
exactement  x  =  c ,  il  en  résultera 

i.  =  i  (Ar  +  AV)  +  ?  (A  -  A')  I  *-^' sin  ^- 
Or,  d'après  l'éqnatioD  (3) ,  on  a 

—  ( — i)'   .     (ire  »c 


on  aurait  donc  v^h'  ;  ce  qui  ne  serait  vrai  que  dans 
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00  Toit  qa'eUes  se  déduisent  Ftine  de  l'autre  par  Fé- 
change  des  lettres  h  et  h\  c  et  c'i  d'où  Ton  conclut , 
ans  nouveau  calcul,  que  quand  t  est  un  multiple 

impair  de  -^  les  points  qui  répondent  à  une  valeur 

de  X  moindre  que  d^  auront  la  vitesse  h\  et  ceux  qui 
répondent  à  ar>  c ,  la  vitesse  h;  c'est-à-dire ,  que  si  G 
est  un  point  tel  que  l'on  ait  AG  =  c'  et  GB  zzzc^et 
qnVm  prenne  g  et  ^  k  des  distances  insensibles  de 
put  et  d'autre  de  G  ^  la  vitesse  h'  aura  lieu  dans  la 
partie  Ag,  et  la  vitesse  h  dans  la  partie  gf'B. 

5o4«  U  résulte  de  cette  discussion  que  si  l'on  a 
c=s  c',  la  partie  Ae  aura  la  vitesse  h!  au  bout  du 

temps  /=«»9  et  la  partie  /B,  la  vitesse  h  au  bout 

du  même  temps;  et  cpmroe  à  cet  instant  la  ten- 
rion  T  est  partout  égale  à  zéro,  et  que,  par  hy- 
pothèse ,  on  a  A  >>  A',  il  s'ensuit  que  les  deux  verges 
se  sépareront  l'une  de  l'autre  (  n"*  5oo  )  ;  en  sorte 

que,  dans  ce  cas,  la  durée  du  choc  aura  été  -, 

et  les  deux  mobiles,  parfaitement  élastiques  et  égaux 
en  masse,  auront  fait,  après  le  choc,  échange  de 
leurs  vitesses  avant  le  choc. 

Réciproquement ,  si  les  longueurs  c  et  c'  sont  dif- 
férentes, le  choc  ne  finira  pas,  et  les  deux  verges 
âastiqnes  ne  pourront  pas  se  séparer;  car  les  épo- 
ques où  la  tension  est  nulle  coïncideront  toujours 
avec  celles  d'une  vitesse  commune  et  égale ,  soit  à  h, 
toit  à  h',  pour  les  deux  extrémités  £  et  F ,  ou ,  plu& 
exactement ,  pour  les  deux  points  e  et  y^. 
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Mais  si  l'on  a  c'y-  c,  auquel  cas  le  point  GapfMti^ 
tiendra  à  /B ,  et  si  l'on  suppose  que  la  verge  élas- 
tique soit  coupée  en  ce  point,  de  sorte  que  la  partie 
FB  soit  elle-même  formée  de  deux  parties  FG  et  GB, 
qui  avaient  une  même  vitesse  h'  avant  le  choc,  la 

partie  GB  se  séparera  au  bout  du  temps  t  =:  -.  En 
efTct,  à  cet  instant,  la  tension  T  sera  oulle,  et  les 
vitesses  h'  et  k  des  points  g  et  g'  permettront  la  dis- 
jonction des  parties  AG  et  GB.  Après  le  choc,  dont  la 

durée  aura  été  - ,  comme  dans  le  cas  de  (/  =  c,  la 

partie  GB  se  mouvra  avec  la  vitesse  k,  et  les  parties 
AE  et  FG,  avec  la  vitesse  commune  k'.  La  même 
chose  aurait  encore  lieu  si  les  trois  parties  AE  ,  FG , 
GB,  étaient  elles-mêmes  coupées  et  divisées  ea  d'au- 
tres portions  égales  on  inégales,  pourvu  qu'avant  le 
choc  toutes  les  portions  de  AE  eussent  une  même  vi- 
;  A.  et  toutes  les  portions  de  FG  et  GB  l 
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parties  antérieures ,  au  nombre  de  ti  ,  se  détacheront 
iks  aatreiy  pour  se  moavfidr  ayec  une  vitesse  com- 
mone  et  égale  à  A,  et  les  ti'  autres  parties  demeure- 
ront en  repos  et  juxtaposées.  Ce  résultat  ^  étendu  par 
aEoalogie  à  une  série  de  sphères ,  comprend  le  phéno- 
mène dont  il  a  été  question  dans  le  n*  363. 

5o5.  Considérons  maintenant  le  cas  on  le  point  A 
est  fixe.  Avant  le  choc ,  supposons  qw  la  partie  AE 
soit  en  repos,  et  que  tous  les  points  de  la  partie  FB 
aient  une  vitesse  commune  et  négative,  que  nous 
représenterons  par  —  k.  11  faudra  alors  faire  usage 
de  l'expression  de  u  relative  au  second  cas  du  n^  49^  r 
dans  laquelle  on  fera  (p'x^so  depuis  x=  o  jusqu'à 
X  =  c ,  et  (p'x  =  —  k  depuis  x  =  c  jusqu'à 
xzsc  +  cf=zL  A  cause  de  ^x=o,  pour  toutes  les 
valeurs  de  or,  il  en  résultera 

u= — -r^T—' — ^c^ TT^sm^^   /■■  sm- ~  : 

n'a    (2* — i)*  ar  a/  aZ        ' 

d  où  Ton  tire 


Ak       I  (ai>— iW  .  (ai — iWj:      (ai — iWo/ 

V  = -î-  2—: C08^ r^— Sin^ T^ —  C08 =-^ 

w     ai-!-i  9c  a/  2/ 

^         Aqk       I  (ai — i)irc      (aï-riV*  .   (a* — i)7rai 

wa    ai — I  a/  a/  a/ 


(5) 


formules  dans  lesquelles  les  séries  sont  du  genre  de 
celles  dont  on  sait  déterminer  les  sommes,  et  qui 
feront  connaître  exactement  la  vitesse  et  la  tension  , 
à  chaque  instant,  en  un  point  donné  de  Ae  où 
de/B. 

On  emploiera ,  à  cet  effet ,  la  formule  connue 
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2=:cosO  — ^cos36+gco650+etc.,      (6) 

t  % 

m 

qui  a  lieu  pour  toutes  les  yaleurs  de  0  comprises 
entre  db  î  9r  exclusivement ,  et  qui  se  déduit ,  par 
exemple ,  de  la  formule  (7)  du  n°  S:i6 ,  en  la  diff- 
fërentiant  ^près  y  avoir  mis  :fc  au  lieu  de  px^  et  en 

y  faisant  ensuite   -j  =  0. 

5o6.  En  vertu  de  la  seconde  équation  (5) ,  la  ten- 
sion T  est  nulle  en  tous  les  points  des  deux  verges  , 
lorsque   (    est   zéro  ou    un   multiple  quelconque 

de—, 

a 

2/ 

Si  t  est  zéro  ou  un  multiple  pair  de  —  ^  la  pre- 
mière équation  (5)  donne 

''^-vl^^^''''- — 5? — »^»^^— S^ — } 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 

^=— fs— '^' (21— i)x(x— c') 


— ,   —    .       cos  , 

at—  I  2/  J  ' 


(7) 


à  cause  de  c  +  c'  =  /  et  sin  ^ ^  =  —  ( —  i)'. 

Or,  d'après  Fétat  initial  des  deux  verges,  cette  for- 
mule ,  en  tant  qu'elle  se  rapporte  à  ^  =  o ,  doit  se 
réduire  à  i'  =: o  pour  cr<c,  et  à  v  =^  —  k  pour 
or  >  c  ;  et  c'est  d'abord  ce  qu'il  s'agit  de  vérifier, 

pu  prenant  *^     T^    pour  fl  dans  l'équation  (6), 
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d  en  résulte 

2*— 12/  4 

Qoand   on    a    a:  •<  c,    on   peut    aussi    prendre 
— -j — '  pour  8 }  ce  qui  donne 

^5=7^ 2 ~""4' 

et  ces  formules  réduisent,  effectivement ,  Féqua* 
tion  (7)  à  (^  =  o.  Quand  on  a  a:  ^  e^  on  aura  aussi 
2I  —  x^^d  <  /;  en  prenant  donc 

B  —  -5 f     . 

et  observant  que 

(^'—  i)x(x+g')_        (2/  — 0«(aZ— j:  — </) 

2/  2/  ' 

la  formule  (6)  donnera 

(_  I)'  (2£-j)jr(xj^)    _    X. 

2*  — 1  2/  4 

au  moyen  de  quoi  et  de  la  valeur  précédente  de 

2^ ,_  cos  ^ ^—^^ ' ,  1  équation  (7)  se  réduira 

a  i;=3  — A:,  comme  cela  doit  être. 

Lorsque  t  est  un  multiple  impair  de  — ,  la  valeur 

de  i^,  donnée  par  la  première  équation  (5),  est  égale 
et  de  signe  contraire  à  celle  qui  a  lieu  quand  t  est 
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zéro  ou  uu  multîpla  pair  de  — ;  il  s'eosuil  donc  qu'au 

bout  d'un  temps  égal  à  — ,  tous  les  poiots  de  ke  ont 

des  vitesses  nulles,  et  tons  ceux  de  _/B,  des  vitesses 
positives  et  égales  à  k;  et  comme  à  cet  instant  la  ten- 
sion T  est  partout  égale  à  zéro^  il  en  résulte  que  ta 
verge  FB  se  détachera  de  la  verge  AE,  et  sera  ré- 
fléchie avec  une  vitesse  égale  et  contraire  à  celle 
qu'elle  avait  avant  le  choc. 

Aiasi,  le  choc  de  la  verge  FB  contre  la  verge  AE, 
qui  s'appuie  en  A  contre  un  obiitacle  lue ,  dorera 

pendant  un  temps  égal  à  — ,  et  sera  conforme  à  ce 
qui  a  été  dit,  dans  le  n*  563,  sur  la  réflexion  d'an 
corps  parfaitement  élastique.  On  peut  aussi  remar* 
que r  qu'au  milieu  du  choc,  c'est-à-dire,  an  boni 
d'un  temps  égal  à  -,  on  aura  v=zo,  d'après  U  pre- 
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Mm  est  donc  nulle  pbur  toute  Tétendne  de  k  verge 
dvoqnante;  mais  bi  vei|[e  choqiiée  est  oondeasée  ttnw 
foi'mëmenl  ;  et  c'est  la  pressioB  qv'eUe  exerce  dans  le 
sens  AE,  ou  dé  dedans  en  dehors ,  qni  £iît  rebondir 
la  verge  dioqnàntè. 


5  rV.  Digression  sur  les  mêégraies  des  equathns  itux 

différences  partielles. 

5of.  Si  Ton  excepte  nn  petk  nombre  d'eqnations 
anx  différences  partielles  ^  celles  é^xsa  ordre  supé- 
rieur an  premier  ne  sont  point  integrables  sons 
fonàe  finie,  lors  ménie  qu'il  s'agit  d'équations  li«- 
néaires.  Pour  résoudre  les  problèmes  qtii  conduisent 
à  ces  équations I  on  est  donc  obligé,  le  plus  souvent, 
de  recourir  à  leurs  intégrales  en  séries  ;  et  il  faut  alors 
qu'on  soft  certain,  dans  chaque  cas,  que  la  série 
dont  on  îùH  usage  a  toute  la  généralité  que  com- 
porte réquàtion  donnée  aux  différences  partielles , 
et  qu'elle  renferme  deè  foncticMis  arbibraires  en  nom- 
bre suffisant  pour  ejcprimer  l'intégrale  complète  de 
cette  équation.  Or,  il  n'y  a  pas  de  règle  générale  h 
ce  sujet  :  ce  nondiire  peut  être  moindre  que  celui 
qui  marque  Tordre  de  l'équation  donnée,  ou  des 
itifférences  partielles  lels  plus  élevées  qu'elle  ren- 
ferme ;  il  change  avec  la  quantité  suivant  les  puis- 
sances de  laqùdle  là  série  est  ordonnée  ;  et  il  peut 
ménae  arriver  que  toutes  lès  fonctions  arbitraires 
disparaissait,  et  que  la  série  ne  contienne  plus 
qu'un  nombre  infini  de  constantes  arbitraires ,  sans 
qu'elle  cesse ,  ctiéanmoins,  d'exprimer  l'intégrale  com- 
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plète.  Ce  sont  ces  diverses  circonstances  que  nous 
allons  examiner  y  d'abord  en  général,  et  ensuite  pins 
particulièrement,  en  ce  qui  concerne  les  équations 
linéaires  auxquelles  on  est  conduit  dans  la  plupart 
des  problèmes  de  Mécanique  et  de  Physique. 

5o8.  Soit  u  une  fonction  d'un  nombre  quelconque 
•de  .vaiciàbles  indépendi^ntes  t,  a: ,  jr,  z^  etc.  Supf 
posons  que  cette  fonction  doive  satisÊiire  à  une  équa- 
tion donnée  aux  différences  partielles ,  que  nous  re- 
pr^nterbns  par  L  s=  o.  Quelle  que  soit  la  valeur 
de  tt  I  on  peut  toujours  la  concevoir  développée  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  l'une  des  va- 
riables tfjCfjr^z,  etc.|  ou ,  plus  généralement ,-  d'une 
autre  quantité  6  dépendante  d'une  ou  plusieurs  de 
ces  variables.  Soit  donc 

u  =  Pô*  +  Q6^  -H  Rô^  -H  etc.  ;        (a) 

a,  €f  y  f  etc. y  P,  Q,  R,  etc. ,  étant  des  exposans 
et  des  coefïiciens  indéterminés.  Si  je  substitue  cette 
valeur  de  u  dans  1  équation  L  =  o ,  que  je  déve- 
loppe ensuite  L  suivant  les  puissances  de  0  ^  et  que 
j'égale  séparément  à  zéro  les  coefGciens  de  tous  les 
termes  de  ce  développement,  j'aurai  une  série  d'é- 
quations^ dont  chacune  renfermera  une  variable  in- 
dépendante de  moins  que  L=:o;  et  si  je  parviens 
à  obtenir  les  valeurs  les  plus  générales  de  a ,  C , 
y ,  etc. ,  P ,  Q ,  R ,  etc. ,  qui  satisfassent  a  cette 
suite  d'équations,  la  série  (a)  sera  aussi  la  valeur 
la  plus  générale  de  u  qui  satisfera  à  l'équation 
L=:0.  Selon  la  quantité  â  qu*OD  choisira,  on  aura 
ainsi  différentes  expressions  de  u  en  série  ;  qui  se- 
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itmt  toutes,  sons  des  formes  équivalentes,  Tinté- 
grale  complète  de  L  =  o  ;  en  sorte  que  si  cette  in- 
légnle  peut  aussi  s'eiqprimer  sous  forme  finie,  chacune 
de  ces  séries  en  sera  un  développement  difiérent , 
et  pourra  toujours  s'en  déduire.  Toutefois,  lors- 
qu'on sera  parvenu,  d'après  les  autres  conditions 
du  problème  qui  aura  conduit  à  Féquation  L  =  o , 
à  déterminer  toutes  les  quantités  arbitraires  que  con- 
tiendra la  série  (a),  il  faudra  qu'elle  soit  conver- 
gente pour  qu'on  en  puisse  faire  usage;  et  si  elle 
devient  divergente  pour  des  valeurs  de  6 ,  on  de* 
vra  changer  cette  quantité ,  et  remplacer  la  série  (a) 
par  une  autre ,  ordonnée  suivant  les  puissances  d'une 
variable  différente. 

Cela  posé ,  en  prenant  pour  L  =  o  ^  des  équations 
linéaires  de  différens  ordres ,  on  verra  que  les  cœf- 
ficiens  P,  Q,  R,  etp.,  déterminés  de  la  manière  la 
plus  générale,  peuvent  néanmoins  renfermer  des 
nombres  inégaux  de  fonctions  arbitraires ,  selon  que 
la  série  (a)  sera  ordonnée  suivant  les  puissances  de 
telle  ou  telle  variable  6;  et  Ton  verra  même,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut ,  qu'il  pourra  arriver  que 
toutes  les  fonctions  arbitraires  disparaissent  de  cette 
série,  qui  ne  renfermera  plus  alors  que  des  con^ 
tantes  arbitraires  en  nombre  infini ,  et  qui  n'en  sera 
pas  moins  l'intégrale  complète  de  l'équation  L=o. 
Le  caractère  distinctif  de  cette  forme  singulière  de 
l'intégrale  complète,  sans  aucune  fonction  arbitraire, 
d'une  équation  linéaire  aux  différences  partielles, 
consiste  en  ce  que  tous  les  termes  de  la  série  qui 
la  représente  se  déterminent  indépendamment  les 
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uns  des  autres ,  et  satisfout  separéiUjQnt  à  l'éqfiajljLcm 
donnée,  de  manière  que  la  valeur  gëoérale  ci^  u 
fist  la  soaimç  d'un  nombre  infini  de  vs^euis  parti- 
culières de  cette  fonction. 

509.  Soit,  pour  ei^epiple,  l'équatioii  très  aini-* 
pie  f  linéaire  et  aux  différences  partielles  49  second 
ordre, 

dans  laquelle  a  est  une  constante  donnée.  Si  l'on 
développe  la  valeur  iie  u  suivant  les  puissances  de  I , 
on  tiroQve  poujr  la  série  la  plus  générale  quï  satb- 
fuse  à  cette  équation 

^.r  étant  une  fonction  arbitraire.  Sous  cette  forme, 
l'intégrale  com[4ète  de  l'équation  (Jb)  ne  comporte 
donc  qu'une  seule  fonction  arbitraire ,  laquelle  re- 
présente la  valeur  de  u  qui  répond  a  ^  =  o.  Mais 
si  Ton  développe  la  valeur  générale  de  u  suivant 
les'  puissances  de  x ,  on  trouve 

r/  =  4/  +__  +  _._-^  +  etc. 

T.     .         3^      d^t     ^  X^  J,^^  fW 

+  ^^-*- .7^3  s? +  7X37475  ^^-f-^^-' 

-^t  et  "^t  étant  deux  fonctions  arbitraires,  qui  expri- 
ment les  valeurs  de  2/  et  ^,  relatives  à  ar=o.  Par 
conséquent,  sous  cette  autre  forme,  Tintégrale  com- 
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plèt0  de  raqwitkm  {b)  renferme  deux  fonctions  arln<^ 
traires. 

Ces  deux  séries  «'obtiennent  par  la  méthode  des 
ooefluriens  et  des  esposans  indéterminés ,  en  faisant 
soccessivemenl  é  âiit  /  et  h^szx  dans  la  série  (a).  On 
les  déduit  aussi  du  théorème  de  Taylor  ;  car  on  a , 
n  après  èe 


«MO  ^ 


en  désignant  par  o^  une  valeur  particulière  de  ^ ,  et 
supposant 

pour  cette  valeur  /  =  «•  Or,  l'équation  (fl)  et  ses  dif- 
férentielles fluccessives  par  rapport  à  t  donnent 

etc. 

La  quantité  U  restera  donc  seule  arbitraire ,  et  l'on 

».      aura 


ce  qui  cmnoâde  avec  |a  série  {(c) ,  qRand  on  prend 
zéro  pour  la  constante  a,  c'est-à-dire,  quand  on 
développe  suivant  les  puissances  de  )^^  et  que  l'on 


m 
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fait  U  =  ^x.  On  obtiendra  semblablement  la  sé- 
rie (d). 

Ces  deux  séries  (c)  et  (d)  peuvent,  au  reste,  se 
transformer  l'une  dans  l'autre.  En  effet,  développons 
fx  suivant  les  puissances  de  x,  et  soit 

où  Ton  désigne  par  A,  B,  C,  D,  E,  F,  etc.,  des  cons- 
tantes arbitraires;  nous  aurons 


{ 


^  =  C+Dx+— +j-^  +  elc.. 
'^  =  EH-F^  +  etc., 
etc.; 
au  moyen  de  quoi  la  série  (c)  deviendra 

u  =  X  +  Cat  +^  +  etc. 
+  (B  +  B<«  +  ^'  +  etc.)jr 
+  (C  +  Ea<  +  etc.)  ^ 
+  (p+Tat  +  etc.)  -^, 
+  etc. 
Or,  si  ToD  fait 


4i  et  irt  seront  denx  fonctions  arbitraires  et  inde- 
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pendantes  Tune  de  l'autre  ;  on  «n  déduira 

C^-E^  +  etc.  =  ^, 

D  +  ¥at  +  etc.  =  ^^, 
etc.; 

€t  la  valeur  précédente  de  u  coïncidera  avec  la  sé- 
rie (d).  On  transformera  seroblablement  cette  9érie  (d) 
dans  la  série  (c). 

5io«  Maintenant^  désignons^  à  Tçirdinidre,  par  e 
la  base  des  logarithmes  népériens ,  et  prenons  Ofluna*. 
La  série  (a)  deviendra 

tt  =  Pe** -H  Qc^' +  Re^' +  eta  ,• 

« 

iescoefficiens  P,  Q,  R,  etc.,  seront  des  fonction^ 
it  ty  et  les  exposans  cl,  €,  y,  etc.,  des  quantités 
constantes.  On  aura  donc 

du  dP   ^    ,    dQ    Cx    ,    dK   yj,    ,      ^ 


d*u 
dx 


î=x  a'Pc^  +  ff*Q/'  +  yRé^  +  etc. 


&  sabstituant  ces  valeurs  dans  1  équation  (b) ,  et 
égalant  ensuite  les  coefïiciens  des  termes  semblables 
^VA  les  deux  membres ^  on  en  conclut  ^ 

par  conséquent,  les  exposans  ùL,C,y,  etc.,  resteront 

2.  a3 


''^ 
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arbitraires,  et  l'on  aura 

P  =  Ae"'" ,     Q  =  Be"'" ,     R  =  Ce^" ,     etc. , 

en  désignant  aussi  par  A,  B,  C,  etc.,  des  coostantes 
arbitraires.  Donc  ÎI  en  résultera 


//=  Ae'"''e"4-Be''^ 


'■H-Ce">''e>'4-elc.,    (e) 


pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  {b),  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  l'exponentielle  e*;  série  qui 
est  aussi  le  développement  de  cette  intégrale,  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  e'.  Or,  on  voit  que 
cette  série  (e)  ne  contient  explicitement  aucune 
fonction  arbitraire  ;  qu'elle  renferme  seulement  deux 
séries  infinies  A,  B,  C,  etc.,  a,  C,  y,  etc. ,  de  cons- 
tantes arbitraires;  et  que  chacun  de  ses  termes  satis- 
fait isolément  à  l'équation  (b). 

En  développant  cette  expression  de  u  suivant  les 
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Act^c-^+BC^^^'  +  0/e>'  +  etc.  =  ^ , 
etc., 

et  la  série  (é)  coïncidera  atec  la  série  (c).  On  fera 
^  même  coiiidder  la  série  (e)  avec  la  série  (d),  en 
déreloppant  la  première  suivant  les  puissances  de  Jc, 
pour  la  rendre  comparable  à  la  seconde. 

5i  I  •  Chacune  des  deux  séries  (c)  -et  Ce)  peut  être 
^exprimée  sous  fonpe  finie ,  au  moyen  d'une  même 
intq;rale  définie. 

D'abord,  en  daignant  par  n  un  nombre  entier  po- 
«tif ,  on  a  érideminent 

e—*(»*^^dt»  =  o.  , 

ScMt  aussi 

-eo 


en  désignant  par  g  une  constante  positive,  et  mettant 

€è  Vg  ^t  \/gdeê  à  la  place  de  ey  et  c/o» ,  les  limites 
de  cette  intégrale  ne  seront  pas  changées,  et  l'on 

aura 

k 

<roii  Ton  tire 


en  difierentiant  n  fois  de  suite  par  rapport  à  g ,  et 

s3.. 
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faisant  ensuite  gs=i.  Au  moyen  tle  ces  valeurs ,  li 

formule  (c)  pourra  seciire  ainsi  ; 


;^j 


I ,  a     dx^ 


■>- 


^       i.a.3        dx'    ^  i.a.3.4     dx* 
et,  d'après  le  théorème  de  Tay!or,  elife  se  mhiira  i 

Quelle  que  soit  U  constante  ce,  on  ne  t^t^n|)as 
non  plus  les  limites  de  l'intégrale  f  er^'âtOf  en  y 
mcUaiit  co  —  as/^  an  lieu  de  «a;  on  aura  donc 
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ii0iisaiiroD8,  M  mteie  teaips, 

ce  qui  (ait  coïncider  la  valeur  précédente  de  u  avec 
lafidrmnle  (/)• 

Celte  équation  (f)  est ,  sons  forme  finie ,  llnt^fale 
oiÉDplèle  db  réquâtion  (b);  elle  ne  tènfemiâ^  comme 
on  Yoit^  qu'une  seule  fonction  arbitraire ,  qui  se  dé- 
terminera immédiatement  d'après  la  valeur  de  u  re- 
lative Il  I  =  o.  Toutefois ,  cette  forme  de  l'intégrale 
complète  suppose  que  cette  valeur  de  Up  qui  sera  celle 
de  çx,  croisse  avec  la  variable  dans  un  moindre 
npport  que  e**,  et  que  le  produit  e^**(px  s'évanouisse 
pour  X  =  db'oo ,  sans  quoi  la  quantité  comprise  sous 
le  signe  /*  croîtrait  indéfiniment  avec  a^  pour  toutes 
les  valeurs  de  t  ditfêrentès  de  zéro,  et  l'intégrale  dé- 
finie y  dont  les  limites  sont  o»  =  zb  oo ,  aurait  géné- 
ralement une  Valeur  infinie ,  ce  qui  est  inadmisr- 
MUe. 
Si  nous  faisons ,  pour  un  moment  ^ 

IMHI8  dédaîroDS  de  l'équatioa  (/)^ 


du  a  r 

dî  '^  hj , 


— *  '  y  ai 


9 

«n  mlégranl  par  partie,  et  supposant  que  le  produit 
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de  e^**  et  ^'  {x  +  nm  ^at)  s^éyanouisge  aux  deux  li-^ 
mites ,  OQ  a 


J  — »  y  ai    J  — « 

ce  qui  Êiil  coïncider  la  valeur  de  ^  avec  ceUe  de 

a  -T^f  et  satisfait,  par  conséquent,  à  Fëquation  (&)• 

En  partant  de  la  série  {d) ,  ou  parviendrait  à  une 
intégrale  sous  forme  finie  de  cette  équation ,  moins 
simple  que  la  formule  [f)^  et  qui  contiendrait  deux 
fonctions  arbitraires. 

5 12.  La  valeur  connue  de  la  quantité  A:,  renfermée 

dans  les  formules  précédentes,  est  kJ'K.  On  l'obtient, 
par  exemple,  en  employant  successivement  deux 
variables  différentes  sous  le  signe  fy  de  manière 
qu'on  ait 


d'où  Ton  conclut 

•»QO  r%<0  •ïOO         ^00 

/:•=/       e-'^dx!      €r'rdj'=l       j       er'''y\lxdj 

à  cause  que  les  deux  variables  <r  et  jr  sont  indépen- 
dantes Tune  de  l'autre.  Si  donc  on  fait 

d'oii  il  résultera 

00        >^oo 
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et  si  Ton  regarde  x^jr^z,  comme  les  coordonnées 
courantes  d'une  surfiice ,  h^  sera  le  volume  terminé 
par  cette  surface  de  révolution ,  et  prolongé  indéfini- 
ment autour  de  son  axe  de  figure,  qui  sera  l'axe 
des  js.  Or,  on  obtiendra  la  valeur  de  ce  volume  en  le 
décomposant  en  un  nombre  infini  de  tranches  cylin- 
driques, dont  cette  droite  sera  Taxe  commun.  Le 
volume  de  Tune  de  ces  tranches  infiniment  minces, 
dont  les  surfaces  intérieure  et  extérieure  auront  r 
€t  r-f*dr  pour  rayons,  sera  égal  au  produit  de  sa 
liase  vjtrdr^  multiplié  par  sa  hauteur  z  ou  er-^i 
le  volume  entier  s'en  déduira ,  évidemment ,  en  in- 
tégrant depuis  r  =  o  jusqu'à  r  =s  oo  ;  par  consé^ 
épient,  on  aura 


et  A:  =  \/vir  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Je  ferai  remarquer  qu'en  prenant  ^x  =  cosar,  et 
mettant  a*  au  lieu  de  at  dans  l'équation  (c) ,.  on 
aura 

w=  (\  —  eL^+— ^  +  etc.^  cos  or , 

\  '     1.2  1.2.3    '  /  ' 

^u,  ce  qui  est  la  même  chose , 

u  =  e-*'cosx. 


L'équation (/)  devient,  en  même  temps, 

I      z**^ 


mais  on  a  '  ' 
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d'oii  L'on  conclut 


£^  =  r— — -  /     e~»'  cos  aaadcê  : 

e(  en  égalant  ce^te  valeuc  de  i^  à  Tune  des  précédentes, 
on  a 


•/: 


2 


On  peut  donner  une  valeur  imaginaire  k  la  cotia- 

tante  a  dans  cette  équation;  et  si  l'on  y  met  a  V^ — i  au 
lieu  de  a  y  on  aura 

On  a  souvent  occasion  d'employer  ces  formules , 
qui  se  présentaient  ici  naturellement,  et  que  l'on  ol)- 
tient  aussi  par  d'autres  moyens. 

5r3,  Les  équations  aux  différences  partielles  aux- 
quelles on  est  conduit ,  dans  la  plupart  des  problèmes 
de  Mécanique  ou  de  Physique,  sont  linéaires  à  l'é- 
gard d'une  inconnue  z/,  du  premier  ou  du  second 
ordre  par  rapport  au  temps,  et  généralement  à 
quatre  variables  indépendantes,  dont  u  est  fonction, 
savoir,  le  temps,  que  nous  représenterons  par  ^,  et 
les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  sys- 
tème dont  on  s'occupe,  que  nous  désignerons  par.r, 
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^,  £.  Si  Ton  excepte  lear  dernier  terme,  indépendant 
de  tf  et  qu'on  peut  tonjours  foire  dispftrirttfe,  eHes  ne 
oonriemient  pas  cette  variable  t  explicitement ,  c^est- 
à-dire ,  qne  dans  ces  éqnations  les  coefficiens  ne  sont 
fonctions  qne  de  or ,  ^^  t.  Or,  Lâ=o  étant  une  de  ces 
équations  tans  dernier  terme ,  m  l'on  prend  Best&,  là 
série  (a)  deviendra 

iis-Pe-'4-  Qc«^  +  Rev^ -H  etc.  ;        (g) 

et  si  Ton  substitue,  dans  L,  cette  série  (g)  au  lieu 
de  2^ ,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  résultera 

^  (M'y  +  T^"y  +  (y)  e^^+  etc-  ; 

H^  N,  0,  étant  des  quantités  qui  ne  contiennent 
que  rinconnue  P,  d'où  se  déduiront  M^  N',  0',  en  y 
mettant  Q  au  lieu  de  P,  puis  M",  N%  0'',  par  la  subs- 
titution de  R  à  la  place  de  Q,  et  ainsi  de  suite. 
Toutes  les  quantités  M,  M',  M'',  etc.,  seront  nulles, 
lorsque  Téquation  L  ^=  o  ne  sera  que  du.  premier 
ordre,  par  rapport  à  t.  Dans  tous  les  cas,  cette  équa- 
tion donnée  L  =  o  se  décomposera  en  celles-ci  : 

Ma*  +  Na  H-  0  =  o , 

etc. 

Par  conséquent,  les  exposaus  ^f  €,  y,  etc.,  seront 
des  Constantes  arbitraires;  les  coefSciens  P,  Q, 
R,  etc.,  se  détermineront  indépendamment  l'un  de 
Pantre,  au  moyen  de  ces  équations  (A),  qui  sont 
tontes  semblables;  et  tous  les  termes  de  la  série  (g), 


catte  iRéiM;ifqMtkHk  I  .);;.■.  ■.:-,'..  il.  ■..';'.  .ifiit-^:" 
<Ija|rfqiiatMDt.(À)-fieront  liDéaîres,  comme  L=:o, 
|l«r.<x^^M||,à.l*wc«DDue  que  chacune  d'elles  ren- 
fermera, â  L  ne  contient  qu'une  seule  des  trois 
coordonndes  x,^,^  z,  elles  seront  simplement  des 

.  éi]uatioiU  dilfifréntielles;  et  alors  la  série  (g)  ne  ren- 
toliMtltfc^'ÀiésoàbktaDtes arbitraires,  savoir,  a,  C, 
yt  etc.f  et  lés'iéè^tanles  qui  seront  introduites  p«r 
rii^l^|F«^Oftil|*s^i]<K*tions(/i).  Quand  elles  seront  aux 
différences  partieUcti ,  on  pourra  souvent  les  traiter 

'  cooinie  l'ëquation  Le=o  ,  et  exprimer  leurs  intégrales 
dylplètèt'Oi  Igriia  d'intégrales  particulières. 
^.St^'^vO  pent  donner  une  autre  forme  à  la  se' 
ri6'(f)'^'eli'y  cm^^nt  les  exponentielles  en  sinus  et 
cdtinlu.  Soilélit f  en  elTet,  \,  //.,  t,  etc.,  d'autres 
constantes  arbitraires,  et  ^>  q,  r,  etc.^  p',  <(,  r*,  etc.» 

'  d'antres  ■inconnaes.  Si  l'on  met  dans  cette  s^rie 
ztxV/— 1»=^^^— »»  ^»  V'— I,  etc.,  an  lieu  de 
a.,  ff,y,etc.;  qn'ony  remplace  F,  Q,R, etc.,  par 
i/i±r/jV— I»  TÎ=^î9' V^i.  jrdbir' V^»  etc.; 
et  que  l'on  prenne  ensuite  la  somme  des  valeurs  de  k 
qui  répondront  anx  deux  signes  de  \/—\  ,  on 
aura 

u  := />  cos  Ae  +  9  <x>8 /A/ +  r  cos  »<  +  etc.   »  *.* 

Pour  la  généralité  de  l'intégrale  de  L  ^  o ,  eiqpri-  . 
mée  iodifféremmeat  par  cette  derniire  formok  <m 
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par  la  série  (g) ,  il  fauilra  que  les  constantes  ^ ,  ju , 
tp  etc.,  aussi  bien  que  a,  Cy-y,  etc.,  soient  réelles  ou 
nnagioaîres ;  mais  il  y  a  des  problèmes  dans  lesquels 
les  valeurs  déterminées  de  A,  fi,  v,  etc.,  serant 
lootes  réelles,  et  d'autres  dans  lesquels  aucune  des 
valeurs  de  a,  €,  y,  etc.,  ne  sera  imaginaire.  Dans  le 
premier  cas,  il  conviendra  d'employer  la  formule  (i), 
et  dans  le  second,  la  formule  (g);  et  lors  même  que 
Féqualion  L  =  o  sera  intégrable  sous  forme  finie  ,  il 
arrivera  souvent,  dans  des  problèmes  de  Mécanique 
«a  de  Physique,  que  l'expression  de  son  intégrale, 
au  mo^en  de  l'une  on  l'autre  de  ces  deux  séries, 
I  wra  plus  propre  que  l'intégrale  sous  forme  finie,  à 
£ûre  découvrir  toutes  les  circonstances  du  pliéno- 
nène  dont  on  s'occuper?.  Les  questions  relatives  aux 
petites  oscillations  des  points  d'un  corps  élastique  ou 
d'un  fluide  ,  qu'on  a  un  peu  écartés  de  leur  étal  d'é- 
quilibre, sont  celles  où  il  conviendra  d'employer  les 
expressions  des  inconnues  sous  la  forme  de  la  série  (i  ] . 
Lorsque  les  valeurs  générales  de  P,  Q ,  R,  etc.,  et, 
par  suite,  celles  de  p,  q,  r,  etc.,  p',  q',  /,  etc.,  ne 
renfermeront  que  des  constantes  arbitraires,  la  for- 
mule (i)  ii'écrîra  plus  brièvement  de  cette  manière  : 

u  ■=  l.p  cos  Xt  -\-  ^p'  sin  A(  ; 

1k  caractéristiques  £  indiquant  des  sommes  qui  s'é- 
teadent  à  toutes  les  valeurs  possibles,  réelles  ou  ima- 
ginaires de  A  et  des  autres  constantes  arbitraires,  con- 
(eaues  dans  p  et  p'.  On  pourra,  si  l'on  veut,  faire 
croître  ces  valeurs  par  degrés  infiniment  petits ,  et 
remplacer  les  sommes  2!   par  des  intégrales;  mais 


L 
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cette  autre  forme  équivaleate  de  l'expression  de  a 

n'a  aucun  avantage;  et  il  vaut  mieux  conserver  la 

précédente. 

5i5.  ladcpendamment  des  équations  aux  diOë- 
rences  partielles  qui  conviennent  à  tous  les  points 
du  sysième,  il  y  a  toujours,  dans  les  divers  pro- 
blèmes de  Physique  ou  de  Mécanique ,  d'autres 
équations  qui  n'ont  lieu  que  pour  tes  points  en- 
trâmes; telles  sont,  par  exemple,  dans  le  problème 
des  vibrations  longitudinales  d'oae  verçe  élastique, 
les  équations  relatives  à  la  fixité  on  à  l'entière  li- 
bei-té  des  deux  bouts  de  cette  verge.  Ces  équations 
particulières  serviront,  dans  chaque  cas,  à  déter- 
miuer  les  valeurs  d'une  partie  des  quantités  arbi- 
traires que  renfermera  la  série  (g)  ou  la  série  (i)j 
qurtnt  à  celles  de  ces  quantités  qui  resteront  encort 
îudélerminées  après  qu'on  aura  eu  égard  à  toutes 
les  équations  de  ce  genre,  elles  dépendront  de  l'o- 
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et  dont  il  serair  souvent  difficile  de  déterminer  autre- 
ment  la  nature  des  radaes. 

L'exemple  que  nous  donnenons  de  l'application 
de  cette  méthode^  dans  le  paragraphe  fiuiyantt  ani^ 
fira  pour  1  expliquer ,  et  pour  qn'on  pnme  Tem-* 
plojer  dans  d'autres  problèmes.  Au  moyen  de  cette 
méthode,  on  déterminera,  sans  aucune  difficnité, 
les  vibrations  longitudinales  des  verges  élastiques, 
dans  les  trois  cas  du  n^  /fg5,  et  Ton  sera  conduit, 
d'une  manière  plus  directe,  aux  mêmes  formules 
que  dans  ce  numéro.  Pour  exemple  d'une  question 
dépendante  de  plusieurs  équations  aux  dîflereace^ 
partielles^  j'indiquerai  le  choc  longitudinal  4e  deiix 
on  plnsieurs  verges  élastiques,  formées  de  inatières 
différentes  ;  question  qui  a  été  résolue  dana  le  pa^ 
ragraphe  précédent ,  pour  le  cas  particulier  de  l'ho^ 
mogénéité,  et  dont  je  supprime  ici  la  solution  gé- 
nérale, a  cause  de  la  longueur  des  formules  qui 
s'y  raj^rtent. 

5i6.  Supposons  que  le  temps  /  soit  compté  è 
partir  de  l'origrae  du  mouvement  ;  et  soient 

les  valeurs  de  l'inconnue  u  et  de  son  coefficient  difô^ 
rentiel  par  rapport  k  t ,  qui  répondent  k  t  s^  o  ; 
de  sorte  que  /(x,  jr,  z)et¥  (x^  jr,  z)  soient  des  fiooc- 
tions  données  arbitrairement  pour  toutes  les  valeurs 
des  coordonnées  x,jr,  z,  qui  répondent  aux  poinls 
d'an  système  dont  on  considère  les  vibrations.  Après 
qu'on  aura  déterminé  toutes  les  quantités  arbitraires 
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qna  renferme  la  seine  (i),  d'après  Fétat  initâl  dé 
ce  système^  et  en  ayant^^ard  aux  équations- parti- 
coliires  qai  peuvent  avoir  lieu  à  ses  extrémités  p  il 
-faudra  que  cette  série  et  son  ooeflkient  diASreàdd 
coineident,  pour  f  s=s  o ,  avec  les  fiMictionsy|[x9  j^,  s) 
et  fÇtfjTp  z),  dam  les  limites  du  systèam». ii&H&> 
il  fiuidrai  qa\m  «t 


/(t^pJTf  «)  =  f  +  î  +  r  H-  etc. ,  1    ... 
rÇx.jr,  z)  =A//+M^+f/+  etc.}  J   ^  ^ 

ee  qui  fournira  un  développement ,  ou  otie  transK 
formation  d'un  genre  particulier,  pour  chacune  des 
fonctions  quelconques  f(x,  jr,  z)  et  VÇx,  jr^  z)t 
transformation  qui  ne  sera  pas  identifne ,  et  ii'aiir» 
lieu  que  pour  des  valeurs  limitées  dtt  vaiiaUes  Xg 

Quoique  le  plus  souvent  on  ne  puisse  pas  dé* 
montrer  directement  Texactitude  de  ces  équations  (Ir), 
cependant  il  ne  peut  rester  aucun  doute  à  cet  ^{ard. 
En  effet,  d'après  les  cousidérations  précédentes,  la 
série  (i)  représente  certainement  Tintégrale  com- 
plète de  l'équation  L  ^  o,  c'est4mlire ,  la  valeur 
la  plus  générale  de  u  qui  puisse  satisfaire  à  cette 
équation.  Par  hypothèse,  on  a  déterminé  les  quan* 
tités  arbitraires  que  cette  série  renferme ,  au  mojea 
des  autres  conditions  du  problème  qui  a  conduit  à 
cette  équation  L  :=  o  ;  si  ces  conditions  ne  sont  pas 
incompatibles ,  et  que  le  problème  soit  susceptible 
d'une  solution ,  il  faut  donc  qu'après  cette  détermi- 
nation, la  série  (i)  exprime  la  valeur  de  «  a  un 
instant  quelconque  et  en  un  point  quelconque  du 
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système;  par  conséquent,  en  faisant  (^o  dans 
celte  série  et  dans  celle  qu'on  en  déduit  par  la  dif- 
fiérentîatîoQ  relative  a  t,  elles  devront  représenter 
les  valeurs  iniliales  de  u  et  j- ,  c'est-à-dire,  les 
fendions  y(x,  ^,  z)  et  ¥(a:,j,  z) ,  quelles  qu'elles 
''toieat,  mais  seulement  pour  les  valeurs  de  x, 
j,  s,  comprises  daus  les  limites  du  système  que 
l'on  coosidère. 

Dans  l'exemple  du  mouvement  longitudinal  d'une 
verge  élastique,  les  séries  (k)  représenteront,  pour 
toute  la  longueur  de  celte  verge,  et  dans  les  diflë- 
notes  hypothèses  relatives  à  ses  extrémités,  les  deux 
fimctioos  arbitraires  qu'on  a  désignées  par  (pjc  et  (f>'x 
dans  le  n"  ^9^  ■'  ^^  ces  séries  coïncideront  avec  les 
expressions  de  fx  et  ç'x ,  dont  on  a  fait  usage  dans 
ce  oaméro,  et  qu'on  avait  démontrées  auparavant. 

517.  La  conclusion  de  tout  ce  qui  précède  est  que, 
pour  exprimer  dans  un  problème  relatif  aux  petites 
vibrations  des  corps,  el  dans  d'autres  questions  de 
Physique,  chaque  inconnue,  au  moyen  de  la  série  (g) 
ou  (i) ,  il  est  nécessaire  d'avoir  démontré ,  piéalable- 
ment,  que  cette  série  représente  la  valeur  la  plus  gé- 
nénle  de  l'inconnue  q\ii  puisse  satisfaire  à  l'équation 
aux  différences  partielles  dont  elle  dépend,  et,  en- 
ioite,  de  déterminer  toutes  les  quantités  arbitraires 
qtke  cette  série  renferme,  au  moyen  des  données  par- 
dcnlières  du  problème,  qui  répondent  aux  extré- 
railes  du  système  et  à  son  état  initial;  ou  bien  ,  il 
but  connaître,  à /jn'ori,  comme  dans  le  n°  49^1  des 
exprewions  en  série  de  la  valeur  initiale  et  arbitraire 


l 
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(le  ciiaque  inconnue,  dont  tous  les  termes,  malti- 
pliës  par  des  sinus  uu  cosinus  d'arcs  proportionnels 
AU  temps,  ou  par  des  exponentielles,  satisfassent  iso- 
lément à  l'cquatioa  donnée  aux  différences  partielles 
et  aux  antres  équations  relatives  aux  points  extrêmes 
du  système.  On  doit  regarder  comme  incomplète  une 
solution  dans  laquelle  on  n'a  pas  démontré,  à  priori, 
la  généralité  de  la  série  (g-)  ou  (i)  dont  on  fait  usage, 
ou  dans  laquelle  on  ne  vérifie  pas,  à  posteriori,  que 
cette  série  peut  représenter  la  valeur  initiale  de  ^a- 
que  incounue,  qaellequesoitcelte  valeur,  dans  tonte 
l'étendue  du  système ,  y  compris  les  points  extrêmes. 
D'après  ce  qni  précède,  la  première  méthode  sera  tou- 
jours applicable;  la  seconde  ue  le  serait  que  dans  an 
très  petit  nombre  de  cas  particuliers. 

§  V.    Vibrations  transversales  dune  verge 
élastique. 
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que  rezpérienoe  a  confirmés,  ou  que  les  physiciens 
avaient  déjà  remarqués.  Telle  est,  par  exemple, 
robaenration  curieuse  que  Ton  doit  à  Chladni,  et 
aiÛTant  laquelle  une  verge  encastrée  par  un  bout  et 
Ubre  par  l'autre,  rend  un  ton  plus  grave  d  une  quinte^ 
ionqu'on  la  fait  vibrer  par  torsion ,  que  quand  elle 
vibre  longitudinalement  ;  cela  revient  à  dire  que  le 
ton  qu'elle  rend  dans  le  premier  cas  est  le  même  que 
celui  qu'elle  ferait  entendre  dans  le  second,  si  sa 
longueur  était  augmentée  dans  le  rapport  de  3  à  a  ; 
or>  j'ai  trouvé  que  ce  rapport  devrait  être  celui  de 

^10  à  a;  ce  qui  diffère  à  peine  d'un  vingtième 
du.  résultat  que  Chladnt  a  énoncé  en  nombre 
rond. 

Je  renverrai ,  pour  les  développemens  de  cette 
^rtie  importante  de  la  Physique  mathématique ,  au 
mémoire  sur  VÉquilibre  et  le  mouuement  des  corps 
élastiques,  que  j'ai  déjà  cité  (n^  5o6),  et  où  je  me 
suis  aussi  occupé  des  vibrations  des  membranes  flexi- 
Mes  et  des  plaques  élastiques.  Il  suffira ,  dans  ce 
Traité ,  d'avoir  considéré  les  cas  les  moins  compli- 
qués de  ce  genre  de  questions ,  qui  sont  ceux  des 
cordes  vibrantes  et  des  vibrations  longitudinales  des 
verges  élastiques ,  auxquels  nous  allons  encore  ajouter 
le  cas-des  vibrations  transversales. 

519.  Nous  supposerons,  comme  dans  le  cas  des 
vibrations  longitudinales  (n""  i^gS) ,  qu'il  s'agisse  d'une 
V€rge  homogène ,  et ,  dans  son  état  naturel ,  prisma- 
tique ou  cylindrique;  nous  supposerons,  de  plus, 
qu'elle  n'éprouve  aucune  torsion  sur  elle-même  ;  en 
sorte  que  tous  les  points  de  chaque  filet  longitudinal 
2.  24 
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ne  sortent  pas  d'un  même  plan  pendant  toute  la  du- 
rée du  mouvement. 

Soient  AMB  ((ig.  27)  la  direction  rectiligue  du 
filet  moj'en  dans  l'e'tat  naturel  de  la  verge ,  /  sa  lon- 
gueur, et  X  ta  distance  ÂM  du  point  quelconque  M  à 
l'extréniitc  A,  Au  boni  du  temps  (,  supposons  que  Itf 
soit  transporté  en  M';  abaissons  de  M' la  perpendicu- 
laire MT  sur  AB  ;  et  faisons 

MP  =  «,      M'P=j. 

Si  ces  deux  variables  u  et^  sont  supposées  constam- 
ment très  petites ,  et  qu'on  néglige ,  eu  conséquence, 
leurs  carrés  et  leurs  produits ,  leurs  valeurs  en  fono 
tions  de  £  et  X  dépendront,  comme  dans  le  cas  des 
cordes  vibrantes  (n*  ^8Z),  d'équations  linéaires  dans 
lesquelles  ces  inconnues  seront  séparées  ;  les  meuve-' 
mens  très  petits,  dans  le  sens  longitudinal  et  dans  le 
sens  transversal,  coexisteront  donc  sans  s'influencer 
mutuellement  ;  et  comme  nous  avons  déterminé , 
d'une  manière  complète,  le  mouvement  longitudinal, 
nous  pourrons  maintenant  en  faire  abstraction.  Je 
ferai  donc  u^o ,  de  sorte  que  tous  les  points  du  Blet 
moyen  oscilleront  sur  des  droites  perpendiculaires  à 
sa  direction  naturelle,  et  que  x  el  j  seront,  à  un 
instant  quelconque,  les  coordonnées  courantes  de  la 
courbe  plane  A'M'B',  formée  par  ce  filel.  Je  ferai 
aussi  abstraction  des  petits  mouvemens  de  dilatation 
ou  de  condensation  qui  pourrout  avoir  lieu  dans 
chaque  section  de  la  verge  ,  perpendiculaire  a  sa 
longueur;  le  mouvement  qu'il  s'agira  de  déterminer 
sera  alors  le  même  pour  tous  les  points  d'une  même 
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section;  et  il  suffira  de  considérer  celui  du  point 
qui  appartient  au  filet  moyen. 

L'équation  de  ce  mouvement  transversal  se  dé- 
duira de  l'équation  {/),  du  n*  S^o,  en  y  mettant 

Y— -^,  ou  simplement  —-^,  au* lieu  de  Y,  si 

Ton  suppose  qu'aucune  force  donnée  n^est  appli- 
quée aux  différens  points  de  la  verge.  Cette  équa- 
tion sera  donc 

b^  étant  une  constante  positive,  qui  dépendra  de  la 
matière  de  la  verge ,  de  l'étendue  et  de  la  figure  de 
la  section  normale. 

'Outre  cette  équation  (  1  ),  commune  à  tous  les  points 
du  filet  moyen ,  il  y  aura  des  équations  relatives  à 
ses  extrémités ,  qui  seront  les  mêmes  que  dans  le  pro- 
blème de  l'équilibre.  A  cet  égard ,  il  pourra  se  pré- 
senter six  cas  différens  ,  selon  qu'à  chacun  des  deux 
bouts  la  verge  sera  encastrée,  ou  seulement  appuyée, 
on  entièrement  libre.  Mais  comme  ces  six  cas  se  trai- 
teraient de  la  même  manière ,  nous  nous  bornerons  à 
en  considérer  un  seul  en  détail ,  et  nous  supposerons 
que  la  verge  soit  entièrement  libre  à  ses  deux  bouts 
A  et  B,  auxquels  ne  sera  d'ailleurs  appliquée  aucune 
force  particulière. 

Cela  étant ,  pour  toutes  les  valeurs  de  ^ ,  nous  au- 
rons (  n""  320  ) 

à  l'extrémité  A',  et 

a4.. 
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■  =  ', 


ày  . 


à'y 


o.       (5) 


à  l'extréroilé  B'. 

A  l'origine  du  mouvemenl,  la  courbe  du  filet 
moyen  fit  les  vitesses  imprimées  à  tous  ses  points  se- 
ront connues;  si  donc  ou  compte  lo  temps  t  à  partir 
de  cetic  origine,  et  qu'on  représente  par  ^  et  ç'x 
des  fonctions  doaDees  depuis  x  =  o  Jusqu'à  j:  =  /, 
on  aura  ,  à  la  Fois  , 


-  ^x  , 


*'. 


:  ^X. 


''4 


Ces  fonctions  arbitraires  ^x  et  ^'j:  devront,  toute- 
fois, remplir  les  conditions  relatives  à  x  ^  o  et 
a:  =  l,  qui  seront  exprimées  par  les  équations  (3) 
et  (3)  pour  ta  fonction  fx ,  et  par  leurs  différealielles 
relatives  tt  t  pour  la  foncLioii  <p'x. 

Ainsi,  la  question  que  nous  aurons  h  résoudre  con- 
sisteraà  trouver  la  valeur  de  r.en  foDclion  de  ;  etx. 
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Le  produit  de  la  densité  de  la  verge  et  de  Taire  de  sa 

section  normale  sera  égal  à  ^  ;    et   d  après    Téqua- 

tion  (/)  du  n"*  SaOy  d'où  Ton  a  déduit  l'écpiation  (1) 
du  mouvement  transversal,  on  aura 


*'=T /-*'*'«*'*''      (^) 


u,if,k,  k!f  ayant  la  même  signification  que  dans  le 
n"*  3 1 4  f  et  la  constante  a  du  même  numéro  étant  la 
valeur  de  ^,  rapportée  à  l'unité  de  surface,  de  sorte 
4]u  on  a 

€u  aj^lânt  CÊ  Taire  de  la  section  normale  dû  la  verge. 
JaiflOQS  aussi 


r      vu^du  =s  aÀ*  ; 


h  sera  une  ligne  dont  la  valeur  dépendra  de  Téten^ 
due  et  de  la  forme  de  son  contour;  et  il  en  résultera 


d*où  Ton  conclut 


P 


b  =:  ah. 

Si  la  section  normale  de  la  verge  est  un  rectangle 
dont  la  base  soit  perpendiculaire  au  plan  de  la 
courbe  AHVf 'B',  et  la  hauteur  égale  à  ^s ,  on  aura 

«t  il  en  résultera 
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1/3 


*  Dans  le  cas  d'une  verge  cylindrique ,  dont  le  rayon 
sera  représenté  par  f ,  on  aura 


4'oii  Ton  déduira  d'abord 


et  ^  ensuite , 


b  =  ias. 


Supposons  encore  que  la  section  normale  de  la 
yerge  soit  un  triangle  isoscèle ,  qui  ait  sa  base  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  courbe  A'M'B'  ;  et ,  pour 
fixer  les  idées,  supposons  aussi  que  ce  plan  soit  ver- 
tical ,  et  que  la  base  du  triangle  réponde  à  la  ùce 
supérieure  de  la  verge.  Appelons  A  cette  base,  et  2& 
la  )]auteur;  nous  aurons  toujours 

6?  =  Aé; 

mais  la  valeur  de  h  sera  différente,  selon  que  la  face 
supérieure  de  la  verge  tournera  sa  convexité  par  eim 
haut  ou  par  en  bas  (n"*  5i5).  Dans  le  premier  cas,  odk 
aura 


d'où  il  résultera 


2A<' 


9    • 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  375 

et,  par  conséquent, 

*  =  -3- 
Dans  le  second  cas  ^  on  aura 


on  en  déduira 


et  y  ensuite, 


!..  ^^*^ 


=  ^^  v/|- 


Ces  résultats  nous  serviront ,  plus  loin ,  à  compa- 
rer entre  eux  les  tons  d'une  même  verge  élastique , 
lorsqu'elle  exécute  des  vibrations  longitudinales ,  ou 
des  vibrations  transversales. 

521.  Maintenant,  soient  p  ei  q  des  fofictions  de  jc, 
et  m  une  constante  par  rapport  à  ^  et  à  oc.  Pour  sa- 
tisfaire à  l'équation  (i),  prenons 

^  =  ^  sin  rn^bt  +  q  cos  m^bt  ; 

cette  équation  devant  subsister  pour  toutes  les  va- 
leurs de  ^,  il  faudra  qu'on  ait 

et,  en  intégrant  ces  deux  équations  différentielles  du 
quatrième  ordre,  il  vient 
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^  =  A  sin  mx  •+-  A'  cos  mx 

q  =  Csinmj:  4-  C'cosnu: 

A  ,  A',  B,  B',  C,  C,  D,  B',  étant  les  huit  constantes 
arbitraires,  et  e  désignant  la  base  des  logarithmes 
lit;  pe  riens. 

A  cause  de  la  forme  linéaire  de  l'équation  (  i  ) ,  on 
y  satisfera  encore  ea  prenant 

j-  =  S^  sin  m'ht  +  Sç  cos  m'bt , 

et  étendant  les  sommes  S  à  toutes  les  valeurs  possi- 
bles, réelles  ou  imaginaires,  de  m  et  des  huit  autres 
constantes  A,  A',  etc.  De  plus,  cette  valeur  dej-  sera 
l'inlégrale  complète  de  l'équation  (i),  d'après  les 
considérations  qu'on  a  exposées  dans  le  paragraphe 
précédent. 
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A  (2  sin  ml —  c*'  +  c"""')  =  A'(c"'  '  +  e"""*'  —  2  eus  ml), 
A '(2  sîn  mZ + e^  —  e"^')=A  (2  cos  ml  —  e"' —  e""'"'), 
C  (2  sinm/— e-'  +  e—'J  =C'(e"'  +  e""'—  2  cosm/), 
C  (2  sin  m/+ c"'  —  c—')  =  C  (2  cos  m/  —  e"'  —  e—'J. 

Or,  en  multipliant  membre  à  membre  les  deux  pre- 
mières ou  les  deux  dernières  de  ces  quatre  équations^ 
et  supprimant,  dans  les  produits^  le  facteur  commun 
AA'  ou  CC^  on  a 

4  sin*  ml  —  (e"'—  e"""*y  +(2  cos  ml — c"' — '  e"""')*=  o, 

ou  bien,  en  réduisant, 

(e"'  4-  €^''^)cosml  —  2  =  0;       (a) 

équation  qui  servira  à  déterminer  les  valeurs  de  m. 
Les  valeurs  de  A ,  A^  etc. ,  qu'on  tirera  des  équations 
précédentes,  seront  d'ailleurs 

B  =  A  =5  E(e^  +  e— '  —  acosm/), 
B'=  A'=  E(2sin2iii/— e"'H-e-^J, 
D  s  C  ==  ^(c"'  4-  e-*'  —  :i  cos  ml) , 
D'=  C  =  E'(2  sin  2m/  —  «•'+  ^-';; 

E  et  E^  étant  deux  nouvelles  constantes  qui  resteront 
indéterminées. 

En  faisant ,  pour  abréger , 

X  =  (6"'-f-  er*^ — 2C0S  ml)  (sin  mx  4-  î  e^ —  i  e"*") 
•f-(2  sin  mi-—  e^4-  ^  )  (cos  mx  +  {e~  +\e''^), 

la  valeur  précédente  de  jr  deviendra 

7  =  2X  (E  sin  /w'*<  +  E'  cos  m'bt)  ;      (b) 
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la  somme  X  s'étcndant  toujours  a  toutes  les  valeurs 
possibles  de  E  et  E',  mais  seulement  à  toutes  valeurs 
de  m  données  par  l'e'quation  (a).  Pour  toates  ces  va- 
leurs, on  aura 

pour  x  =  o  et  pour  j::^/;êl,  quelles  que  soient  les 
quantités  m  et  x^  on  aura  idcotiqQeraent 

^  =  ™.x.     «  ^ 

5aa.  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  valeurs 
des  coelEciens  E  et  £',  relatives  à  chaque  valeur  de  m, 
d'après  l'état  initial  de  la  verge  j  ce  qn'on  va  làtre  , 
en  suivant  le  proce'dé  général  dont  î)  a  été  parlé  dans 
len'5i5' 

Remarquons  d'abord  que  si  m  est  une  racine  de 
l'cquation  (aj,  il  en  sera  de  même  à  l'égard  de  — m, 
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Cela  étant  convenu ,  je  multiplie  l'équation  (i) 
par  X/2r^  puis  j'intègre  depuis  x=o  jusqu'à  x  =  /  ; 
ce  qui  donne 

En  intégrant  par  partie ,  on  aura 

J  o      dx^  \     da?       dx  da^^da^  dx'^ dx'  ^) 

r^d^r     dKdy ,  rf'Xcjr     d^Jl,r^d*x    , 

Les  termes  compris  entre  les  parenthèses  répondent  à 
X  =  /  y  et  ceux  qui  sont  renfermés  entre  des  cro- 
chets, à  J?  =  o  ;  ils  se  détruisent  les  uns  et  les  autres, 
en  vertu  des  équations  {2) ,  (3) ,  (4) ,  relatives  à  ces 
limites  ;  et ,  d'après  l'équation  (d) ,  qui  a  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  j:  ,  si  Ton  met  m^X  à  la  place  de 

2Zf  sous  le  signe  /,  on  aura 
Donc  f  à  cause  de 


nous  aarODS 


^Ardx  ^  b.^4fXjrda:  =  o. 

L'intégrale  complète  de  cette  éqnatioa  différen- 
tielle du  second  ordre  est 
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/    Xj-dx  =  Ilcos<7i'A/  -f-  H'sio  m'hl; 

H  et  H'  désignant  les  deux  constantes  arbitraires. 
Pour  les  dètern^ncn^  i^  "Afê^^s^o  diôt^Mla  fiananle 
et  daitt  sa  £lKrMitMu  pab  nj^ÎDri  Hf  et^  ma  «jiat 

Qffdjpip^sntfîOHvm^aM,     ^.V  .      r.  ^y  ]  ; 
/    X;^'=|iY  X9«d!r.cosni*£/  )  ^M 

-CIO  »•..(<  n'fl't»4-fe»i*iir.'|toUttfc.sin  m'A(.   I  ^^ 


IsJt'mii^^  ^pl^^  kU  place  de  j-  dans  le 
ffP)BiWr;|llffittp,#iqiM|fljqiUtion  (e);  son  sccoud 
9ftq|*^.:MIMMlMrt^4*^«aim'Â£  et  siom*^(,M 
m'est  unencme  de  T^^ution  (à),  telle  que  m'  et 
nï'* difiërent  de  =tmet  zbm*,  comme  on  l'a  suppose- 
tout  à  l'heure  f  il  ftvdra  que  le  terme  correspondant 
à  m'  disparusse  du  premier  membre  ,*  ce  qui  exige 
qu'on  ait 

f^'iOi'dx  =  oj        (J) 

X'  désignant  ce  que  X  devient  quand  on  y  change  m 
en  m'.  Mais  pour  le  casde  ir^^sm^  on  conclura  de  cette 
même  équation  (e)^ 
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ce  qui  fera  connaître  les  valeurs  de  E  et  E'  en  fonc^ 
lions  de  m ,  au  moyen  desquelles  la  formule  (b)  de* 


I—  ri 


rsZX 


J  o  .,  ^  ,    J  o 

X^dx  bm 


^xp'xdx       n 

1— -;t ^  810  fn*di      I 


(^) 


4r 


Cette  expression  de  jr  et  la  valeur  de  ^  qui   s  en 

déduit,  ne  renfermant  plus  rien  d'inconnu,  elles  fe- 
ront connaître ,  à  chaque  instant ,  l'ordonnée  et  la  vi- 
tesse d  un  point  quelconque  M'  de  la  tourbe  A'M'B'  ; 
ce  qui  est  la  solution  complète  du  problème.  L'inté- 
grale /    X*da:  s'obtiendra ,  sous  forme  finie ,  par 

les   règles    ordinaires;    les   valeurs    des  intégrales 
*  I    \^xdx  et  I    Xif'xdx  f  ne  pourront ,  générale- 

menty  se  calculer  que  par  la  méthode  des  quadratures. 

5^3.  Si  Ton  fait  £  =  o  dans  les  expressions  dejr 

dr 
et  —^ ,  on  aura ,  d'après  les  équations  (4)  et  (g) , 


ÇJC=^ 


(f>'x  = 


w 


Ces  deux  formules  semblables  auront  lieu  pour  des 
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fonctions  quelconques  <^x  et  ip'x  continues  ou  dis- 
continues, mais  seulement  depuis  x  ^  o  jusqu'à 
X  ^=  l,  et  en  observant  qu'elles  ne  conviendront 
aux.  valeurs  extrêmes  de  ce  que  quand  celles  de  ces 
fonctions  rempliront  la  condition  énoncée  précé- 
demment (ii°  519).  Quoique  nous  ne  puissions  pas 
démontrer  ces  formules  directement,  elles  n'en  sont 
pas  moins  certaines,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  dans 
le  n°  5 16. 

Dans  le  cas  particulier  où  tous  les  points  de  la 
verge  ont  reçu  primitivement  une  vitesse  commune 
et  une  vitesse  proportionnelle  à  leurs  distances  à 
son  milieu,  îl  est  évident  qu'elle  doit  prendre  un 
mouvement  de  translation  et  un  mouvement  de  ro- 
tation ,  sans  aucune  courbure  ni  vibrations.  C'est 
aussi  ce  qu'on  peut  conclure  de  ces  équations  (A)  et 
de  la  foi'mule  (g-). 

En  désignant    par  c  et  ^  deux   quantités  cons- 
alors 
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ê 

de  la  formule  (g)  »  se  réduira  à  son  premier  terme 

'  /   X^'x  dx 


a\ 


f>'' 


lequel  aura  pour  valeur  i^'x ,  en  vertu  de  la  seconde 
équation  (h).  Donc ,  k  cause  de  ^a:  =  o  et  de  la  va  • 
leur  de  ^Xy  la  formule  (g)  sera  simplement 

otmme  cela  doit  être. 

5a4*  Au  moyeu  de  l'équation  (f),  on  peut  prou-* 
Ter  que  Tëquation  (a)  n'admet  aucune  racine  compo* 
iée  d'une  partie  réelle  et  d'une  partie  imaginaire. 

En  effet ,  supposons  qu'il  existe  une  racine  telle  que 

y  +  g  V —  I  ;  il  y  en  aura  une  autre  qui  ne  différera  de 

ceUe-là  que  par  le  signe  de  V^ — i  »  et  seray— gV' — '  î 
00  pourra  donc  prendre ,  dans  l'équation  (f)  , 


ftig  désignant  des  quantités  réelles  dont  aucune 
n'est  séro.  On  aura ,  en  même  temps , 


X  =  F  +  Gv/— I,    X'  =  F  — Gv^—T; 
f  et  G  étant  aussi  des  quantités  réelles.  Par  oonsé^ 
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queiît,  i  équation  fy^J  deviendra 


f'{T-  +  G-)cb:  = 


équiiliori  impossible,  puisqu'il  faudrait ,  pour  qu'elle 
eût  lieu  ,  qu'une  intégrale  dont  tous  les  éléraeas  sont 
positif,  et  qui  en  exprime  la  >^oninie  (u"  i5),  (ùt 
égale  à  zéi'O.  Doiic  aussi  la  supposition  d'une  ractoe 
f  +  B  v' —  »  est  inadmissible. 

Celte  dernière  équation  serait  encore  inadmissible 
si  y"  ou  g  était  zéi-o;  mais  alors  on  ne  pourrait  plus 
prendre  f -\-  g  \/ —  i  et  f  —  g  v' —  "  pour  m  et  m'; 
car  l'équation  (_/")  suppose  que  m'  et  m'*  différent  de 
±  m  et  zhm*;  ce  qui  n'aurait  pas  lieu  dans  le  cas  où 
l'une  des  deux  quantités  f  et  g  serait  nulle. 

525.  Pour  la  racine  m^o  de  l'équation  (a) ,  le 
terme  correspondant  de  la  formule  (g)  se  présenle 
sous  la  forme  |;  on  obtiendra  sa  véritable  valeur  en 
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Mais  si  Ton  fait  atteatkm  que  les  diffisrentes  va-» 
leurs  de  m  sont  incommensuraUes ,  on  Toit  qu'il  n'ar* 
rivera  pas^  en  général^  que  tous  les  points  de  la  Terge 
reYiennent^  en  même  temps,  à  leur  état  primitif^ 
ou,  autrement  dit,  une  verge  élastique  n'exécutera 
pas  dans  tpus  les  cas ,  comme  une  corde  tendue ,  des 
vibratioûs  transversales  isochrones.  Pour  que  Tiso» 
cbronisme  ait  lieu,  et  pour  que  la  verge  fasse  en* 
tendre  uo  son  unique  et  appréciable ,  il  faudra  que , 
d  après  sa  courbure  et  les  vitesses  de  ses  points  à  l'o- 
rigine du  mouvement,  tous  les  termes  de  la  for* 
mule  (g)  disparaissent I  excepté  un  seul,  et  qu'elle  se 
réduise  à  la  forme 

oo  Ton  a  remis,  pour  abréger^  les  constantes  E  et  E' 
à  la  place  de  leurs  valeurs  trouvées  plus  haut.  Lors*' 
que  la  formule  (g)  se  réduira  à  un  petit  nombre  de 
termes,  la  verge  fera  entendre  ii  la  fois  plusieurs  sons 
distincts,  dont  les  tons  ne  pourront  pas  être  comparés 
entre  eux  exactement. 

536.  Désignons  par  A  une  valeur  numérique  de 
ml  tirée  de  Téquation  (a) ,  de  sorte  qu'on  ait  m=z^. 

Soit  T  la  durée  dune  vibration  entière  de  la  verge , 
correspondante  à  cette  racine  m,  et  nie  nombre  de 
vibrations  dans  l'unité  de  temps.  D'après  l'équa- 
tion (i),  on  aura 

3.  a5 
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en  sorte  que  les  ditTérens  tons  que  peut  faire  entendiv- 
une  verge  pllée  dans  le  même  sens,  vibrant  transver-' 
salement  et  libre  par  ses  deux  bouts,  dépendront  des 
valeurs  de  A,  et  le  plus  grave,  ou  le  ton  fondamen- 
tal ,  répondra  à  la  plus  petite  de  ces  valeurs. 

Il  est  évident  que  la  quantité  b',  donnée  par  la 
formule  (5) ,  ne  dépend  pas  de  la  longueur  /  de  la 
Verge;  s'il  s'agit  d'une  verge  cylindrique  ou  circu- 
laire, on  voit  aussi  que  cette  quantité  est  propor- 
lionnelle  au  carré  du  diamètre.  Pour  deux  verges 
c_ylindriqnes  et  formées  de  la  même  matière ,  et 
pour  le  même  ordre  de  vibrations,  c'esl-à-dire ,  pour 
la  même  valeur  de  ^ ,  le  nombre  n  sera  donc  en 
raison  directe  de  l'épaisseur  et  inverse  du  carré  de 
la  longueur. 

S'il  s'agit  d'une  verge  prismatique,  elle  fera  en- 
iendre ,  en  général ,  deux  sons  dififérens ,  selon 
qu'elle  vibrera  transversalement  dans  un  sens  oa 
dans  un  autre.  Ainsi,  en  supposant,  par  exemple, 
que  la  section  normale  soit  un  rectangle,  et  qu'on 
fasse  vibrer  successivement  la  verge ,  de  manièiv 
que  la  base  ou  la  hauteur  du  rectangle  soit  perpen- 
diculaii'c  an  plan  de  la  courbe  A'M'B',  les  valeurs 
successives  de  ri  seront  entre  elles  comme  cette  hau- 
teur et  cette  base,  pour  le  même  ordre  de  vibra- 
tions. Lorsque  la  section  normale  sera  triangulaire, 
comme  dans  le  troisième  exemple  du  n'  Sao,  la 
valeur  de  b*  ne  sera  pas  ta  même  pendant  deux  dcmi- 
vibrations  successives;  leurs  durées  seront  donc  ioe- 
gales;ce  qui  n'enipêcbera  pas  les  vibrations  entières 


DYNAMIQUE,  SECONDE  PARTIE.  38? 

ti  etpe  isochrones ,  en  supposant  .toujours  que  la  for^ 
JOule  (g)  se  réduise  à  un  seul  terme. 

En  égalant  à  zéro  le  facteur  X  de  la  formule  (i)^ 
oa  déterminera  les  valeurs  de  x  qui  répondent  aux 
nœuds  de  vibrations,  c'est-à-dire,  aux  points  im- 
mobiles sur  la  droite  ÂB ,  pour  chaque  valeur  de  m , 
ou  pour  chaque  ton  que  la  verge  peut  faire  en- 
tep4re. 

527.  Lorsque  la  vei^e  élastique  que  nous  consi- 
d^ns  sera  encastrée  à  son  extrémité  A  et  libre  à 
son  autre  bout,  le  filet  moyen  demeurera  tangent 
en  A,  à  la  droite  AB,  pendant  toute  la  durée  du 
mauvement  ;  de  sorte  que  les  équations  (a)  du  pro- 
blème précédent  devront  être  remplacées >  par 

a:  =  o,     7  =  0,     ^=^  o. 

On  modifiera ,  en  conséquence  et  sans  aucune  dif- 
ficulté ,  l'analyse  précédente  ;  et  Ton  trouvera  que 
la  valeur  générale  de  jr  sera  encore  exprimée  par 
la  formule  (g);  mais  les  valeurs  de  m ,  qu'on  y 
devra  employer,  devront  être  tirées  de  Téquation 

(e^  -I-  e-"')  cos  m/  +  ^  =  ^  >       (^0 

qui  ne  diffère  de  l'équation  (a)  que  par  le  signe  du 
dernier  terme  :  la  valeur  qu'on  prendra  pour  X  sera, 
en  même  temps  ^ 

X=  (é"'+  e-"'+  2  cos  ml)  (sin  ma:  —  ie^+ 1  c-"*) 
H-(asin  ml  +  €r^  —  e-^){cosma: — ^e"'— ie— '). 

Pour  que  la  verge,  vibrant  ainsi  transversalement, 

25.. 
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ae  bne  eqtendr^  qu'un  seul  sou^  il  faudra  que, 
d'après  sou  état  initial ,  la  formule  (g)  ae  réduise  à 
vît  seul  terme  ou  k  la  formule  (i) ,  comme  dans  le 
cas  préoédeut.  Si  Ton  désigne  par  A'  une  Talenr  po- 
^liye  de  nUp  tirée  de  Téquation  (a');  par  "F  la  du- 

rée  d'une  vibration  correspondante  à  m  ::^  j  ,  et  par 

n!  le  nombre  de  vibrations  dans  l'unité  de  temps  ^ 
on  aura 

et  tout  ce  que  Ton  a  dit  ^  dans  le  numéro  précé- 
dent^ sar  la  comparaison  des  tons  des  verges  liiNnea 
à  leurs  deux  bouts ,  s'appliquera  ^[alement  au  cas  des 
verges  encastrées  à  l'une  de  leurs  extrémités:  on  dé- 
terminera aussi  les  nœuds  de  vibrations  qui  accom«- 
pagneront  chaque  ton  rendu  par  une  même  vei^e  , 
en  égalant  à  zéro  la  valeur  précédente  de  X. 

528.  Pour  résoudre  y  par  approximation,  les  équa- 
tions (à)  et  (a'),  je  désigne  par  /  un  nombre  entier 
positif  ou  zéro,  et  je  fais 

m/  =  A  =  1(2/  +  i)7r  ifz  cT, 

dans  1  équation  (a),  et 

m/  =  A'  ^  ^  (21  +  i)  TT  db  J^', 

dans  lequatioQ  {a');  J"  et  cT'  étant  des  quantités  po^ — • 
sitives  et  qui  ne  peuvent  pas  surpasser  ^tt.  Je  prends 
les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  devant  ces  nou^ — 
velles  inconnues,  selon  que  i  est  pair  ou  impair 
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et,  de  cette  manière,  les  équations  Ça)  et  (<^  de- 
viennent 

sin  /  = 


sin/'—    4(^.^.,y^^^        _!(,.>.;,  =:/" 

D'après  les  limites  de  J^  et  ^'^  il  est  aisé  de  yoir 
que  chacune  de  ces  inconnues  n'aura  qu'une  seule  va- 
leur pour  chaque  valeur  de  t;  celle  de  ^,  pour /s=o, 
sera  J^  =  ^tt  ;  et  comme  elle  répond  à  m  =  o,  il  en 
fiiudra  faire  abstraction.  Pour  tc=i ,  (m  a  ^=0^01797^ 
en  négligeant  J^  dans  le  second  membre  de  la  pre- 
mière équation  (k)  ;  et  si  l'on  y  substitue  cette  première 
valeur  approchée  de  J^,  on  aura,  plus  exactement, 

J"  =  0,01765. 

Les  valeurs  de  J^ relatives  à  i=:2,  t;=3,  etc.,s&» 
ront  encore  plus  petites  que  celle-ci  ;  les  valeurs  de  X 
différeront  donc  très  peu  des  multiples  impairs  de 
^  TT  ;  et ,  d'après  l'expression  du  nombre  n ,  les  tons 
de  la  verge  libre  par  les  deux  bouts  formeront,  à 
très  peu  près ,  une  série  croissante  comme  les  carrés 
des  nombres  3,  5,  7,  etc«  La  plus  petite  valeur  de  A, 
correspondante  au  son  le  plus  grave,  est 

X  =  -  +  cT  =  4,745o5. 

Ihins  le  cas  de  /=ro,  après  quelques  essais,  on 
trouve ,  à  un  degré  suffisant  d'approximation , 

J''  s;  o,3o43i. 
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La  plus  petite  valeur  de  A'  sera  dont; 

X'  =  iTT  +  (T'  =  1,87011. 

En  comparaut  donc  son  carré  à  celui  de  la  valeur  pré- 
cédente de  A ,  et  observant  que  ces  carrés  sont  entre 
eux  comnie  les  nombres  n'  et  n  des  vibrations,  on 


—  =  o,i57i5, 

.  pour  le  rapport  du  ton  le  plus  grave  de  la  verge  en- 
castrée par  un  de  ses  bouts,  à  celui  de  la  même  verge 
libre  à  ses  deux  extrémités.  Les  autres  valeurs  de  J" 
sont  très  petites;  les  valeurs  correspondantes  de  V 
seront  donc,  à  très  peu  près,  les  multiples  5,  5, 
7,  etc.,  de  ^tt;  et  les  tons  de  la  verge  encastrée, 
le  ton  le  plus  grave  excepté,  formeront  une  sé- 
rie croissante  comme,  les  carrés  de  ces  nombres  îin- 
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verge  soit  libr^  à  ses  deux  bouts  dans  ces  deux  sortes 
de  vibrations,  et  je  me  bornerai  à  considérer  le  ton 
le  plus  gi^ve  pour  les  unes  et  pour  les  autres. 

En  employant  la  plus  petite  valeur  de  A  trouvée 
dans  le  numéro  précédent,  on  aura 

«  =  ^^^^^=(5,5608,)*, 

pour  le  nombre  de  vibrations  transversales  dans 
1  unité  de  temps.  Si  Ton  désigne  par  n^  le  nombre  de 
vibrations  longitudinales  dans  le  même  temps,  on 
aura ,  d'après  le  troisième  cas  du  n*  49^  y 

a 

et  comme  on  a  6  =s  aA  (n*  5ao) ,  il  en  résultera 

n  =  (7,13164)-^'; 

formule  indépendante  de  la  matière  de  la  verge ,  au 
moyen  de  laquelle  on  conclura  le  ton  transversal  du 
ton  longitudinal ,  ou  réciproquement. 

La  grandeur  de  la  ligne  h  qu'elle  renferme  dépen- 
dra de  la  figure  de  la  section  normale,  et  sera  pro- 
portionnelle, toutes  choses  d'ailleurs  égales,  à  l'é- 
paisseur. Cette  dimension  étant  très  petite  relativement 
à  la  longueur  /,  il  s'ensuit  que  le  ton  des  vibrations 
transversales  sera  très  grave  par  rapport  a  l'autre  ;  ce 
qui  est  conforme  aux  observations  qu'on  fait  le  plus 
communément.  D'après  le  n^  5ao,  si  la  verge  est  un 
cylindre  dont  le  rayon  soit  i,  on  a  A=  ^6;  et  si  elle 
est  un  parallélépipède,  et  que  £  soit  aussi  la  demi--- 


.% 
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éptiBÊeatf  on  i  A  =  -^ }  on  iim  donc ,  daQS  oâ 

deox  caft , 

n  =  (7,iai64)2',     »  =  (7i"i64)  ^ 

Comme  le.nombre  n,  est  indépendant  de  la  figure  et 
des  dimèniîons  de  la  section  nonmlei  il  s'ensuit  que 
pour  les  mêmes  grandeurs  ^  s  et  de  / ,  le  iioosbre  de 
vibratbns  transrenales  est  plus  petit  dans  le  premier 

<am  quf  dans  te  second  ^  dans  le  mpport  de  ^5 


(^  Pour  la  comparaison  de  ces  foimnles  à  l-obtenration, 
Its  Jtmalei  d$  Chimie  ei  de;Plff'jaftte ,  tome  XXZTI| 
page  86. 
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§  V'.  Équations  générales  de  ce  mouvement. 

55o.  Puisque  les  forces  perdues  par  lous  les  points 
du  système  pendant  la  durée  de  chaque  instant  doi- 
vent se  £ûre  continuellement  équilibre  (n*  S5o),  si 
l'on  applique  à  ces  forces  le  prindpe  des  vitesses  vir- 
toelles,  on  obtiendra  une  formule  générale  >  de  la- 
qoeile  on  pourra  déduire,  dans  chaque  cas,  toutes 
les  équations  du  mourement,  de  même  que  Ton  dé» 
duit  toutes  celles  de  l'équilibre ,  de  l'équation  géné-^ 
raie  des  vitesses  virtuelles.  Quelque  naturelle  que 
paraisse  cette  combinaison  du  principe  général  de  la 
Djmamique  avec  celui  de  l'équilibre ,  on  ne  l'a  pas 
&ite  cependant  à  l'époque  où  le  premier  de  ces  deux 
principes  a  été  connu,  et  quoique  le  second  eût  été 
donne  auparavant  dans  toute  sa  généralité.  Ce  rap* 
prodiement  des  deux  principes  est  dû  k  Ijagrange , 
qui  a  réduit,  par  là,  à  un  procédé  uniforme  les  so- 
lalions  de  tous  les  problèmes  de  Mécanique ,  ou  du 
pioins  la  formation  des  équations  différentielles  dont 
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ils  dépendent.  C'est  ce  procédé  général  que  nous  al- 
lons maintenant  exposer,  en  observant ,  toutefois , 
que  Tordre  qui  a  été  suivi  dans  ce  Traité ,  où  Ton  a 
i^olu  directement  les  problèmes  relatif  aux  corps 
solides  et  aux  corps  flexibles^  en  allant  du  plus  sim- 
ple au  plus  composé  9  a  paru  plus  propre  k  une 
étude  approfondie  de  la  Mécanique  et  à  l'enseigne- 
ment de  cette  science ,  que  Ton  ne  doit  pas  consi- 
dérer seulement  sous  un  point  de  vue  abstrait  et  in- 
dépendant des  circonstances  physiques. 

55 1 .  Soient  m ,  m',  ni'^  etc. ,  les  masses  des  points 
du  système  dont  nous  allons  nous  occuper.  Au  bout 
du  temps  ^^  compté  depuis  l'origine  du  mouvement, 
désignons  par  x^y^  z,  les  trois  coordonnées  rectan« 
gulaires  de  i?t ,  et  par  X»  Y,  Z,  les  composantes  de  la 
force  accélératrice  appliquée  à*  ce  point  matériel ,  di- 
rigées suivant  les  prolongemens  de  x,  jr^  ^»  dans  le 
sens  positif.  Convenons  aussi  de  repr^nter  par  les 
mêmes  lettres ,  avec  des  accens,  les  quantités  homo- 
logues qui  répondent  aux  autres  points  m,  m!',  etc. 
Les  composantes  suivant  les  directions  de  X,  Y,  Z , 
de  la  force  perdue  par  ce  point  quelconque  m  pendant 
l'instant  dt ,  seront 

™(x-^^,  -(^-SO-    -i^-w)-' 

par  conséquent,  l'équilibre  aura  lieu  dans  le  système, 
en  supposant  le  point  m  sollicité  par  ces  forces,  et 
chacun  des  autres  points  m',  m!',  etc. ,  par  des  forces 
semblables.  Or,  on  formera  1  équation  générale  de 
cet  équilibre,  en  mettant  dans  Icquatiou  (^)du  n"*  54  %» 
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les  trois  composantes  précédentes  à  la  place  de  X , 


Yy  Z;  ce  qui  donne 

les  sommes  Z  s'étendant  à  tous  les  points  m,  wl^ 
ni'p  etc.  f  du  système^  et  se  composant,  par  consé- 
quent, d'un  nombre  de  parties  égal  au  nombre  de  ces 
points. 

Nous  supposerons  y  comme  dans  le  numéro  cité, 
que  les  liaisons  de  ces  points  matériels  sont  expri- 
mas par  les  équations 

L  =  o ,    L'  =  o ,    L"  =  o ,    etc. ,      (a) 

daii$  lesquelles  L ,  L',  U'^  etc. ,  sont  des  fonctions 
données  des  Tariables  x^  y^  z,  xf,  etc.,  on  d'une 
partie  d'entre  elles,  qui  peuvent  aussi  renfermer  le 
temps  t  explicitement.  Si,  par  exemple,  le  point  m 
est  assujetti  à  demeurer  sur  une  sur&oe  qui  change 
de  forme  graduellement,  ou  qui  soit  en  mouvement 
dans  l'espace ,  et  que  L  =  o  représente  Téquation  de 
cette  surface,  L  sera  alors  une  fonction  donnée  de 

Quoique  les  forces  dont  l'équation  (i)  exprime  l'é- 
quilibre répondent  à  des  quantités  de  mouvement 
perdues  pendant  la  durée  du  temps  dtf  et  que  pen- 
dant cet  instant  les  positions  des  points  m,  mf, 
m*, etc.,  changent  infiniment  peu,  on  peut,  néan- 
nioins,  supposer  que  cet  équilibre  a  lieu  dans  les  po- 
sitions que  ces  points  occupent  au  bout  du  temps  t , 
c'est-à-dire ,  que  l'on  peut  faire  abstraction  de  leur 
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changement  de  position  pendant  l'instaDt  dt,  qui  ne 
saurait  altérer  les  quantités  de  mouvement  perdues 
pendant  qu'il  s'effectue,  que  d'un  infÎDiment  petit  du 
second  ordre,  et  les  forces  motrices  correspoodantes, 
que  d'un  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Les  dé- 
placemens  infiniment  petits  que  suppose  le  principe 
des  vitesses  virtuelles,  et  qui  sont  exprimés,  suivant 
les  directions  des  coordonnées,  par  ^x,  Jy,  if'z,  poar 
le  point  m,  par  S^x',  jy',  Sz',  pour  le  point  m',  etc., 
doivent  donc  satisfaire  aux  conditions  du  système, 
telles  qu'elles  sont  à  la  fiu  du  temps  t;  par  consé- 
quent, il  faudra  que  les  équations  (a)  aient  encore 
lieu  quand  ou  y  raellra  a:  ~\~  S'x ,  j--\-Jj,  z-^-Sz, 
x'+  Sx',  etc. ,  à  la  place  de  j:,j-,  z,  s^,  etc. ,  sans 
faire  varier  le  temps  t  qu'elles  pourraient  couteoir 
explicitement;  d'oii  l'on  conclut,  comme  dans  le 
n"  341 , 
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^Dimère,  aux  équations 

«le., 

dans  lesquelles  A ,  X',  A'',  etc* ,  sûot  des  facteurs  dont 
les  valeurs  feront  connaître  les  forces  provenant  de  li| 
liaison  des  points  du  système ,  et  de  la  résistance  des 
surfiices  ou  des  courbes  sur  lesquelles  ils  peuvent  être 
astreints  à  se  mouvoir  (n°  345). 

Les  équations  (2)  et  (4)  seront  toujours  en  même 
nombre  que  toutes  les  inconnues  du  problème,  sa- 
voir ;  les  quantités  A ,  A%  A'^  etc. ,  en  nombre  égal  à 
celai  des  équations  {2) ,  et  les  coordonnées  des  points 
m  p  m\  m"p  etc.  y  en  nombre  triple  de  celui  de  ces 
mobiles,  et  égal  au  npmbre  des  équations  (4)  ;  elles 
suffiront  donc  pour  déterminer,  dans  tous  les  cas,  les 
valeurs  de  toutes  ces  inconnues  en  fonctions  du 
temps. 

552.  Supposons  que  les  forces  données  qui  agissent 
sur  tous  les  points  du  système  se  partagent  en  deux 
groupes ,  de  sorte  qu'on  ait 

X=rF+U',    Y'=Q'+V',    Z'=:R'^W', 
etc.  ; 
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supposons  aussi  qu'on  soît  parvenu  à  intégrer  les  i 
équations  différentielles  du  problème,  en  ayant  seu- 
lement égard  aux  forces  P,  Q,  R,  P',  Q',  R',  etc.;  et 
soient  a,  b,  c,  etc.,  les  constantes  arbitraires  que 
renfermeront  ces  intégrales.  On  étendra  cette  solu- 
tion aux  forces  complètes  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z',  etc., 
au  moyen  de  la  métbode  fondée  sur  la  variation  des 
constantes  arbitraires,  dont  le  principe  a  été  exposé 
dans  le  n"  aat).  Les  différentielles  des  quantités  a, 
b,  c ,  etc.,  devenues  variables,  seront  linéaires  par 
rapport  i  U,  V.  W,  U',  V,  W,  etc.,  et  de  U. 
forme  : 


rfa  =  AU  +  BV  H-  CW  +  ATJ'  +  etc., 
db  =  A.U+  B,V-|-  C.W-(-  A,'U'-+-  etc., 
de  =  A.U  -h  B.V-I-  C.W+  A.'U'+  etc., 
etc.; 

A,  fi,  etc.,  étant  des  fonctions  des  mêmes  incon- 
naes  a,  b,  c,  etc.  Par  là,  les  équations  différen- 
tielles secondes  du  problème  se  trouveront  changées 
en  un  nombre  double  d'équatious  différentielles  du 
premier  ordre;  mais  celte  transformation  sera  pria- 
cipalement  utile ,  lorsque  les  forces  secondaires  V,  V, 
W,  U',  etc.,  seront  très  petites  par  rapport  aux 
'forces  primitives  P,  Q ,  R ,  P',  etc.;  ce  qui  per- 
mettra, dans  une  première  approxinialion,  de  con- 
sidérer comme  constantes  les  quantités  a,  b ,  c,  etc. , 
que  renferment  les  coefiîcîens  A,  B,  etc.,  et,  coti- 
séquemmeut ,  de  déduire  des  formules  précédentes, 
par  l'intégration  Immédiate  ou  par  la  méthode  des 
quadratures,  les  parties  variables  de  ces  inconnues. 
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Cest  Lagrange  qui  a  ainsi  étendu  à  tons  les  pro- 
Uèmes  de  la  Mécanique  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  à  laquelle  il  arait  ramené, 
autrefois ,  la  théorie  des  solutions  particulières  des 
équations  différentielles,  et  dont  il  arait  aussi  fait 
d'autres  applications  moins  génërales»  Mais  il  s'était 
borné  à  donner  les  expressions  générales  des  quan- 
tités U,  V,  W,  U',  V,  W,  etc- ,  en  fonctions  li- 
néaires des  différentielles  da^  M,  de,  etc.  ;  et  il  res- 
tait il  trouver  les  formules  inverses  qui  donnent 
directement ,  dans  le  cas  gi^ni^^ ,  les  différentielles 
des  inconnues  a,  b,  Cf  etc. ,  en  fonctions  linéaires 
des  forces  U ,  V ,  W ,  etc. ,  et  à  démontrer,  d'une 
manière  directe  et  générale,  les  propriétés  im- 
portantes dont  jouissent  leurs  coeiEciens  A,  B, 
C,  etc«  C'est  ce  qui  a  été  fait  dans  les  mémoires 
que  j'ai  insérés,  sur  ce  sujet,  dans  le  i5*  cahier  du 
Journal  de  V Ecole  Poljrtechnique,  et  dans  le  tome  I*' 
des  Mémoires  de  TÀcadémie  des  Sciences ,  et  aux- 
quels je  me  contente  de  renvoyer  le  lecteur,  curieux 
de  connaître  cette  théorie  dans  tous  ses  détails  et 
les  conséquences  qu'on  en  a  déduites.  En  appliquant 
successivement  les  expressions  générales  de  da,  db, 
dCp  etc. ,  au  problème  du  mouvement  d'un  point 
matériel  attiré  vers  un  centre  fixe  suivant  une  fonc- 
tion quelconque,  et  au  problème  du  mouvement 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  on  ob- 
tient les  mêmes  expressions  pour  les  différentielles 
des  constantes  homologues  dans  ces  deux  problèmes, 
si  différens  Tun  de  l'autre  ;  et  par  là  les  deux  ques- 
tions principales  de  l'Astronomie,  savoir,  la  déter- 
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miiiation  du  mouvement  des  corps  célestes, considères 
comme  des  points  matériels  isolés, et  \a.  détermioalioa 
du  mouvement  de  ces  corps  autour  de  leurs  centres  de 
gravité  respectifs,  se  Irouveot  ramenées  aux  mêmes 
formules  et  dépendre  de  la  même  aoaljrse. 

533.  Il  est  évideot  que  si  Tune  des  équations  (a) 
est  une  suile  des  autres,  l'une  des  quantités  A,  A', 
à",  etc. ,  devra  rester  indéterminée ,  puisque  alors  on 
pourra  supprimer  ou  conserver  arbitrairement  celle 
équation  supLrflue.  Si  a  et  &  sont  des  constantes 
données,  et  qu'on^t,  par  exemple, 

L"  =  flL  +  bV, 

chacune  des  trois  premières  équations  (2)  n'ajon- 
tera  rien  aux  conditions  exprimées  par  les  deux  au- 
tres, et,  conséquemment ,  l'une  des  trois  inconnues 
A,  A',  à",  devra  rester  indéterminée.  C'est  eflecti- 
vemciit  ce  qui  aura  lieu;  car  si  l'on  fait 
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nnntrotit  les  tensions  .des  fils  Ai»,  A!m^  A!in,  par 
Jci^iielfl  le  mobile  m  sera  attaché  aux  trois  points 
fizM.  Si  ce  point  matériel  est  assujetti  à  demeurer  à 
«ae  distance  constante  d'un  quatrième  point  fixe  A''*^ 
r^ne  des  quatre  distances  Atti  ,  k'm ,  A"m ,  hl'^my  sera 
déterminée  diaprés  les  trois  autres  ;  Tune  des  quatre 
conditions  données  étant  ainsi  une  suite  de  trois 
d'entre  elles,  la  tension  de  Tun  des  quatre  fils  Am, 
A'm,  h!'m^  A'f'm,  demeurera  indéterminée,  d'après 
ce.qa'on  vient  de  dire,  i^l  conformément  kçe  qu'on 
avait  dit  déjà  dans  le  n?  1193.  Appelons,  en  efiet,  i, 
f ,  t,  P'^f  les  quatre  distances  données  ;  désignons  par 
ajbf  c,  les  trois  coordonnées  de  A,  par  i^,  b\  c', 
celles  de  A',  etc.  ;  nous  aurons 


.  h  =V(^~  a)*-+'(j— 6J^+(*— c/— i  ~o, 

V = \/{x  —  ^)*+(7-—  by^{z^  dy^r  =o , 

L'^=:z  v/(x  —a'")-+(jr  —b"J+{z^c"J—V"=o, 

pour  les  équations  (2)  ;  et  si  Ton  représente  par  a , 
i^y^  des  valeurs  constantes  de  or, 7,  z,  qui  satisfont 
Il  ces  quatre  équations  >  on  aura 

«ZH — j — I — -^ — I — jn      I       p    '■  —  o, 

pour  les  équations  (4) ,  qui  laisseront  indéteFininëe 

a6 


\ 
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l'une  des  quatre  quantités  A,  A',  A",  A'",  lesquelles 
sont,  connue  od  Ta  dit  dans  le  n*  345 ,  les  tensions 
des  fïls  Ain,  A'm ,  A"m,  A"'m.  Mais,  quelque  peu  ex- 
tensibles que  soient  ces  fils,  si  l'on  a  égard  à  cette 
circonstance  physique,  le  point  matériel  m  fera  de 
petites  vibrations,  qui  seront  complètement  déter- 
minées, ainsi  que  les  tensions  des  quatre  fils,  à  cha- 
que instant. 

554-  Pour  le  faire  voir,  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  la  force  qui  agit  sur  le  point  m  soit  la  pe- 
santeur,  que  nous  représenterons  par  g.  En  prenant 
l'axe  des  ::  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  cette  force, 
ses  trois  composantes  seront  X  :^ o ,  Y  ^  o  ,  Z  =f . 
Appelons  ë,  t',  é",  e'",  les  extensions  que  les  quatre 
fils  /,  /',  /",  /'",  éprouveraient  si  le  poids  mg  était  sus- 
pendu verticalement  à  leur  extrémité  inférieure  ; 
soient  Ç,  Ç',  Ç",  ^"',  les  extensions  de  ces  mêmes  fils 
au  bout  du  temps  ï,  pendant  le  mouvement;  leurs 
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L",  U",  en  y  faisant ,  en  même  temps, 

An  bout  du  temps  t,  soient  aussi 

»,€,  yt  étant  les  mêmes  constantes  que,  précédem- 
ment, et  Uf  V,  w,  des  variables  ,trè8  petites,  dont 
nons  n^ligerons  les  carrés  et  les  produits  ;  il  en  ré- 
soltera 

Ç  =  7  [(«  -  «)«  +  (^  -  *>  +  (y  -  c>v], 

ç'=  i  [(a  -a')«  +  (^  -  *')*'  +  {y  -<^>y], 

Ç«=  i  [(*  -«")«  H-  (ff  -  A")»'  +  (y  -c*>v], 

r=  p[(«  -a'>  +  (€  -n»'  +  (>  -Oh*]; 

et,  relativement  à  ces  inconnaes  u,  VfW,  les  équa-* 
tiens  (4)  seront  linéaires ,  et  se  réduiront  à 


Leurs  intégrales  s'obtiendront  par  les  règles  ordi- 
naires ;  elles  renfermeront  six  constantes  arbitraires , 
que  l'on  déterminera  de  manière  qa'à  l'origine  du 
monyement  les  fils  Am,  A'm,  Al'm^  A'^m,  aient  leurs 

26.. 
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longueurs  naturelles  l^  Vj  V,  l'",  et  que  Ta  TÎtesse 

initiale  de  m  soit  zéro,  cest-àr-dîre,  de  manière  <pe 

les  SIX  quantités  ">^>^>57>j.  l'^r»  soient  nulles 

quand  ^  =  o.  Cela  fait ,  ces  intégrales  feront  connaî- 
tre, à  un  instant  quelconque,  les  valeurs  de  u^i^,  w, 
ou  la  position  du  point  m  ;  et  les  extensions  Ç  ^ 
Ç\  l^'%  Ç"^,  des  quatre  fils,  ainsi  que  leurs  tensions 
au  même  instant,  seront  aussi  déterminées.  La  même 
analyse  peut  facilement  s'étendre  au  cas  où  le  point 
m  serait  retenu  par  cinq  ou  un  plus  grand  nombre 
de  fils  attachés  à  des  points  fixes. 

Si  Ton  suppose  nulles  les  quantités  u,  u ,  w ,  et 
qu'on  supprime,  en  conséquence,  les  premiers  termes 
des  trois  dernières  des  sept  équations  précédentes, 
les  valeurs  de  «,  v,  w,  Ç,  Ç',  Ç",  ^'^,  qu'on  dédoira 
de  ces  sept  équations ,  répondront  à  l'état  d'équilibre 
du  poids  de  m  et  des  quatre  fils  de  suspension. 

535.  INous  avons  expliqué,  dans  le  n*  553 ,  com- 
ment le  principe  de  D'Alembert  a  aussi  lieu  dans  le 
cas  d'un  changement  brusque  de  vitesse ,  résultant  de 
ce  que  des  forces  qu'on  nomme  impulsions  ou  per^ 
eussions,  agissent  sur  les  mobiles  avec  de  grandes 
intensités,  pendant  des  intervalles  de  temps  extrê- 
mement petits,  et  leur  impriment  des  vitesses  qui 
peuvent  être  très  grandes,  sans  que  les  points  de  ces 
corps  soient  déplacés  sensiblement.  L  équation  four- 
nie par  la  combinaison  de  ce  prindpe  avec  celui  des 
vitesses  virtuelles,  s'appliquera  donc  également  à  ces 
sortes  de  cas.  Ainsi ,  supposons  que  des  forces  de  ce 
genre  soient  appliquées  simultanément  aux  peints 
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matériels  m,  m',  ni*f  etc.,  da  système  que  nous  con- 
sidérons. Désignons  par  A ,  B,  C,  les  vitesses  données 
et  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  que  ces  forces 
imprimeraient  au  point  m  s'il  était  libre ,  /et  par  a , 
b,  c,\e8  vitesses  inconnues  qu'il  prendra  réellement , 
suivant  ces  mêmes  directions.  Appelons  A' ,  B',  C, 
a^f  b',  c\  les  quantités  homolc^ues  relativement  au 
point  m'}  A",  B",  C",  d\V',  c\  celles  qui  répondent 
au  point  ni'  ;  etc.  Les  quantités  de  mouvement  per- 
dues suivant  les  directions  des  coordonnées  seront 

m  (A  —  a),     m(B  —  i),     m(C  —  c), 

pour  le  point  m,  et  de  même  pour  tous  les  autres; 
par  conséquent,  si  l'on  applique  à  ce  système  de 
forons  l'équation  (e)  du  n^  341,  on  aura 

2m[(A— fl)cra:4-(B— A)jy+(C  — c)crz]^Oi  (5) 

la  sonurne  2  s'étendant  à  tous  les  points  du  système , 
et  cTx,  ^jy  J^z,  étant  les  accroissemens  qu'on  attribue 
aux  coordonnées  du  point  quelconque  m. 

Si  les  liaisons  des  points  du  système  sont  toujours 
exprimées  par  les  équations  (n) ,  il  faudra  que  J^jc  > 
jy,  J'z ,  et  les  accroissemens  <fx\  jy ,  Sz',  JV',  etc. , 
des  coordonnées  des  autres  points  m\  m",  etc» ,  satis* 
&ssent  aux  équations  (3)  ;  au  moyen  de  ces  équations, 
on  éliminera  donc  de  la  formule  (5)  une  partie  des 
quantités  Sx,  Jj,  etc.;  puis  on  égalera  à  zéro  les 
coefficiens  des  quantités  restantes.  En  employant, 
comme  plus  haut,  la  méthode  des  facteurs  indéter- 
minés, leurs  valeurs  feront  connaître  les  percussions 
qu'éprouveront  les  liens  matériels  4cs  points  du  sys- 
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tème ,  par  l'eflet  d'un  changement  brusque  de  vitesse, 
fit  les  percussions  normales   aux  surfaces  ou  aux 
l  «courbes  sur  lesquelles  ces  points  sont  astreints  i  se 
[  mouvoir. 

536.  Lorsqu'on  voudra  appliquer  l'équation  (5)  à 
un  changement  brusque  de  vitesse  produit  par  le 
choc  des  corps  du  sjstème  entre  eux  ,  ou  contre  des 
obstades  fixes,  il  y  aura  plusieurs  observations  im- 
.porlaotes  à  faire. 

Soient  M  et  M'(fig.  ag)  deux  de  ces  corps  solides, 
K  leur  point  de  contact,  HKH'  la  normale  com- 
mune à  leurs  surfaces  en  ce  point.  Les  déplacemens 
des  difTérens  points  de  ces  mobiles  pendant  toute  la 
durée  du  choc,  étant  regardés  comme  insensibles, 
l'équilibre  des  quantités  de  mouvement  perdues  peut 
se  rapporter  à  tel  instant  qu'on  voudra  de  cette  du- 
rée (o'  353);  en  sorte  qu'ayant  pris  pour  A  ,  B  ,  C, 
les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque 
au  commencement  du  choc ,  on  peut  prendre  ,  en 
même  temps,  poura,  b,  c,  les  composantes  de  sa 
vitesse  à  un  instant  quelconque  de  ce  phénomène; 
et  les  vitesses  de  tous  les  points  du  système ,  qui  va- 
rient très  rapidement  pendant  cette  durée,  devront 
toujours  satisfaire  aux  conditions  de  cet  équilibre- 
Mais  pour  que  ces  conditions  soient  exprimées  par 
l'équation  des  vitesses  virtuelles,  il  faut  que  les  dé- 
placeraens  infiniment  petits  qu'on  attribue  aux  points 
du  système ,  soient  compatibles  avec  sa  nature  et  avec 
la  disposition  relative  de  ses  parties  à  l'instant  que  Ton 
considère;  et,  de  plus,  il  est  nécessaire  que  la  même 
chose  ait  lieu  à  l'égard  des  déplacemens  directement 
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contraires  (n*  33 1).  Ainsi,  par  exemple,  si  un  point 
matériel  en  équilibre  est  posé  sur  la  surface  d'un 
corps  solide ,  contre  lequel  il  s'appuie ,  ce  point  peut 
se  mouvoir  en  tous  sens  sur  le  plan  tangent  à  cette 
surface,  et  dans  un  sens  seulement  sur  la  normale. 
Cela  étant,  l'équation  des  vitesses  virtuelles  a  lieu 
pour  tous  les  déplacemens  tangentiels ,  parce  que  les 
déplacemens  opposés  sont  également  possibles;  mais 
elle  ne  subsiste  pas  pour  le  déplacement  normal ,  à 
cause  de  l'impossibilité  du  déplacement  contraire. 

Il  résulte  de  cette  observation  que  si  l'on  veut  ap-- 
pliquer  Féquation  (5)  à  une  époque  déterminée  de  la 
durée  du  choc,  et  que  /jl  et  /â!  soient,  à  cet  instant , 
les  points  matériels  de  M  et  M'  qui  répondent  au 
point  de  contact  K ,  on  pourra  attribuer  k  /let  fif  des 
déplacemens  infiniment  petits,  tout-à-fait  arbitraires 
et  indépendans  l'un  de  l'autre,  suivant  le  plan  tan^ 
gent  en  K  ;  mais  les  déplacemens  de  /a  et  fi'  suivant  la 
normale,  devront  être  égaux  et  dirigés  suivant  la 
même  partie  KH  ou  KH'  de  cette  droite  ;  car  s'ils 
étaient  inégaux ,  ou  qu'ils  n'eussent  pas  lieu  dans  un 
même  sens,  ces  déplacemens  ou  les  déplacemens 
contraires  des  points  /jl  et  f/y  seraient  impossibles,  et 
l'équation  (5)  ne  leur  serait  point  applicable.  C'est 
£iute  d  avoir  fait  attention  à  cette  condition  essen*- 
tielle,  que  quelques  auteurs  ont  mal  interprété  l'é- 
quation dont  il  s'agit. 

Si  un  troisième  corps  solide  M"  touche  M' au  point 
K',  où  la  normale  commune  à  leurs  surfaces  est  la 
droite  LKX^  et  que  m' et  m"  soient  les  points  maté-<- 
riek  de  M'  et  M''  qui  répondront  k  K',  k  l'instant  qu^ 


•  • 
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IVm  fXMisi4èr«  pondimt  %  itm<#  do.dioc^rilifiiadn' 
ftOÉR  ^pè  le»  drfplaoeiiims  wfiniiÉblifapètili^  ÉlhiilBéi 

«iftme.  8cn»  dans  l'él|iutioa  (5)  $  et  de  1^^ 
lefc  poiato  de  wntMt  de*  caq^  d«  ejalèni>9^]oi«qM 
fic»ieQiv.d'eBtre  ew  fieiment ae  ch^friBg  iin— llelié 
ipieelir  J>M«  le.  ete:  du  cjkoc.  dW  dd  .;M»  «tiye.MDlif 
iM»  olitMcfle  fisev  .le  dtfpMcenmiC  Miri|tiAl4nr|ioi«||idè 
iM^iflMt  deYim  Atre  eikppetrf  «ul»  peiaqv^it  «b  jtenitfw 

^^599»  .QaeÉd  les  deux ^jndbâes  M,  et:  M^  jg)lie(wtont 
I* ml  sur  Tjentit.peiidMt  k  durée  du  choeur  il.  £mdm 
^iKOir  dgtrd ,  dms  i'dcjtetioii  (6),  eu.frotteine«i^ 
en  xtfMillen^  et  qini  pnaffe  être  trtft  eoiwiddBjhle» 
cMia(ieQaredit.dam&iein*555.  ^. 
.  I#e,<|tieiiUté  de  BM>)i9â(B€nt  iofimtnèiit  |wlile. 
^tte  «fokçe  mdemnic,  pendant  ducfue.  ikwlaniir 
deiNi mobilea  M  et  M^  en eénà .cot^mire  diki 
des  points  naalériels  ft  et  ^'  qui  répondent  ah 
de  contact  K ,  sera  proportionnelle  à  celle  que  M  anoa 
^ommnniquée  à  M' suivant  KH'^  ou  M'  à  M  suivant 
KH  ^  pendant  le  même  instant.  Donc ,  en  suppoeant 
que  le  firottement  conserve  la  môme  direction  p  ponr 
^aque  moUle»  pendant  toute  la  durée  du  choe^  et 
•qu'on  représente  par  U  la  quantité  finie  de. 
cernent  communiquée  par  un  mobile  à  lautre ^ 
vaut  les  parties  KH  ou  KH'  de  la  normale ^  penda^ 
cette  même  durée  »  le  frottement  total  pourra  être 
représenté  par  fV  ;  f  étant  un  coefficient  qui  ne  dé- 
pendra que  de  la  nature  des  deux  corps  près  de  lenr 
point  de  contact.  Cette  force  devra  être  appliquée  à  M 
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ea  sens  contraire  du  glissement  de  ^ ,  et  à  M'  en 
fens  contraire  du  glissement  de  fe\  En  supposant 
donc  que  ces  roouvemens  aient  lieu  suirant  les  deux 
parties  KF  et  KF'  d  une  tangente  FKP  aux  deux 
mobiles ,  et  qu'on  représente  par  p  et  p'  les  pro* 
jecfioos  sur  cette  droite  »  des  dëplacemens  infiniment 
petits  attribués ,  dans  Téquation  (5) ,  aux  points  /â 
et  /A%  on  aura 

pour  le  terme  qu'il  faudra  ajouter  au  premier  mem^ 
bre  de  cette  équation,  à  raison  du  frottement  que 
nous  considérons  :  la  quantité  p  est  positive  ou 
négative  »  selon  que  cette  projection  tombera  sur 
la  direction  KF  du  mouvement  de  ft  ou  sur  son 
prolongement  KF',  et  de  même  la  projection  p'  sera 
positive  ou  négative,  suivant  qu'elle  tombera  sur 
KTousurKF. 

Oa  introduira  de  semblables  termes  dans  l'équa* 
tion  (5) ,  pour  tous  les  points  dans  lesquels  deux  des 
corps  du  système  viendront  se  choquer.  La  considé- 
ration de  ces  termes  est  nécessaire  dans  la  pratique  ; 
1  exemple  du  n^  477  suffit  pour  montrer  l'influence 
que  ces  termes  »  ou  les  frottemens  dont  ils  provien- 
nent, peuvent  avoir  sur  les  percussions;  mais  on 
en  fait  abstraction  lorsqu'il  s'agit  des  théorèmes  gé- 
néraux sur  le  choc  des  corps  ;  et ,  dans  la  suite  ^ 
nous  les  supposerons  nuls  ou  insensibles. 

On  néglige  aussi  les  quantités  de  mouvement  pro- 
duites par  le  poids  des  mobiles  pendant  la  durée  du 
cboc,  attendu  que  ces  quantités  sont  proportion*- 
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n^esà  cette  durée,  et,  coaséquerament,  iiiseusibles. 
Quant  aux  quantités  de  mouvement  produites  par  les 
attractions  moléculaires  qui  se  développent  pendant 
le  choc ,  soit  d'un  corps  à  un  autre,  quand  la  distance 
de  leur  surface  est  devenue  insensible,  soit  dans  l'iri- 
térieur  de  chaque  corps,  à  raison  des  compressions 
ou  dilatations  qu'il  éprouve ,  on  en  a  déjà  tenu 
compte  dans  l'équation  (5) ,  et  leurs  composantes  to- 
tales sont  précisément  les  quantités  qui  ont  été  re- 
présentées par  m\,  inG ,  mC,  pour  le  point  quel- 
conque m. 

558.  Lorsqu'un  système  de  points  matériels  est 
entièrement  libre  dans  l'espace,  de  sorte  que  les 
équations  (a)  qui  expriment  leur  liaison ,  ne  contien- 
nent que  les  dislances  mutuelles  de  ces  points,  dont 
aucun  n'est  supposé  fixe,  ou  assujetti  à  demeurer  sur 
nue  surface  ou  sur  une  courbe  donnée ,  on  peut  dé- 
composer le  mouvement  d'un  tel  système  dans  l'es- 
pace, comme  nous  l'avons  fait  précédemment  pour  un 
corps  solide  entièremcol  libre  (n*  0^)t  ^'^  deux  roon- 
Temens  plus  simples  :  l'un  de  translation ,  comman  à 
tous  les  points  du  système,  et  qni  sera  celui  de  sou 
centre  de  gravité;  l'autre  de  rotation  autour  de  ce 
centre.  Nous  allons  déduire  successivement  de  la 
formule  (i)  les  équations  différentielles  de  ces  deux 
monvemens. 

D'après  la  nature  du  système,  il  est  évident  qu'on 

peut  déplacer  à  la  fois  tous  ses  points  d'une  même 

quantité,  suivant  une  même  direction  quelconque. 

Supposons  que  a,  Ç,  y,  expriment  les  projections  de 

B  déplacement  commun  sur  les  trois  axes  des  coor- 
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données;  on  aura  alors 

a  =  «Tx  ^  «Tx'  =3  «Tx",    etc., 

ff  =  jy  =  jy  =:  jy,   etc., 

7  s=  /z  =  «Ta'  =  «Ta",    etc.  ; 
l'équation  (i)  deviendra  donc 

et  comme  les  trois  quantités  a^  € ,  y,  sont  indépen- 
dantes entre  elles ,  cette  équation  se  décomposera  en 
celles-<H  : 

2m~=2mX,2ii»^=x=2mY,2m^=2mZ.  (6) 

Or,  si  Ton  appelle  ^x:^,  Jt9  ^êf  1^  trois  coordon- 
nées du  centre  de  grayité  du  système,  on  aura 

ar,2fii  =  2f7ia:,  ^,2m  =  2m^,  z.^EinsSmz; 
d'où  Ton  déduit 

dr  dt*  ' 

— •  'S.m  zzz  'S.tn  —  : 
dt"  dt*  ' 

par  conséquent,  on  aura 

^  ^m=lmX,  %'  2m=2mY,  ^  l.m=:2.mZ,  (7) 

pour  les  équations  différentielles  du  mouvement  du 
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centre  de  gravité,  qui  sera  le  mouveraent  de  trans- 
lation du  système.  EUes  montrent  que  le  centre  de 
gravité  de  tout  système  entièrement  libre,  est  le 
même  que  si  les  niasses  de  tous  les  mobiles  y  étaient 
réunies,  et  que  leurs  forces  motrices  y  fussent  trans- 
portées parallèlement  à  leurs  directions,  comme  daos 
le  cas  d'un  seul  corps  solide  (  n°  43S  ). 

Si,  parmi  les  points  m,  m',  m",  etc.  ,  il  y  eo  avait 
qui  fussent  assujettis  à  se  mouvoir  sur  des  surfaces 
données,  les  équations  (G)  et  (7)  pourraient  enowe 
subsister,  en  joignant  aux  forces  données  ,  d'aatres 
forces  inconnues  en  grandeur,  perpendiculaires  à  ces 
surfaces,  et  qui  exprimeraient  leurs  résistances  ;  ce  qui 
permettrait  ensuite  de  faire  abstraction  des  surfaces 
données,  et  de  considérer  les  points  m,  m',  m",  etc., 
comme  appartenant  à  un  système  entièrement  libre. 
55p.  La  nature  d'un  tel  système  permet  anssî  de 
faire  tourner  à  la  fois  tous  ses  points  autour  d'un 
même  axe,  et  d'une  même  quantité  angulaire,  de 
manière  que  leurs  distances  mutuelles  ne  varient  pas. 
Supposons  que  cette  droite  passe  par  l'origine  des 
coordonnées.  Soient  A,  fi,  f,  les  angles  que  fait  sa 
direction  arbitraire  avec  les  axes  des  x,  y,  s; si  nous 
faisons  pour  un  moment 

les  cosinus  des  angles  que  fait  la  direction  du  dc'pla- 
cement  de  m,  avec  des  parallèles  aux  trois  axes,  me- 
nées par  ce  point,  seront  7-  >  -7-  ,  7-  i  et  comme  cette 
direction  est  comprise  dans  un  plan  perpendiculatrr 
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à  Taxe  de  rotation ,  U  fandra  qnfott  ail 

-r  cos  A  +  -4-  CO$  A*  +  -T  cos  ^  =?=  O. 

De  plus ,  Taxe  de  rotation  passant  par  l'origine  des 
coordonnées,  1^'  quantité  x^  H~  J^*  +  ^*  ^^  variera  pai^ 
pendant  le  déplacement  de  m  ;  on  aura  donc  aussi 

xS'x  ^  jri'jr  +  zi'z  =  oj 

et  Ton  tire  sans  difficulté^  de  ces  detix  dernières 
équations , 

cTt"  =  (a:  C06  1»  —  z  cos  A  )  c ,    >  (8) 

J'x  =  ( ^  cos fÂ  —  jr  cos  V  )  e;    ) 

€  étant  un  facteur  indéterminé.  On  aura  de  même 

^  cT/  =  (y  cos  A  —  y  cos  ft  )  €', 

jy  :=:  (x'  C0S9  ^^  z'  CM  K)^, 
ixf  =  (  /  cosjte  —  y  cos  V  )  ^; 

i  étant  aussi  un  facteur  indéterminé  qui  devra  être 
égal  à  é,  pour  que  le  mouvement  de  rotation  soit  le 
même  pour  m  et  pour  m',  et  que  la  distance  de  ces 
deux  points  ne  varie  pas.  En  effet ,  le  carré  de  cette 
distance  étant {x  —  «3:' )■  +  (^  — f  /  +  ( 2  —  2' )% 
et  les  formules  précédentes  rendant  déjà  constantes 
les  deux  parties  j:*+y-f-z*  et  jc''-j-j^'*+ ^'*  de  cette 
quantité ,  il  faut  que  la  variation  de  xx^  +,717^  4"  ^^' 
soit  aussi  nulle  ;  d'où  il  résulte 

xfSx  •*•  r'^r  +  ^^^  H-  xix'  +  J  jy  +  r/^  =  o; 
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on  bien,  en  mettant  pour  Sx ,  S^^,  etc. ,  leurs  va- 
leurs, ^ 

\(x'y  — j'x)  cos  \  +  {z'x  —  l'a)  cos  fju        ^H 
+  (ys_zy)cosX](i— «')  =  o; 

équation  qui  ne  peut  subsister  pour  tons  les  points 
du  système ,  qu'autant  qu'on  aura  i'  =  t. 

Je  substitue  les  formules  (8)  à  la  place  de  «Tx,  Jy, 
^z,  dans  l'equation  (i).  En  observant  que  i,  cos  A, 
cos  fi ,  cos  V ,  sont  des  quantités  communes  à  tous  les 
points  du  système ,  il  vient 

ccos,^™[.(^^-ï)-^(^-X)] 
+.cos;.2»[z   (^_x)^x(^^-  Z)] 

+  .cos^2™[,.  (g_z)-.(§:_v)]  =  „; 

et  à  cause  que  les  coefHciens  des  sommes  £  sont  trois 
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subsisteront  encore,  lorsque  tons  les  points  m,  m'^ 
m"f  etc.  f  ou  une  partie  d'entre  eux ,  seront  assujettis 
à  rester  à  des  distances  données  de  cette  origine , 
puisque  les  valeurs  de  J^or»  i'x^  etc.  ^  dont  on  a  fiedt 
usage,  satisfont  à  cette  condition. 

Si  le  système  se  réduit  à  un  seul  point,  le  mouye- 
ment  de  rotation  ne  se  distinguera  pas  du  mouyement 
de  translation  ;  les  équations  (9)  ne  seront  effectiye- 
ment  qu'une  combinaison  des  équations  (6)  ;  et  l'on 
y  oit,  de  plus  ,  que  chacune  d'elles  sera  une  suite  des 
deux  autres;  car  en  supposant  que  le  système  se  ré- 
duise au  point  m ,  et  ajoutant  les  équations  (9)  aprèt 
les  ayoir  multipliées  par  z ,  ^,  or ,  il  en  résultera  une 
équation  identique. 

Au  lieu  de  faire  tourner  le  système  autour  d'un 
axe  quelconque ,  pour  obtenir  à  la  fois  les  trois  équa- 
tions (9),  on  obtiendrait  plus  simplement  chacune 
d  elles,  en  faisant  coïncider  cette  droite ,  comme  dans 
le  n^  540 ,  avec  l'un  des  axes  des  coordonnées  ;  mais 
le  calcul  précédent  a  l'ayantage  de  montrer  que  la 
considération  d'un  mouvement  autour  d'un  axe  quel- 
conque ne  peut  donner  que  les  trois  équations  (9) , 
de  même  que  la  considération  d'un  mouvement  pa- 
rallèle &  un  axe  quelconque  ne  peut  donner  que  les 
trois  équations  (6). 

S'il  y  a,  dans  le  système,  un  axe  fixe ,  et  qu'on  le 
jMrenne  pour  celui  des  z,  par  exemple,  la  première 
équation  (9)  subsistera  seule ,  et  sera  celle  du  mou- 
yement de  rotation  autour  d'un  axe  fixe,  comme 
dans  le  cas  d'un  corps  solide  (  n**  391  ). 

540.  Dans  le  cas  d'un  système  entièrement  libre,  où 


'■  ■   .        •   ■  .    -  ■   w  "  ■     „,  ■■■  V  » 
'*  '  ti#iijiii««wèi;q*ft><>tfMi»»AMiiHiiii»ii>wiii|iiÉti 

^  ,|iita<41M|jfae)AH  «»»l<Mlrili»niPj)«l»tJtn^ 

éDèétll'flàl--x,t^i,t,,  «•(•tMtawat'tr  1»^  1111811 
^     origine;  elhiaomt'p^^àày 

^'*(«J(ltt'a*j'>';,»,,  i;/3-/,  z/,  etc.,  soienl 
'<HaN''<Hilj<it«.tj>>«iriM'«nuttoi3  (g)  pourra  d'a- 

IcstenilM  nnltiplUa  par  x,  et  ^,  se  détruisent,  en 
vertu  de«  deux  premières  équations  (6);  et  eo  iche* 
suit  U  substitution  des  valeois  précédente*  de  x, 
x*,  etc. ,  dans  I»  partie  restante  du  premier  membn , 
on  aura 

c=Si»Ca:,Y— r,X). 
quelle  qoesoitrorigioe  mpbUe  des  coordonnées.  Mkb 
si  oe  point  est  le  centre  de  gravité  du  système  ,  ks 
sommes  ZmXj  et  Xmy^  seront  nulles  ;  par  cons^quenlt 
iof  tenaes  multipUes  par  -^  et  -^  ,  disp«r4lti;oat 
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encore  comme  ceax  qui  avaient  x.  eijr^  ponr  facteurs; 
ce  qui  simplifiera  Tëquation  précédente.  En  Csiisant 
des  réductions  semblables  sur  les  deux  autres  équa- 
tions (9),  nous  aurons 

pour  les  trois  équations  du  mouvement  de  rotation 
du  système  autour  de  son  centre  de  gravité.  En  les 
comparant  aux  équations  (9) ,  on  voit  que  ce  mouve- 
ment sera  le  même  que  si  le  centre  de  gravité  était 
un  point  fixe ,  et  que  les  forces  données,  qui  agissent 
sur  tous  les  points  du  système ,  ne  fussent  pas  chan- 
gées; propriété  qui  n'appartient  qu'au  centre  de  gra- 
vité, et  que  nous  avions  déjà  trouvée  (n*  458)  dans 
le  cas  d'un  corps  solide  entièrement  libre. 

541  •  Si  Ton  donne  aux  quantités  «Tj:,  <^jr^  etc.,  que 
renferme  l'équation  (5),  les  mêmes  valeurs  que  dans 
le  n"*  538,  on  en  déduira 

Xma  =  2mA ,  2.mb  =  SmB,  Xmc  =  SmC  ;     (11) 

ce  qui  montre  que  dans  les  changemens  brusques  de 
vitesse,  la  somme  des  quantités  de  mouvement  de 
tons  les  points  d'un  système  entièrement  libre  de- 
meure la  même ,  parallèlement  à  chaque  axe  des 
coordonnées,  et,  par  conséquent,  suivant  une  di- 
i^ection  quelconque.  Il  en  résulte  aussi  que  la  gran- 
deur et  la  direction  de  la  vitesse  du  centre  de  gra-^ 
a.  37 
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vite  ne  cbangent  pas  non  plus  ;  car  les  compoeanle? 
de  cette  vitesse,  avant  et  après  le  changemeot  bnu- 
que,  sont  les  deux  membres  de  chacune  des  éqaa- 
tions  (ii)i  divisés  par  la  masse  totale  Z/n.  Ains , 
dans  le  clioc  de  deux  ou  d'uu  plus  graad  nombre 
de  corps,  de  nature  et  de  fonne  quelconques,  la 
vitesse  de  leur  centre  de  gravité  et  ta  quantité  to- 
tale de  mouvement  suivant  chaque  direction,  n'é- 
prouvent jamais  aucun  changement,  comme  nous 
l'avons  déjà  vu  dans  un  cas  particulier  (o"  564)- 

Si  a,  b,  c ,  a',  b',  r',  etc.,  sont  les  composanlfô 
des  vitesses  initiales  de  m,  m',  etc.,  et  A,  B,  C, 
A',  B',  C'y  etc.,  les  composantes  des  vitesses  qui 
leur  seraient  imprimées  d'une  manière  quelconque  à 
l'origine  du  mouvement,  si  ces  points  matériels 
étaient  isolés,  on  aura 


^2m: 


=  2nui,       ^1m=^'S.mb,    ~  %m  =  ï/nc, 
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2m  {xb  '^jra)  =  2m  (orB  —  jX) ,   ) 
2m(za — xc) :=  l.m (zA  —  ûcC) ,  >    (la) 
2m (^c—  2*)  =  2m(j^—  zB);  ) 

ce  qui  fait  voir  que ,  dans  les  changemens  brusques 
de  Yilesse ,  les  momeos  des  quantités  de  mouvement 
de  tous  les  points  d'un  système  entièrement  libre 
restent  les  mêmes,  par  rapport  à  un  axe  quelconque; 
théorème  qui  subsiste  encore,  lorsque  le  sjstème  ren- 
ferme un  ou  plusieurs  points  fixes,  pourvu  que  ces 
points  appartiennent  à  l'axe  des  momens. 

En  supposant  que  ces  équations  (la)  répondent  à 
rarigine  du  mouvement,  de  sorte  qu'on  ait 

dx  dr       ,         dz 

j^xra,      ^-=*,      ^«c, 

pour  /  =  o,  et  en  transportant,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent ,  Forigine  des  coordonnées  au  centre 
de  gravité  du  système ,  qu'on  suppose  entièrement 
libre ,  on  changera  ces  équations  en  celle-ci  : 

2m  (  2y  ^'  —  */  è)  =  2m  (z,A  —  x,C) , 
2"»  (T/ S' -  ^/ f)  =  2m  (  j,C  -  .,B) , 

« 

dans  lesquelles  x^,  j^,,  z^,  sont  les  coordonnées  du 
point  quelconque  m  ,  relativement  à  la  nouvelle  orî- 
gine.  Ces  équations  seront  celles  du  monvemeut  ini- 
tial du  système  aut#ur  de  son  centre  de  gfavité  ;  et 
comme  elles  ne  renferment  pas  les  composantes  de  la 

27.. 
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vitesse  de  ce  point,  il  s'ensuit  que  ce  mouvement  de 
rotation  sera  le  même  que  si  le  centre  de  gravité 
était  un  point  fixe,  et  que  les  vitesses  données  A, 
A',  etc. ,  qui  sont  comprises  dans  les  secunds  mem- 
bres, ne  fussent  pas  changées;  résultat  conforme  à  ce- 
lui que  nous  avons  déjà  trouvé ,  d'une  autre  manière, 
pour  le  cas  d'un  corps  solide  (n*  436). 

542.  Nous  ferons  remarquer  que  les  équations  (11) 
cl  (il)  peuvent  se  déduire  des  équations  (6)  et  (g), 
en  supposant,  dans  celles-ci,  que  mX,  mt,  mZ , 
m'X.',  (»'Y',  m'Z',  etc. ,  soient  les  composantes  de 
f'orcus  motrices  agissant  sur  les  points  m,  m',  etc., 
avec  une  grande  intensité,  et  susceptibles  de  produire 
pendant  un  très  court  intervalle  de  temps,  que  nous 
représenterons  par  0,  des  quantités  de  moaveroent 
données  m\,  mB,  mC,  m'A',  m'B',  m'C,  etc. 

Kn  effet,  d'après  cela,  on  aura 
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ce  qui  coïncide,  d'après  ce  qui  précède,  ayec  la  pre- 
mière équation  (i  i);  et  de  même  pour  les  deux  au- 
tres équations  (6)  et  (i  i). 

De  plus,  si  Ton  fait  abstraction  des  déplacemens 
des  points  m,  wî^  ni'y  etc.,  pendant  le  temps  0,  et 
que  Ton  considère ,  en  eonséquence ,  leurs  coordon- 
nées comme  constantes  pendant  l'action  des  forces 
données ,  on  déduira  de  la  première  équation  (9) 

=  l.m(x.f\dt—y.r\dt\; 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  première  équa- 
tion (12),  en  vertu  des  suppositions  précédentes;  et 
Ton  conclura  de  même  les  deux  autres  équations  (12} 
des  deux  dernières  équations  (g). 

543.  Les  accroissemens  des  coordonnées  dont  on  a 
bX\  usage  dans  le  n^  SSg,  supposent  que  les  distances 
des  points  du  système  entre  eux  et  à  Torigine  des 
coordonnées,  sont  invariables;  leurs  expressions, 
divisées  par  dt,  doivent  donc  coïncider  avec  les  com- 
posantes de  la  vitesse,  relatives  aux  élémensd'un  corps 
sdlide,'  tournant  autour  d'un  point  fixe  ;  ce  qu'il  ne 
sera  pas  inutile  de  vérifier. 

Pour  cela ,  soient  Ox ,  0/^  Oz  (fig.  3o),  les  axes  des 
coordonnées,  et  01  l'axe  qui  répond  aux  angles  A , 
§Af  y,,  du  n°  539,  autour  duquel  ou  fait  tourner  le 
système  d'une  quantité  infiniment  petite.  Dans  ce 
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mouvenieiil,  les  points  dus^-stème  décrivent  des  arc 
de  cercle  sumblables,  et  ont  tous  la  même  vitesse  an- 
gulaire; pour  la  connaître,  il  suffira  de  déterminer 
celle  d'un  point  K,  qui  se  trouvait,  par  exemple, 
sur  l'axe  0-  au  corameocenient  de  l'instant  dt.  Or, 
pour  ce  point,  on  a  x  =  o  et^  =  o  ;  ce  qui  réduit 
les  formules  (8)  à 

^X  =  ZiCOSfJi,      (Tj'SS Zé  cos  A,       J^s  =  o  ; 

la  vitesse  absolue  du  point  K  sera  donc 


/ 


'j^'+j'j-'  +  fe- 


à  cause  de  cos'  A  +  cos*  fi  ■+■  cos'  v  =  i ,  Sa  distance  à 
l'axe  01  est  j;  sin  i'  ;  par  conséquent ,  od  aura  ■'•  pour 
sa  vitesse  angulaire,  qui  sera  celle  de  tout  le  sys- 
tème. 

Eu  la  représentant  par  w,  on  aura  donc  s  =  adl; 
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cément  ait  Uea  de  ùx  vers  Ojr,  ou  dans  le  sens  indi- 
qué par  la  flèche  s,  oa  am»  les  accroissemens  des 
oooidooiiées  Xp-jr,  z^,  d»  point  m,  en  faisant /rszo  et 
f  ssso  dans  les  yalcars  de  At,  «ly,  ^js;  par  consé- 
quent, ses  trois  coordonnées  deviendront 

X  —  jrrdl ,    y  +  xrdt ,     z. 

Aprè&ce  premier  mouTement,  si  le  plan  nJdy  décrit 
un  angle  qdt  autour  de  Taxe  0^,  et  e»  allant  de  Taxe 
Oz  vers  Taxe;  Ozr ,  les  accroissemens  des^  coordonnées 
de  m  s'obtiendront  en  faisant  p  =:  o  et  r  =:  o  dans  les 
valeurs  de  ^x^  J'y,  J^z,  et  y  mettant  ensuite  les 
trois  coordomiées  précédentes  à  la  place  de  x,y,  z; 
d'où  il  résulte  qu'après  ce  second  mouvement  les 
coordonnées  du  point  m  seront 

X — yrdt  +  zqdtf  y  +  xrdt^  z  —  (x — yrdt)qdl;^ 

et  la  troisième  se  réduira  à  z  —  xqdt ,  en  négligeant 
Finfiniment  petit  du  second  ordre.  Enfin  ^  après  le 
second  mouvement,  si  le  plan  mOx  décrit  uti  angle 
pdt  autour  de  Taxe  Ox,  et  en  allant  de  Taxe  Oy  vers 
Taxe  Oz,  on  trouvera,  en  négligeant  les  infiniment 
petits  du  second  ordre , 

X'i^{zq^yr)dt,  y+(xr—zp)dt,  z+(yp—xq)dt, 

pour  les  trois  coordonnées  du  point  m,  k  la  fin  du 
traiaième  mouvement,  qui  étaient  primitivement 

On  conclut  de  la  que  si  un  point  m  to«iroe  sucoesrà- 
vement  autour  de  trois  axes  rectangulaires,  avec  des 
vitesses  angulaires  p,  q,  r^  et  pendant  des  instans^ 
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éffLUX,  son  d^l^aceinenl  final  sen  le  méme-qae  sil 
eùttoomé  pendant  nû^de  ces  instans^  avec  nne  vi- 
tesse angulaire  c^ ,  aatour  d'as  seul  axe,  fiûaant  avec 
les. trois  premiers  des  Agles^dont  les  008imi»a0Bl 

^,^,  -.  Cette  remarque ,  relative  aox  trois  vitesses  de 

rotation  ppq,r,  qu'on  appelle  les  composantes  de  la 
vitesse  m  (n"*  4^)f  s'applique  Clément  aux  compot 
santés  d'une  vitesse  de  translation* 

La  composition  des  vitesses  de  rotation  sait  kb 
mêmes  lois;  et^^est  comprise  dans  les  mêmes  formules 
que  oeUe  des  vitesses  de  translation  ;  en  partant  de  celle 
analogie.de  ces  deux  sortes  é^  mouvement ,  on  ea 
peut  déduire  l'identité  de  la  composition  des  momcfns 
et  de  la  composition  des  forces,  que  nous  avons  cou-* 
due  (n^  281)  d'une  semblable  analogie  centre  les 
projections  des  lignes  droites  et  les  projections  des 
surfaces. 

§  IL  Lois  générales  des  petites  oscillations. 

544*  Indépendamment  des  mouvemens  de  trans-^ 
fation  et  de  rotation  communs  à  tous  les  points  d'un 
système  quelconque,  et  dans  lesquels  leurs  distances 
ne  varient  pas,  il  J  ^  d autres  mouvemens  où  les 
mobiles  s'éloignent  et  se  rapprochent  les  uns  des  au- 
tres. Or,  si  leurs  déplacemens  sont  constamment  très 
petits,  on  peut  réduire  le  problème  à  des  équations 
linéaires,  et  déterminer,  par  approximation,  les  coor* 
données  des  mobiles  en  fonctions  du  temps.  Des  phé- 
nomènes très  nombreux   et  ft^  variés  dépendent 
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de  ces  petits  mouvemens  oscillatoires ,  dont  nous  al- 
lons maintenant  faire  connaître  les  lois  générales. 

Soient  i  le  nombre  des  mobiles  m,  m%  m",  etc.,  et 
F  le  nombre  des  équations  (2)  du  n®  53i,  qui  expri- 
ment les  conditions  du  système.  Le  nombre  des  coor- 
données de  ces  points  matériels  sera  3/,  et  si  Ion  fait 
3i  —  V  z=z  n,  les  équations  (2)  détermineront  un 
nombre  v  de  coordonnées  en  fonctions  des  n  autres , 
ou ,  plus  généralement ,  toutes  les  coordonnées  pour- 
ront être  déterminées  au  moyen  de  ces  équations , 
en  fonctions  de  n  variables  indépendantes.  Je  re- 
présenterai par  CL,  6 ,  y,  etc. ,  les  valeurs  initiales 
de  ces  71  variables ,  et  par  a-|-  w,  ^  +  i'»  7  +  w,  etc., 
lenrs  valeurs  au  bout  du  temps  t;  et  je  supposerai 
que  les  inconnues  u,  p ,  w,  etc. ,  soient  de  très 
petites  quantités  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement. Chacune  des  coordonnées  des  mobiles  sera 
une  fonction  donnée  de  «-f"">^  +  ^^7  +  ^>  ^*c., 
qui  pourrait,  en  outre,  renfermer  le  temps  t,  si 
cette  variable  entrait  explicitement  dans  les  équa- 
tions (2).  Ces  fonctions  pourront  se  développer  en 
séries  très  convergentes ,  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances et  les  produits  deu,if,w,  etc.  Je  représen- 
terai ces  développemens  par 

xz=zp  +  au']rbif^  cw  +  etc . 

+î^w*+"ï/^-H  7gw*+  huv  +  kuw  H-  lsnv+  etc., 
jr  zszp,  +  a.M  +  6,^  +  c,w  -t-  etc. 

+ï^.«*-f-i/'«<^*+7g.^v»+A.  wt^+ A:,iw-|-/,iw+  etc. , 

z  =f',  +  a^u  -)-  bj^  -t-  c^w  -f-  etc. 

ï^aW*-K/^^*+ïff.^^*+'v^^+^.wî^H-/.^v-{-elc., 
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j/=  j/ -h  a'» -f- iV  4- ^w  +  etc. 

+  ^««v  +  tinv  •+•  etc. , 
y  =  p'«  +  a\u  +  6',p  4-  €?^  -i*  c*c. 

4- A'iiftv  + 't<w  H^  etc. , 
de.; 

* 

et  j/e  8aiq;K>Berai  qpe  les  éqpAtioos  (a*.)^  ne  contiens 
nent  pas  le  terme  t  explicitemeiit  ^  anqoel  €M  tMS. 
les  coeffidens  des  paîssanGes  et  des  produtt  de  «  » 
9 9  w,  etc.  9  dans  ces  séries ,  seront  des  conitamM 
données»  Si  le  système  avait  on  mouvement  de 
translation  on  de  rotation  commua  à  Uxis>see  poinl^ 
il  faudrait  comprendre  les  parties  variables  de  leuie 
coordonnées,  qui  en  résulteraient,  dans  les  pre- 
miers termes  p %  p%t  etc.;.  mais,  pour  plus  de  sim- 
plicité, je  supposerai  que  cette  circonstance  n'a  pas 
lieu  ;  et  ces.  premiers  termes  seront  aussi  des  cons- 
tantes données. 

Les  composantes  des  forces  qui  agissent  sur  les  points 
m ,  m!,  m",  etc. ,  étant  des  fonctions  données  de  leurs 
coordonnées ,  si  Ton  substitue  dans  leurs  expressions 
les  valeurs  de  or,  ^,  etc. ,  on  pourra  ensuite  les  déve-* 
lopper  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  ii,  «'^ 
w,  etc.  De  cette  manière,  on  aura  donc 
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Xt=:Pf4-A«+Bi'  +  Cw»  -f-  etc., 
Y  =  P.  •+•  A,a+  B,i*+  C,w+  etc., 
Z  •=  P.  +  A.W+  B.<^  +  Qtv  +  etc., 
X'  =  F  +  A'w  +  BV  +  Gw  +  etc., 
Y'  =  F.+  A',tt+  B',i^4-  C\h'+  etc., 
Z'  =^  F.+  A'.tt+  B>-f  C.fv+  etc. , 
etc.; 

les  premiers  termes  P,  P, ,  etc. ,  et  tous  les  coefB- 
ôens  A ,  Ai  »  etc. ,  étant  des  foncticms  données  de  p , 
Pif  ^^c.»  ^f  b,  etc.,  qui  pourraient,  en  outre,  ren- 
ieriner  le  temps  t ,  si  cette  variable  entrait  explicite* 
m^nt  dans  les  expressions  des  forces  données.  Nous 
svpposeicona  que  cela  n'a  pas  lien  ;  et  nous  re^rde- 
rona  ks  quantités  P,  P,,  etc..  A,  A^,  etc.,  comme 
des  OHistantee  données. 

545.  Cela  posé,  pour  appliquer  réquation  (i)  du 
n*  53 1  au  mouvement  que  nous  considérons,  il  &u* 
dra  attribuer  aux  variables  indépendantes  u,  (^, 
IV,  etc. ,  des  accroissemens  infiniment  petits ,  qu'on 
représentera  par  J'u,  cT^^,  J'w,  etc.;  puis  substituer, 
dans  cette  équation  (  i  ) ,  les  valeurs  correspondantes 
de  ^ûc,  ^jr^  J'z,  qui  seront,  en  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  second  ordre , 


J'x  zsz  (a  +  eu  +  hif  -{-  kw  ^  etc.)J^i 
•+-(*+>  +  Aw  +  /w  +  etc.)cfi 


'u 

H-  (c  H-  gu'+  A:«  +  /p    +  etc-)crw 
+  etc., 
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J>  =  (a,+  e,u-i-  k.v-i-  k,iv-j-  etcOcTw 

+  etc., 
/.^  =  {«,+  e,«+  A,f4-  *.H'H-  elc.)<r" 
+  (*.+  /.^+  *."+  '.w  +  etc.)/f 

+  etc. ; 

formules  d'où  l'on  tléduira  les  valeurs  de  «Tx',  jy, 
é'z',  eu  ajoutant  un  trait  supérieur  à  toutes  les  coiu- 
tautes;  celles  de  S'x",  S'y",  J^z",  en  eu  ajoutant 
deux;  etc.  La  substitudoD  de  ces  valeurs  de  J'j, 
S^y ,  etc.,  étant  eifectuée,  on  égalera  à  zéro,  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  (i),  le  coefficient  «le 
chacune  des  quantités  cTu,  ^v,  S"^ ,  etc^  qoi  sont 
arliitraires  et  indépendantes.  De  cette  manière,  oo 
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4-  (^  —  Z)(c.+g.îv+  *.«+  /.P  +  etc.)]  =?:  o , 
etc.; 

les  sommes  Z  s'étendant  toujours  à  tous  les  points 
m,  m',  rrl',  etc.,  du  système. 

Il  restera  encore  à  substituer  dans  ces  équations ,  à 
la  place  de  :r ,  ^,  etc. ,  X,  Y,  etc. ,  leurs  valeurs  pré- 
cédeotes.  La  substitution  faite,  on  négligera  / dans 
one  première  approximation,  les  carrés  et  les  pro- 
doits  àe  u^  Vf  Wf  etc. ,  ainsi  que  les  produits  de 
cet  inconnues  et  de   leurs  coqfficiens  différentiels 

IF^  IF^  IF  ^  ^  '  ^'  ^  *^^*  ^^^  quantités 
constamment  très  petites  ;  il  en  résultera  alors  un 
nombre  n  d'équations  linéaires  à  coefGciens  cons- 
tans,  que  nous  indiquerons  par  (a),  et  dont  cha* 
cune  sera  de  la  forme  : 

4-Gw  +  H^  +  Kw  4- etc.  =  Q;) 

les  coefijciens  D,  E,  F,  etc.,  G,  H,  K,  etc.,  ainsi  que 
la  quantité  Q ,  désignant  des  fonctions  données  des 
constantes  qui  entrent  dans  les  valeurs  précédentes 
dcx,^,  etc.,  X,  Y,  etc. 

Après  avoir  déterminé  les  valeurs  approchées  de 
u,  V,  iv,  etc.  9  au  moyen  de  ces  n  équations,  on  les 
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substituera  dans  les  termes  des  équations  rigoureuses, 
qu'on  a  négligés  clans  cette  première  approximation  ; 
les  nouvelles  équations  qui  en  résulteront  différeront 
des  premières  en  ce  que  leurs  seconds  membres,  au 
lieu  detrc  constans,  seront  des  fonctions  connues 
de  l  ;  on  en  déduira  d'autres  valeurs  de  u,  v,  w,  etc., 
plus  approchées  que  les  premières;  et  ainsi  de  suite, 
par  la  méthode  des  approximations  successives.  Noos 
nous  bornerons  à  la  première  apprOKimatioD ,  snivaDt 
l'usage  ordinaire  dans  les  questions  de  ce  genre. 
Quand  les  points  matériels  m,  m',  m",  etc.,  seront  en 
nombre  infini,  les  équations  (a)  se  changeront  en 
équations  aux  différences  partielles,  communes  à 
tous  les  points  du  système,  et  dont  le  nombre  sera 
toujours  égal  à  celui  des  inconnues  « ,  f ,  tv ,  etc. 
C'est  ce  que  l'on  a  vu ,  par  exemple ,  dans  le  problème 
des  cordes  vibrantes  (n"  483),  où  ces  inconnues 
sont  au  nombre  de  trois ,  qui  expriment  les  déplace- 
mens  d'un  point  quelconque  de  la  corde  suivant  trois 
directions  rectangulaires,  et  dont  les  valeurs  dépcD- 
dentde  trois  équations  aux  différences  partielles,  do 
second  ordre  par  rapport  à  t. 

546.  Les  seconds  membres  des  équations  (a)  et  les 
coefficiens  qui  entrent  dans  tes  premiers,  étant  des 
quantités  constantes ,  on  pourra  toujours  faire  dispa- 
raître ces  seconds  membres,  en  augmentant  chacune 
des  inconnues  u,  v ,  w,  etc. ,  d'une  quantité  cons- 
tante ,  qu'on  déterminera  facilement.  Sans  restreindre 
la  généralité  de  la  question  ,  nous  pouvons  donc 
supposer  qu'on  a  Q  =  o  dans  chacune  des  équa- 
tions (fl);  ce  q«i  revient  à  dire  que  les  valeurs  ini- 
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tiales  «y  ^f  >f  e^'  f  des  n  variables  indépendantes, 
répondent  à  un  état  d'équilibre  du  système,  dont 
on  Ta  écarté  en  déplaçant  un  tant  soit  peu  les  points 
m  y  m'^  m"f  etc. ,  et  leur  imprimant  de  très  petites 
vkesses.  Ces  déplaçemens  et  ces  vitesses  devant  ètpe 
coiapatibles  avec  les  liaisons  des  points  du  système , 
ce  ne  sont  pas  les  valeurs  initiales  des  cooitlonnées 
Xpff  etc.,  et  de  leurs  premiers  coeffidens  différent 

dx    dy 

tiefc  -jif-if  ^^«9  V^^  ^^^^  données  arbitrairement 

dans  chaque  cas ,  mais  seulement  les  valeurs  initiales 
des  inconnues  indépendantes  u^  ç,  w,  etc.,  et  de 

leors  poefficiens  différentiels  ^ ,  ^|,  ^,  etc. 

On  sa&fera  aux  équations  (a)  sans  seconds  mem- 
bres, en  prenant 

li  =  RN  sin  {t\/p  —  r), 

i^  =  RN' sin (^  v/p  —  r),  x     .y. 

IV  =  RN"8in(^Vp  —  r),  ' 
etc.; 

R  et  r  étant  des  constantes  arbitraires ,  dont  la  se- 
conde pourra  être  supposée  positive  et  moindre  que 
•^,  et  p,  N,  ]N',  N",  etc.,  désignant  des  constantes 
qn'il  s'agira  de  déterminer.  La  substitution  de  ces 
valeurs  de  z^,  i^,  u^,  etc.,  dans  les  équations  (a), 
donnera  évidemment  un  nombre  n  d'équations  de 
cette  forme  : 

(DN+EN'+FN"+etc.)p=GN+HN'+KN"+  etc. 

En  éliminant  entre  elles  un  nombre  n  —  i  des  quan- 
tités N  ,  N',  N",  etc.,  la  n"""  s'en  ira  en  même  temps. 
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et  l'on  aura,  pour  déterminer  p,  une  équation  du  de- 
gré rt ,  que  je  teprésenteraï  par  .  ^ 

De  plus,  les  valeurs  de  n  —  i  des  quantités  N,  N', 
N",  etc.,  par  exemple,  de  N',  IV",  etc. ,  qu'où  liren 
de  ces  mêmes  équations,  seront  des  fractions  ration- 
nelles du  degré  n,  par  rapport  à  fi,  ayant  un  déno- 
minateur commun ,  et  multipliées  toutes  par  b 
quantité  IV ,  qui  restera  indéterminée.  En  faisant 
celle-ci  égale  au  dénominateur  commun ,  les  n  quan- 
tités N  ,  !N',  N",  etc. ,  seront  exprimées  symétrique- 
ment par  des  pol^'nomes  du  degré  n  relativement 
3  p.  Or ,  à  cause  de  la  forme  linéaii-e  des  équa- 
tions (a),  on  y  satisfera  non-seulement  par  les  va- 
leurs précédentes  de  u,  v,  w,  etc.,  relatives  à  telle 
racine  qu'on  voudra  de  l'équation  A  =  o  ,  maii 
aussi  en  prenant  pour  u ,  v,  w,  etc. ,  les  sommes  de 
toutes  ces   valeurs  narticulières .  dans  )e<u-iii«>llM  nn 
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R,  K,,  Hf^f  6tc.,  r,  r, ,  r^,  etc.,  étant  des  cons- 
tantes arbitraires;  et  comme  elles  sont  au  nombre  de 
2n,  îl  s'ensuit  que  ces  formules  (c)  seront  les  n  inté- 
grales complètes  des  équations  (a) ,  dont  chacune  est 
du  second  ordre* 

Dans  chaque  cas,  on  déterminera  les  valeurs  de 
Rcosr,  R, cosr, ,  etc.,  Rsînr,  R,  sinr,,  etc.,  au 
moyen  des  valeurs  données  pour  ^  =  o ,  des  an  quan- 

tites  u,  i^,  w,  etc.,  57  ,  ^,  ^,  etc.  Toutes  ces  va- 
leurs étant  supposées  très  petites,  celles  de  R,  R, , 
R«y  etc.,  le  seront  aussi;  par  conséquent,  si  toutes 
les  racines  p,  p.,  p.,  etc. ,  de  l'équation  A  =  o,  sont 
réelles  et  positives,  les  valeurs  deu,if,w,  etc.,  en 
fonctions  de  ^,  seront  périodiques  et  demeureront 
très  petites,  comme  on  Ta  supposé  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement.  Mais  si  une  ou  plusieurs  de 
ces  racines  sont  imaginaires  ou  négatives,  les  termes 
qui  leur  correspondront  dans  les  équations  (8)  se 
diaogeront,  par  les  formules  connues,  en  exponeu- 
tielles,  et  croîtront  indéfiniment;  par  conséquent, 
les  valeurs  de  u,if,  w,  etc. ,  quelque  petites  qu^elles 
aient  été  à  Forigine  du  mouvement,  finiront  par  ces- 
ser de  rêtre  ;  et  les  formules  (c)  ne  pourront  plus  re- 
présenter les  valeurs  approchées  de  ces  inconnues,  que 
pendant  un  temps  peu  considérable.  Dans  le  premier 
cas,  que  nous  allons  examiner  spécialement,  l'état  d'é- 
quilibre, d'où  le  système  a  été  uu  peu  écarté,  est  un 
état  stable  ;  dans  le  second  cas ,  cet  équilibre  est  non 
stable ,    du   moins   relativement   aux   dérangemens 
primitifs^  pour  lesquels  les  coeflTiciens  R ,  R, ,  R«,  etc., 
7.  28 
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des  termes  non  périodiques ,  ne  sont  pas  égaux  k 

zéro. 

547*  Lorsque  tous  les  coefficiens  R,  Rt,  R^^  etc., 
sont  nuls,  excepté  W  premier,  par  exemple,  les  tor^ 
mules  (c)  se  réduisent  aux  formules  (6).  En  tiégli- 
geant  toujours  les  carrés  et  les  produits  de  i^,  u^ 
w,  etc.,  on  aura  donc  simplement  (n^  544) 

x=^p  +(aN  +  *N'+  cN"+etc.)Rsînf^v/p— r), 
jr  —  p,  4.  (aji + *.N'+  c.N"+  etc.)Rsîn  (  Vp— r) , 
z  =:/>.+(^.N4-*.N'+^,N"+etc.)Rsin(£v/^), 
a/=p'  +  (a'N  H- *W+  cW+  etc.)R8in (Vp— r),  } ^ 
y =/>',4-  (a',N+*'.N'+c'.N^+etc.)Rsin  (Vf— r) , 
/  =/>'.4-(û'.N+ft'.N'+^'.N'+etc.)Rsin  (V^— r), 
etc. 

Les  premiers  termes  Pf  Pt,  etc. ,  étant  constans , 
ainsi  que  les  coefficiens  des  seconds  termes ,  fl 
s'ensuit  que»  dans  ce  cas,  tous  les  points  du  systènie 
feront,  suivant  la  direction  de  chacune  de  leurs  coor- 
données, des  oscillations  isochrones  et  d'une  ampli- 
tude constante ,  dont  la  durée  sera  la  même  et  égale 


2îr 


à  — -y  pour  tous  ces  mobiles,  et  dans  toutes  les 

directions.  Les  rapports  des  amplitudes  pour  deux 
points  ou  deux  directions  diflcrentes,  seront  détermi- 
nés, et  dépendront  de  la  nature  du  système  et  de  la 
racine  p  de  l'équation  A  =  o.  Leur  grandeur  ab- 
solue, dépendante  du  facteur  R,  sera  arbitraire,  et 
n'influera  pas  sur  la  durée  des  oscillations.  Tous 
les  mobiles  reviendront  à  la  fois  k   leur  position 
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d^eqnilibre ,  qui  répondent ,  par  hypothèse  (n*  546) , 
k  r^sso,  i^  =  o,  fvaBOy  etc.  ^  ou  k  x  t=i  p  ^ 
jri=p^,  etc.;  le  premier  retour  aura  lieu  au  bout 

d'un  temps  t  =  — = ,  qui  dépendra ,  ainsi  que  R 

Vf 

de  leur  dérangement  primitif. 

Un  système  de  points  matériels,  dans  lequel  la 
liaison  de  ces  points  laisse  un  nombre  n  de  varia- 
bles indépendantes ,  et  qu'on  dérangera  un  tant  soit 
peu  d'un  état  d'équilibre,  pourra  prendre  un  nom- 
bre n  de  mouvemens  semblables  au  précédent ,  qui 
répondront  aux  n  racines  de  l'équation  A  =  o.  De 
plus,  en  vertu  des  forn^ules  (c)  et  des  valeurs  cor- 
respondantes des  coordonnées  œ,  y^  etc.,  tous  ces 
petits  mou vemens ,  ou  seulement  quelques  uns  d'en- 
tre eux,  pourront  avoir  lieu  en  même  temps  dans  ce 
système;  et  réciproquement,  quel  que  soit  son  dé- 
rangement initial,  on  pourra  toujours  décomposer 
le  mouvement  de  chacun  de  ces  points,  parallèle- 
ment il  chaque  axe  des  coordonnées,  en  un  nombre  ai, 
ou  moindre  que  //,  d'oscillations  simples,  comme 
celles  qui  répondent  aux  équations  (//),  dont  les 
durées  indépendantes  du  dérangement  initial  seront 

— :. .    -^ ,    — i^ ,  etc.  Quand  ces  durées  seront  toutes 

Vf*  Vu    Vh         ^ 

commensurables ,  le  système  entier  reviendra  au 
même  état  au  bout  de  chaque  intervalle  de  temps 
égal  à  la  plus  longue  ;  c'est  ce  qui  a  lieu ,  par  exem- 
ple, dans  le  mouvement  des  cordes  vibrantes,  et  n'a 
pas  lieu  dans  le  mouvement  transversal  des  verges 
élastiques  (n*  49^  ^'^  525). 

28.. 
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C'est  dans  ce  théorème  général  que  consiste  le  prin- 
cipe de  la  coexistence,  des  petites  oscillations.  II  a 
GOGorc  lieu  lorsque  îe  nombre  des  poîats  m,  m', 
)n",  etc. ,  dn  s^'slcnie  est  infini;  le  nomlire  des  oscil- 
lations simples,  qui  sont  alors  possibles,  peut  èlre 
aussi  iriiiiii  ;  maïs  leurs  durées  et  les  rapports  de  lears 
amplitudes  n'en  sont  pas  moins  des  quantités  déter- 
minées. Ainsi,  dans  le  mouvement  transversal  d'une 
oordc  tendue,  dont  la  longueur,  le  poids  et  la  ten- 
sion sont  /,  p  et  fjs-,  et  en  désignant  par  g^  la  gravité, 
les  durées  des   oscillations  simples  ne  peuvent  être 

que   la  quantité  3  \/        *^t  ses  sous-multiplcs;  et, 

d'après  la  formule  (d)  du  n"  4^>  '^^  amplitudes  de 
l'oscillation  qui  répond  au  sous-multiple  quelcon- 
que /,  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  sin  ~  a 


pour  des  points  de  la  corde,  dont  x  et  a' 
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de  X ,  Y,  etc.,  sont  du  même  ordre  de  petitesse  que 
les  quantités  qui  ont  été  négligées.  Mais  si  les  mou- 
vemens  des  points  m ,  m',  ni'^  etc. ,  sont  peu  rapides^ 
il  faudra ,  comme  dans  le  cas  des  très  petites  osciUa- 
lions  d'un  pendule  simple  (n**  187  ),  supposer  la  ré- 
sistance jNTOportionnelle  à  la  première  puissance  de 
la  yitesse  ;  supposition  qui  introduira  dans  les  ex- 
pressions Xy  Y ,  etc.  f  et  par  suite  dans  les  équa- 
tions (a),  des  termes  multipliés  V^^  -Jt*  "£  ^'^^  ®^^'' 
qu'on  ne  devra  pas  négliger. 

Ces  équations,  que  j'indiquerai  par  (e),  seront  alor& 
de  la  forme 

4-  G«  4-  Hf  +  Kiv  4-  etc.  \  (e) 

D^  E',  F',  etc.,  étant  aussi  des  coefficiens  constans, 
qui  seront  proportionnels  à  la  densité  du  milieu ,  et 
généralement  très  petits  par  rapport  à  ceux  qui  en- 
trent dans  le  premier  membre.  Or,  on  satisfera  à  ce 
système  d'équations  au  moyen  des  formules  (è)  mul- 
tipliées par  des  exponentielles ,  c'est-à-dire ,  en  pre* 
nant 


—  •£ 


M  =  RN  sin  (t  \/p  —  r)e    *',    j 

^    =  RN'sin  (t  v/p  —  r)e""''',   >  (/) 

w  =  RN"sin  {t  \/f  —  r)e'"*\  ) 
etc.  ; 
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I?  désignant  la  basedeslogaritUmesnépérieDs,  cIm,  ù:', 
a",  etc.,  ëtant  des  quantités  cODsloates  et  très  petites. 
Je  négligersî  li'urs  carrés  et  les  produite  de  ces  incon- 
nues eldescoeOiciensD',  E',  F',  etc.  Les  valeurs  de u, 
V,  %v,  etc.  ,  satisfaisant  déjà  aux  é<jna(ions  (c)  eaos 
seconds  menibrea,  loi^ue  l'on  fuit  abstraction  des 
exponentielles  ,  leur  substitution  dans  les  éqoa- 
tioD3(e}  donnera  un  nombre  n  d'équations  de  la  forme, 

aDNa.+2EN'û.'-h2FNV+clc.=D'N-f.E'N'-f.elc., 

d'où  l'on  tirera  les  valeurs  des  n  inconnues  et,  m', 
»",  etc. 

Ces  valeurs  seront  positives ,  parce  que  Pcflct  de 
la  résistance  d'un  milieu  est  de  diminuer  gradaelte- 
ment  les  amplitudes  des  oscillations.  Cette  dimino' 
tion  sera  plus  ou  moins  rapide  pour  les  diverses  va- 
riables indépendantes  u,  v,  tv,  etc.  ;  elle  dépendn 
aussi  de  la  racine  p  de  l'ëquation  A  =  o ,  qui  entre 
dans  les  valeurs  de  H ,  N',  N",  etc.  ;  eu  sorte  que  Ici 
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qnll  ne  resté  qu'une  MuleTariable  indépendante ,  ils 
ne  pourront  £ura  qu'une  seule  espèce  d'oscillations , 
pour  lesquelles  la  durée  et  les  lapporls  des  amplitudes 
relatives  aux  diffërens  mobile  ,  dépendront  des 
isrces  qui  les  sollicitent,  et  de  la  nature  du  système. 
Ce  cas  aura  lieu ,  par  exemple ,  dans  le  mouyement 
de  deux  points  matériels  m  et  ni  ^  attacbm  l'un  à 
Fantre  par  un  fil  d'une  longueur  constante,  et  obli- 
gés de  se  mouvoir  sur  des  courbes  données. 

â,  au  contraire,  les  points  m,  m',  wl\  etc.,  ne 
sont  pas  li&  entre  eux  ni  assujettis  à  demeurer  sur 
des  surfaces  ou  sur  des  courbes  données  ,  ce  qui 
n'empêche  pas  qu'ils  ne  soient  soumis  à  leurs  attrac- 
tions ou  répulsions  mutuelles  et  à  d'autres  forces 
semMaMes  dirigées  vers  des  points  fixes ,  toutes  leurs 
coordonnées  seront  des  variables  indépendantes  ;  et ,. 
dans  ce  cas ,  inverse  du  précédent ,  le  nombre  des 
oscillations  simples  qui  pourront  avoir  lieu,  sera 
triple  de  celui  de  ces  points  matériels.  C'est  ce  qui 
arrive  efi*ectivement  dans  le  problème  du  n*  554 , 
relatif  au  mouvement  très  petit  d'un  point  m ,  consi- 
déré comme  entièrement  libre ,  et  soumis  à  des  forces 
dirigées  vers  quatre  points  fixes. 

Pour  donner  encore  un  exemple  de  l'application 
du  principe  précédent,  considérons  les  petites  oscilla- 
tions d'un  point  matériel  pesant  m,  sur  la  sur£ioe  d'un 
ellipficnde  dont  l'un  des  axes  est  vertical.  Soient  2c  la 
kMigueur  de  cet  axe ,  aa  et  26  celles  des  deux  axes 
borisontaux,  et  conséquemment 

^  +  F  "*"  ^  ~  '  ' 
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réqnàtion-dtt  k  nîrftce^  quand  rorigine  dtt  nordoo* 
nées  isjrt  m  «m  centre.  Si  IV»  tnnsporte  cette  origint 
au  point  le  pins  baa^'et.  qae  le^a  pontivea  eoiMil 
dirigées  de  baa  en  haut,  il  fandra  mettre  c--^%,  -«» 
lien  de  a,  dana  cette  éqnal^on.  Lea  oscillations  :  dn 
mobile  étant  supposées  très  petttea,  de  partet  d'autm 
de  ce  point  inférieur,  les  abscisses  boriaontalea  x:ttj 
de  m  le  seront  aussi  ^  et  son  ordonnée  verticiile  s.aeisa 
très  petite  par  rapport  k.x,  etjr.^Ea  négligeante 
carré  de  %,  après,  la  substitution  de  c  —  je  à  la  place 
de  a.  on  aura  alors 


•  • 


"^    A.*»  T^  é^Jaf 


et  si  l'on  appelle  A  et  A:  les  rayons  de  courbure  des 
deux  sections  principales  de  la  surface,  relatifs  à 
son  point  le  plus  bas,  ou  àâ?=:o  et  j^  sso,  on  en 
déduira 

c  '  c 

Cela  posé ,  dans  cette  question ,  les  variables  indé- 
pendantes sont  au  nombre  de  deux,  savoir  xeijr; 
le  mobile  ne  peut  donc  exécuter  que  deux  sortes  dW 
dilations  simples  ;  et  son  mouvement  le  plus  général^ 
résultera  de  la  coexistence  de  ces  deux  mouvemens 
particuliers.  Or,  si  l'on  écartait  le  mobile  du  point  le 
plus  bas  de  rellipsoïde,  dans  la  section  dont  Taxe 
horizontal  est  2a ,  et  quon  lui  imprimât  une  vitesse 
dirigée  dans  le  plan  de  cette  section ,  il  est  évident 
qu'il  n'en  sortirait  pas  pendant  tout  son  mouvement. 
En* désignant  par  g  la  gravité;  la  durée  de  ces  pe- 
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tites  oscillations  serait  alors  2ir\/ -  ^  comme  celle  du 

pendule  simple  dont  la  longueur  est  h  (n*  i83)  ;  et, 
à  un  instant  quelconque,  pn  aurait 

R  et  r  étant,  comme  précédemment,  deux  constantes 
arbitraires.  Dans  le  cas  où  les  petites  oscillations  au- 
raient lieu  dans  le  plan  de  la  section  dont  Taxe  hori- 
zontal est  ab ,  leur  durée  serait  iiCKl  -  ,  et  l'on  au- 
rait, à  un  instant  quelconque  , 

a?  =  o,    7  =  R'sin(  ^  ^f  ~  r')  ; 

R'  et  r^  étant  aussi  deux  constantes  arbitraires.  Donc, 
les  valeurs  les  plus  générales  de  a:  et^  seront  les 
sommes  de  ces  valeurs  particulières,  c'est-à-dire 


X 


=  Rsm(<y/f-  r),j^  =  R'sm(<v/f-r). 


Pour  déterminer  les  quatre  constantes  arbitraires 
R,  R^r,/^,  supposons  qu'on  a,  à  l'origine  du 
mouvement, 

.  dx  t      dr         9 

tz=o,    X  =z  p,  jr=^q,   ^=p,   j[  =  q; 

il  en  résultera 

R  sin  r  =  —  p,     R'  sîn  /  =  —  q , 

R  cos  r  =  p'  \J " ,     R'  cos  r^  =  q'  y  -^  ;  • 


^E^ 

^^B 

^^H 

^B^IH 

44» 

par  conséquenl 
nous  aurons ,  à 
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;,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  A  cl  k, 
un  inslaut  quelconque. 

7  =  9 

siB(*^ 

a 

■ 

Dans  te  cas 
coÏDcîder  avec 
dans  celles-ci , 

de   a=:^  =  c,  ces  fomiule<>  doivent 
celles  du  n"  207,  en  faisant ,  conunc 

X  ^ 

0  fl  cos  -sj/ ,    y  = 

afi  sÎQ  4- 

Eu  effet ,  elles 

deviennent  alors 

n  â  cos  -4/  = 

-pco^tyj^-  +  p' 

\/|sia, 

/!.J 

a  6  sio  s],  = 

=  ?  cos  (  y/f  4-  (/ 

v/?.m, 

V-\' 
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a  tang4  =  ^  ^°S  ^  \/^  » 

comme  dans  le  numéro  cite. 

55o«  Supposons  généralement  qu'on  ait 

«  =  U,     p  =  V,    w=W,     etc., 

pour  les  valeurs  des  variables  indépendantes  à  un  ins- 
tant quelconque,  quand  on  a 

UsssUff       ifsszi^^,     IVssTV, ,       etc., 
du  d\f  dw 

5r=«"  Â=^"   Â="'"  «»«•' 

à  Forigine  du    mouvement;   supposons   qu'on  ait 
aussi ,  à  un  instant  quelconque , 

«=U',     9^y\     w=:W',     etc., 

lorsqu'on  a 

uzsiU^'f        (;  =  i^/,       tv=rtv/,      etc., 
du  I         dv  ,         dw  I 

5r=«"    Â-=^"    Â=^^"  «''^' 

pour  ^  =  o  ;  et  ainsi  de  suite.  Je  dis  qu'on  aura ,  au 
bout  du  temps  t  quelconque , 

/^  =  U  +  U'  +  U"  +  etc., 

i.  =  V  +  V'  + V"  +  etc-, 

iv  =  W+W'  +  W"+ etc.,  '     ^^ 

etc., 

lorsqu'on  suppose,  à  l'origine  du  mouvement, 


444  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

u  z=  u,  -\-  u,'  -^  II'  +  etc., 
<-  =  ".  -H  '','  +  ".'  +  etc-» 
u'=  IV,  +  "-'i' -f-  "'■' +  etc., 

etc., 

'Ji  ~  11^  -\-  u/  +    u,*  4-  etc. , 

^  =  v. +./+  .■;  +  etc., 

-T-^  u'^  +  tVj'  +  ïv/  +  etc., 
etc. 

En  (îffol,  d'après  les  premières  suppositious  qu'on 
a  faites  sur  les  valeurs  iuitiales  de  u,  v,  w,  etc., 
—  ,  -^ ,  -r ,  etc. ,  les  formules  (s)  satisferont  evi- 

demment  pour  (  =  o  à  ces  derQÏères  équations;  de 
plus,  les  valeurs  particulières  de  u,  v ,  iv,  etc.,  sa- 
tisfaisant, par  Lypothèse,  aux  équations  difleren- 
ticlks  du  mouvement,   leurs  sommes  ou  les  for- 
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mens  et  les  vitesses  des  mobiles  sont  traités  comme 
des  infiniment  petits^  puisqu'on  néglige  leurs  pro- 
duits et  leurs  puissances  supérieures  à  la  première. 

En  vertu  de  ce  principe ,  les  ondes  sonores  qui 
partent  de  différens  points^  se  propagent  et  se  super^ 
posent  dans  lair  sans  se  modifier  ;.  en  sorte  qu'à 
chaque  instant  le  déplacement  et  la  vitesse  d'une  mo- 
lécule dair^  suivant  une  direction  quelconque,  sont 
les  sommes  des  déplacemens  et  des  vitesses  qui  ré- 
pondraient a  toutes  ces  ondes  considérées  isolément  ; 
ce  qui  nous  permet  d'entendre  distinctement  et  sans 
confusion  plusieurs  sons  à  la  fois,  produits  par  diffé- 
rens corps  sonores.  Les  sons  simultanés  peuvent  aussi 
résulter  de  la  coexistence  des  petites  oscillations  dans 
un  même  corps  sonore.  Ainsi;  par  exemple ,  lors- 
qu'une corde  tendue  exécute ,  en  même  temps,  les 
oscillations  isochrones  qui  répondent  à  sa  longueur 
entière ,  et  celles  dont  la  durée  correspond  au  tiers 
de  cette  longueur,  le  mouvement  de  l'air  est  le 
même  que  si  deux  cordes,  dont  les  longueurs  seraient 
entre  elles  comme  un  est  à  trois  ,  exécutaient  simul- 
tanément les  vibrations  les  plus  lentes  dont  elles  sont 
susceptibles;  et  Ton  entend,  en  même  temps,  le  ton 
fondamental  de  la  corde  donnée,  et  un  autre  ton  plus 
élevé ,  qui  est  la  quinte  de  Voctas^e  supérieure.  C'est 
aussi  pour  cela  que  Ton  entend  distinctement  les 
sons  produits  par  les  vibrations  longitudinales  et  par 
les  vibrations  transversales,  qui  ont  lieu  à  la  fois  dans 
une  même  corde  tendue ,  ou  dans  une  même  verge 
élastique. 

Daprès  le  même  principe,  les  ondes  produites  en 
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plusieurs  points  de  la  sui^ace  de  l'eau,  se  propagent 
simultanément  autour  de  ces  centres  difiërcns,  et 
peuvent  se  croiser  en  tous  sens  à  cette  surface ,  saus 
se  modifier  mutuellement;  de  manière  (jua  un  ins- 
tant quelconque  l'élévation  de  l'eau,  en  tel  poiot 
qu'on  voudra,  est  la  somme  des  élévations  positives 
ou  négatives  qui  auraient  lieu  en  vertu  de  toutes  ces 
ondes  considérées  isolément. 

L'explication  qu'on  donne  du  phénomène  des  in- 
ti'ijerences,  dans  la  théorie  des  ondulations  lurai- 
ueuscs ,  est  aussi  fondée  sur  le  principe  de  la  super- 
position  des  petits  mouveniens,  qui  est,  comme  on 
voit,  susceptible  de  nombreuses  applications. 

Pour  le  compléter ,  nous  ajouterons  que  si  des 
forces  émanées  de  centres  mobiles  agissent  snr  les 
points  du  s^-stème,  les  seconds  membres  des  éqt»- 
tions  (a)  de  leurs  petits  mouvemens  (n"  545)  ,  seront 
des  fonctions  linéaires  des  composantes  de  ces  forces 
1  sera  de  même  à  l'égard  de? 
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hautes  mers  sont  les  plus  considérables  dans  les 
sjryrgies,  et  les  moindres  dans  les  quadratures. 

§  n.  Principes  de  la  conservation  du  mous^ement 
du  centre  de  gravité^  et  de  la  consen^ation  des  aires. 

55a.  Pnisqne  le  moarement  du  centre  de  gra- 
yité  d'nn  système  entièrement  libre  est  le  même 
que  si  les  masses  de  tous  les  mobiles  j  étaient  réu- 
nies ,  et  que  leurs  forces  motrices  y  fussent  trans- 
portées parallèlement  &  leurs  directions,  il  s'ensuit 
que  les  forces  données  dont  les  composantes  paral- 
lèles à  chaque  coordonnée  seront  égales  et  contraires, 
n'entreront  pas  dans  les  équations  différentielles  de 
ce  mouvement.  Or ,  ce  cas  est  celui  des  forces  mo  - 
triées  provenant  des  actions  mutuelles  des  points 
du  système ,  en  vertu  de  la  loi  générale  de  Vaction 
égale  à  la  réaction  j  qui  s'observe  toujours  dans  la 
nature,  ainsi  qu'on  va  l'expliquer. 

Si  un  point  matériel  situé  en  M  agit  sur  un  autre 
point  situé  en  M%  et  lui  imprime  ou  tend  à  lui  im- 
primer, dans  un  instant,  une  quantité  de  mouvement 
iafiniment  petite,  que  je  représenterai  par  ft,  on  ob- 
serve toujours  : 

i^.'Qoe  cette  action  est  dirigée  suivant  la  droite 
menée  du  point  M'  vers  le  point  M,  ou  suivant 
son  prolongement  au-delà  de  M'; 

2\  Qu'en  même  temps  le  point  situé  en  M' réagit 
sur  le  point  situé  en  M,  suivant  la  droite  qui  va 
de  M  vers  M',  ou  suivant  son  pr<Jongement  au-delà 
de  M. 
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.  ;  5*.  Qtae  oalle:  reaction  commniliiqiie  ou  tend  à  oom- 
muniqoer  >«ii  point  silne  ^en  M  une  ^qwmtité.de 
vement  prëdsément  ég^ie  k  /ju. 

On  dit  gu*il  y  a  attraction  on  répukioa  entra 
deux  points  matériek,  selon  que  leur  action ^oMMiiidle 
tend  à  augmenter  on  à  diminuer  la  distance  BOr; 
s'ils  sont  entièrement  libres,  et  que  leiwv  .nùases 
soient  représentées  par  m. et. m',  les: vitesses: ^piSb 

pii^endront  seront  ^  et  A,  c*est-4iHdire,  en  nison 

.       ,  .   - 

inverse  de  leuni  masses,  et  les  quantités  dont  i|SvSe 
rapprocheront  ou  s'écarteront,  pendant  un  temps 
infiniment  petit,  seront  égales  à  ces  vitesses  maU 
ti^iées  ipar  la  moitié  de  ce  temps  (n?  1 14)  :  d'aillcws, 
la.quantité  /a  pourra  dépendre  de.  la  nature  dea.oofys 
auxquels  m  et  m' aj^r tiennent,  ou  en  être  ipdépen- 
dante  ^«et .  proportionnelle  au  produit  mm' ,  :df  ^  çqs 
masses  (n*  a4i),  comme  dans  le  cas  de  FattinGlioii 
universelle. 

La  première  des  trois  propositions  qu'on  vient 
d'énoncer  peut  être  regardée  comme  évidente  en 
elle-même;  car  des  quantités  de  matière  m  et  m', 
étant  réduites  a  des  dimensions  infiniment  petites, 
et  placées  à  une  distance  finie  l'une  de  l'autre,  il  n'j 
aurait  aucune  raison  pour  que  l'action  d'un  de  ces 
points  sur  l'autre  s'exerçât  d'un  côté  déterminé  de  la 
droite  qui  les  joint ,  et  autour  de  laquelle  tout  est 
semblable  ;  mais  les  deux  autres  propositions  ne 
peuvent  être  pour  nous  que  les  résultats  de  Texpé- 
rience,  généralises  par  induction  et  confirmés  par 
toutes  les  conséquences  qui  s^en  déduisent.  En  effet. 
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nous  ne  pourons  regarder  comme  impossible ,  à 
priori^  qu'un  point  matériel  m  agisse  sur  nn  antre  m'^ 
sans  que  celui-ci  réagisse  sur  le  premier,  en  sens 
contraire  et  avec  une  égale  intensité.  Ainsi,  nous  ad- 
mettrons le  prindpe  de  la  réaction  égale  et  contraire 
a  Faction  comme  une  loi  générale  de  la  nature ,  qui 
nous  est  donnée  par  l'observation,  de  même  que  la  loi 
de  l'attraction  universelle ,  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance. 

553«  Cela  posé,  si  tous  les  points  matériels  d'un 
système  entièrement  libre  ne  sont  soumis  qu'à  leurs 
actions  mutuelles,  ces  forces  motrices,  transportées 
au  centre  de  gravité  du  système,  s'y  détruiront  deux  à 
deux;  le  mouvement  de  ce  centre  sera  donc  rectiligne 
et  uniforme,  et  conservera  constamment  sa  vitesse  et 
sa  direction  initiales  ;  ce  qui  a  fait  donner  à  ce  théo- 
rème le  nom  de  principe  de  la  conservation  du  moU" 
vement  du  centre  de  gravité. 

Ce  mouvement  n'est  pas  altéré  par  le  choc  des  corps, 
quel  que  soit  leur  degré  d'élasticité  (n®  54 1)  ;  et ,  en 
effet,  le  phénomène  du  choc  est  produit ,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit  (n''499)y  V^^  '^  actions  mu- 
tuelles des  molécules  du  corps  choquant  et  du  corps 
choqué,  qui  s'exercent  à  des  distances  insensibles, 
mais  de  grandeur  finie,  et  pour  lesquelles  la  loi  de  la 
réaction ,  égale  et  contraire  à  l'action  j  ne  peut  man- 
quer d'avoir  lieu.  Par  la  même  raison,  si  un  coi*ps 
solide  est  en  mouvement ,  et  qu'il  soit  brisé  par  une 
explosion  intérieure,  la  direction  et  la  vitesse  du 
centre  de  gravité  de  toutes  ses  parties,  après  cette 
explosion ,  seront  les  mêmes  que  la  direction  et  la  vi- 
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tcssc  du  centre  de  gravité  qui  avaient  lieu  aupara- 
vant. Ed  général,  les  changemens  brusques  de  vitesse 
qui  accompagnent  les  chocs  ou  les  explosions,  sont 
les  effets  des  actions  mutuelles  des  molécules;  ces 
forces  varient  dans  de  très  grands  rapports,  quand  les 
molécules  se  rapprochent  ou  s'éloignent  les  unes  des 
autres,-  et,  par  suite,  elles  font  varier  de  même 
les  vi  tesses  des  corps  pendant  de  très  courts  intervalles 
de  temps. 

Le  principe  dont  il  s'agit  est  iudépendant  de  ta 
liaison  des  points  du  système ,  pourvu  qu'aucun  d  eux 
ne  soit  lié  à  d'autres  points  étrangers  au  système  que 
l'on  considère,  et  ne  soit  pas  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  une  surface  ou  sur  une  courbe  fixe  ou  mobile. 
Des  conditions  de  cette  espèce,  s'il  eu  existait,  don- 
neraient naissance  à  des  forces  qu'il  faudrait  trans- 
porter au  centre  de  gravité,  et  qui  pourraient  (aire 
varier  sa  vitesse.  Il  en  sera  de  même,  lorsqu'il  y  aura 
des  forces  appliquées  aux  points  du  système 
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en  ce  que  Taction  mutuelle  de  ses  parties  ne  peut 
produire  ni  modifier  le  mouvement  de  son  centre  de 
gravité ,  sans  le  secours  de  points  d'appui  ou  de  forces 
étrangères.  Ainsi ,  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité du  soleil  y  des  planètes,  des  satellites  et  des  co- 
mètes, doit  être  rectiligne  et  uniforme  dans  l'espace , 
abstraction  faite  de  Faction  exercée  par  les  étoiles 
sur  tous  ces  corps,  et  de  la  résistance  du  knilieu,  si 
elle  existe. 

La  manière  dont  les  différentes  parties  d*un  muscle, 
agissent  Tune  sur  1  autre,  pour  produire  ses  mouve- 
mens,  nous  est  inconnue;  nous  ignorerons  peub-étre 
toujours  par  quel  moyen  la  volonté  met  ces  parties 
de  nature  diverse  dans  la  disposition  respective ,  né- 
cessaire pour  qu  elles  exercent  actuellement  leurs  at- 
tractions ou  répulsions  mutuelles  :  quoi  qu'il  en  soit, 
nous  ne  pouvons  pas  douter  que  ces  actions  ne  soient 
soumises  à  la  loi  de  réciprocité,  conune  toutes  les 
autres  forces  naturelles;  d'où  il  résulte  qu'un  animal , 
de  quelque  manière  qu'il  s'y  prenne,  ne  peut  jamais 
déplacer  son  centre  de  gravité  par  sa  seule  volonté  , 
et  sans  le  secours  d'un  point  d'appui  extérieur. 
L'homme  et  les  animaux  peuvent  élever  ou  abaisser 
verticalement  leur  centre  de  gravité,  en  s'appuyant 
sur  la  terre;  ils  peuvent  aussi  s'avancer  horizontale- 
ment, à  l'aide  du  frottement  contre  sa  surface;  mais  la 
locomotion  leur  serait  impossible  sur  un  plan  par&ite- 
ment  poli ,  où  cette  résistance  serait  tout-à-fait  insen- 
sible. Dans  le  vol  des  oiseaux ,  c'est  le  centre  de  gra- 
vité de  l'animal  et  de  toute  la  masse  d'air  qu'il  met 
en  mouvement,  qui  demeure  constamment  en  repos; 

29.. 
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et,  dans  le  vide,  il  ne  pourrait  parvenir  à  déplacer 
son  propre  cenire  de  {gravité,  quelle  que  (ïil  ta  rapi- 
dité du  mouvement  de  ses  ailes. 

U  ny  a  pas  de  doule,  non  plus,  que  les  flaldcs 
impondérables  ne  soient  soumis  à  la  loî  de  réaction 
égale  et  contraire  à  l'action ,  et  que  le  principe  de 
la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité, 
qui  en  est  la  conséquence,  ne  doive  aussi  s'observer 
dans  leuis  mouvemens,  comme  dans  relui  de  toutes 
les  autres  substances,  dont  ils  ne  difTerent  que  par 
leur  extrême  ténuité.  Ainsi,  lorsque  l'électricilé,  la 
chaleur,  ia  lumière,  s'échappent  d'un  mobile  par  un 
seul  côté,  ce  corps  doit  reculer  en  sens  contraire, 
afin  que  le  centre  de  gravité  du  système  entier  de- 
meure en  repos;  mais  la  quantité  de  mouvement 
qu'il  prendra  ne  sera  sensible,  qu'autant  que  celle 
du  fluide  impondérable  le  sera  également,  malgré 
la  petitesse  de  sa  masse,  et  à  raison  de  la  grandeur  de 
sa  vitesse.  C'est  ce  oui  ne  Deut-étre  décidé  aue  nar  dps 
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vers  m  pour  le  point  m'.  £d  appelant  />  la  distance 
cfe  ces  deu^  point3>  les  cosinus  aes  angles  que  £^t 
U  droite  mm! ,  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x, 
X$  ^$  me&ées  p^r  le  point,  m  y  seront 

relativement  à  la  force  F ,  on  aura  donc 

™x=^:î^=^,  ,„Y=(^::=^,  ,„z=^î:ri^, 

.  f  f  f 

pour  les  composantes  de  la  force  motrice  du  point  m  ; 
et  4*on  trouvera  de  même 

^,^(x-^)F     ^,y^i£=^^  m'Z'=^=f^, 

f  f  P 

pour  les  composantes  de  la  force  motrice  de  m' y  pro- 
venant de  cette  force  F.  Or,  d'après  ces  valeurs ,  nous^     * 
aurons 

in(a:Y  —  jX)  +  m!  {ofY  —  /X')  =  o, 
m{zlli  —  xZ)  +  m!  (z'X'  —  x'V)  =  o, 
i|i(7Z  ~  z\)  +  m!{fTI  —  7!Y)  =  o; 

par  conséquent,  les  termes  provenant  de  l'action 
mutuelle  des  points  du  système ,  se  détruisent  deux 
à  deux  dans  les  seconds  membres  des  équations  (9) 
du  n*  539. 

Si  donc  il  n'y  a  pas  d'autres  forces  motrices  qui 
agissent  sur  les  points  m^  m! ^  ni\  etc.,  le  mou- 
vement de  rotation  du  système  autour  de  l'origine 
des  coordonnées ,  sera  uniquement  dû  aux  vitesses. 
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initiales  qui  ont  été  imprimées  à  ces  points;  en 
sorte  que  sans  le  secours  de  forces  étrangères  ou  de 
points  d'appui  pris  au  debors,  c'est-à-dire,  par  la 
seule  action  mutuelle  de  ses  parties,  uu  système 
quelconque  de  corps  ne  peut  produire  aucun  mou- 
vement de  translation  ou  de  rotation  commua  s 
tous  ses  points,  ni  modifier,  en  aucune  maaière, 
celui  qu'il  a  reçu  primitivement. 

555.  Les  seconds  membres  des  équations  (q)  se- 
ront encore  zéro,  lorsque  les  points  du  système,  in- 
dépcndammeut  de  leurs  actions  mutuelles,  serontaussi 
sollicités  par  des  forces  dirigées  vers  l'origine  des 
coordonnées;  car  pour  une  semblable  force,  ap- 
pliquée au  point  m,  les  composantes  mX,  njY,  mZ, 
sont  entie  elles  comme  les  coordoDuées  x,  y ,  z,  de 
ce  point  ;  on  a  donc 


x\  —  j'X,     2X  =  xZ,    jZ  =  2Y; 
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S'il  n'y  a  ancun  point  fixe  dans  le  système ,  et  que 
les  mobiles  soient  uniquement  soumis  à  leurs  actions 
mutuelles  y  on  pourra  prendre  tel  point  qu'on  vou- 
dra pour  origine  des  coordonnées;  et  comme  dans 
ce  même  cas,  les  équations  (7)  du  n""  538,  se  ré- 
duiront à 

2w^=o,  2w^=o,  2111^  =  0,     (é), 

il  s'ensuit  qu'on  pourra  aussi  prendre  pour  cette 
origine,  un  point  qui  ait  un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme  dans  l'espace. 

En  effet,  en  désignant  par  a,  €,  > ,  les  coordon^ 

nées  de  ce  point  mobile,  on  aura 

€^m  d'C  d^ 

^  =  ^'     5?  =  ^'      dF  =  ^^ 

pour  y  transporter  l'origine  des  coordonnées,  il  fau- 
dra faire 

relativement  au  point  quelconque  m  ;  or,  en  substi* 
tuant  ces  valeurs ,  dans  la  première  équation  (a) ,  on 
peut  la  mettre  sous  la  forme 

au  moyen  des  équations  précédentes ,  elle  se  réduira^ 
dbnc  à 
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et  l'uTi  Irouvera  de  même  que  les  deux  autre»  éqna- 

tlous  (^)  ne  changeât  pas  de  forme,  et  devienaent 

_      f     rf'x,  d'z\ 

V  '  df  '   dt^  J  ' 

quand  on  traosporte  l'origine  des  coordonnées  au 
point  dont  le  mouvement  est  rectiligiie  et  uniforme. 

Dans  le  cas  dont  il  s'agît,  le  mouvement  du  ceotre 
de  gravité  du  système  étant  i-ectiligne  et  uniforme 
{a°  555J,  il  en  résulte  que  les  équations  (a)  derroat 
subsister  en  prenant  ce  centre  pour  origine  des 
COQ  rdon  nées. 

5jG.  £u  multipliant  les  équations  (a)  par  dt,  et 
obseiTaul  qu'on  a 
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équations  qui  montrent  que  dans  le  mouvement 
d'un  système  entièrement  libre ,  où  les  mobjles  ne 
sont  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  ou  à  des 
forces  dirigées  vers  un  centre  fixe ,  les  momens  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  sys- 
tème, par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires  qui  se 
coupent  en  ce  point,  et  par  conséquent,  par  rapport 
à  toute  autre  droite  menée  par  ce  même  point ^  sont 
dés  quantités  constantes.  Ces  momens  ne  changeront 
pas  de  valeur,  dans  le  choc  des  corps  du  système, 
ou  dans  l'explosion  d'un  ou  de  plusieurs  d'entre  eux, 
puisque  les  forces  qui  produisent  ces  phénomènes , 
sont  des  actions  mutuelles  de  leurs  molécules;  ce  qui 
s'accorde  avec  le  résultat  du  n"*  54i  - 

S'il  n'y  a  pas  de  forces  dirigées  vers  un  point  fixe, 
il  résidte  du  numéro  précédent,  que  ce  théorème  aura 
encore  lieu,  par  rapport  à  un  axe  quelconque  qui 
se  meut  parallèlement  m  lui-même ,  en  passant  cons- 
tamment par  le  centre  de  gravité  du  système ,  ou , 
plu^  généralement,  par  un  point  dont  le  mouvement 
est  rectiligne  et  uniforme.  Dans  ce  même  cas,  on 
condut  des  équations  (b) ,  que  lés  sommes  des  quan- 
tités de  mouvement  de  tous  les  points  du  système,  sui- 
vant trois  directions  rectangulaires,  et  conséquemment 
suivant  une  direction  quelconque,  sont  également  des 
quantités  constantes;  théorème  qu'on  peut  aussi  re- 
garder conune  renfermé  dans  celui  qui  répond  aux 
momens  de  ces  forces,  en  éloignant  à  l'infini  le  centre 
des  momens  et  l'origine  des  coordonnées. 

557.  Les  valeurs  des  constantes  c,  c\  c'^  dé- 
pendront de  la  direction   des  axes  rectangulaires. 
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qu'on  prendra  pour  ceux  des  coordouDces  ;  mais  si 


l'on  fait 


c"  •+■  c'"  =  >•, 


la  quantité  y  sera  non-seulement  indépendante  det, 
mais  aussi  de  cette  direction  ;  car  elle  exprime  le 
moment  principal  d'un  système  de  forces  (n°  381), 
dont  la  valeur  ne  peut  pas  dépendre  de  la  dii-ection 
arbitraire  des  droites  suivant  lesquelles  ces  forces 
sont  décomposées.  Lorsqu'il  n'existe  pas  de  point 
fixe  dans  le  système,  on  trouvera  doue  une  inéme 
valeur  de  j-,  en  la  calculant  à  deux  époques  diffé- 
rentes du  mouvement,  et  prenant  le  centre  de  gra- 
vité pour  origine  des  coordonnées,  quelle  que  loil 
d'ailleurs  leur  direction,  diftërente  ou  la  même,  à 
ces  deux  époques.  Dans  ces  calculs,  ou  n'emploiera 
que  des  positions  et  des  vitesses  relatives  des  mobiles 
aux  époques  données,  savoir,  les  perpendiculaires 
x,^,  z,  abaissées  de  chaque* point  m  sur  trots  plans 
r^fctsn  oui  aires .  mptip*  arl'^itraîrpmi^nt  nar  !<•  rpnfnp  Af 
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de  ce  qu'elle  était  à  la  première,  on  en  ponrrait  con- 
clure que  des  forces  étrangères  ont  agi,  dans  Tinter- 
yalle,  sur  les  mobiles ,  ou  bien  qu'ils  ont  choqué 
d'autres  corps  qui  ne  font  pas  partie  du  système. 

Si  Ton  appelle  a,  cl\  a!',  les  angles  que  fait 
Taxe  du  moment  principal  avec  les  axes  des  2, 
y  f  Xj  dont  l'origine  est  au  centre  de  gravité,  on 
aura  (n""  a8i  ) 

cos  fit  =  -  ,     cos  a'  =s  - ,     cos  a"  =  —  ; 

y  y  y 

en  supposant  donc  que  ces  axes  soient  constanmient 
parallèles  à  eux-mêmes,  les  quantités  c,  c'y  d',  ne 
changeront  pas,  et  la  direction  de  Taxe  du  moment 
principal  sera  aussi  invariable ,  comme  la  grandeur 
du  momentqui  s'y  rapporte.  La  même  chose  a  lieu  par 
rapport  à  un  point  fixe ,  lorsqu'il  y  en  a  un  dans  le 
système,  et  qu'on  le  prend  pour  origine  des  coor- 
données; ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  n""  4^^^  rela- 
tivement à  un  corps  solide. 

558.  Il  est  important  d'observer  que  les  termes  pro- 
venant de  l'action  mutuelle  du  système  disparaissent 
dans  les  seconds  membres  des  équations  (9)  du  n®  SSg, 
lors  même  que  l'intensité  de  cette  action  varie  avec  le 
temps ,  indépendamment  de  la  distance ,  c'est-à-dire, 
lorsque  les  composantes  de  cette  force  renferment  le 
temps  t  explicitement.  Les  équations  (c),  et,  par 
conséquent,  l'invariabilité  du  moment  principal  et 
de  la  direction  de  son  axe,  ont  donc  encore  lieu  dans 
ce  cas,  qui  se  présente,  par  exemple,  quand  les 
points  du  système  perdent ,  sous  forme  rayonnante , 
pue  partie  de  leur  chaleur  propi*c;  ce  qui  dimi- 
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nue,   il   ilislatice    égale,    l'ïnlensité    de    leur   actim 

mutuelle. 

Ainsi,  CD  faisant  abstraction  de  l'action  du  soleil 
et  (le  la  hino  sur  la  masse  de  la  terre,  et  supposant 
que  noire  plani;te,  autrefois  à  l'état  gazeux,  s'est  soli- 
difiée par  ie  refroidissement,  saas  perdre  aucune  par- 
lie  de  sa  matière  pondérable,  on  peut  assurer  i^ue, 
dnns  cette  trausformatioa,  le  moment  prÎDcipal  des 
quantités  de  mouvement  de  tous  ses  points  n'a  pas 
cliangé  de  grandeur,  ui  son  axe  de  direction.  Cette 
droite  est  devenue  l'axe  de  figure  de  la  terre,  autour 
duquel  elle  tourne  maintenant;  et,  dans  ce  raouvc- 
niL-nt ,  il  ust  aisé  de  voir  (n*  3S6)  que  l'on  a 

y  =  «MA», 

pour  la  valeur  du  moment  principal;  ûj  étant  la  vi- 
tesse iingulaire  de  rotation,  M  la  masse,  et  M(:*lc 
rnonieiil  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  de  ligure.  SI  le 
refioidissenieut  et  la  rotation  de  la  terre  conliauenL 
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nîème,  on  da  peu  près  3  mètres,  dans  ce  long  in- 
tervalle de  temps,  par  l'efTet  du  refroidissement,  si 
la  températare  moyenne  de  la  terre  n^est  pas  encore 
paryenue  à  un  état  permanent. 

Les  trerobleniens  de  terre ,  les  explosions  volcan  i-« 
qnes^  le  souffle  des  vents  contre  les  côtes,  les  frotte- 
ment et  ks  pressions  de  la  mer  sar  la  partie  solide  du 
spfaéimde  terrestre ,  repondant  k  des  actions  mutuelles 
des  parties  do  système,  il  n'en  peut  résulter  aucune 
variation  de  la  quantité  y;  et  les  déplacemens  de  ces 
parties  qui  ont  lieu  dans  toutes  ces  circonstances,  n'é- 
tant pas  asses  considérables  pour  produire  des  chan* 
gemem  sensibles  dans  la  valeur  de  k,  ces  causes  di- 
verses ne  produiront  aucune  altération  appréciable 
dans  la  rapidité  de  la  vitesse  c^ ,  ni  dans  la  durée  du 
jour. 

559.  Les  théorèmes  qui  se  déduisent  des  équa- 
fions  (e)  penvent  encore  s'énoncer  d  une  autre  ma- 
nière. 

Observons,  pour  cela ,  que  la  formule  {(xdjr^^dx) 
est  Taire  décrite  pendant  l'instant  dt,  ou  la  difiëren- 
tielle  de  l'aire  décrite  pendant  le  temps  t ,   par  le 
rayon  vecteur  de  la  projection  du  point  m  sur  le 
plan  des  x  et  jr,  en  allant  de  Taxe  des  x  positives 
ver»  l'a^e  des  jr  positives  (  n*  i54).  La   formule 
j(zdx'^xdz)  est  de  même  la  différentielle  de  Taire 
décrite  par  le  rayon  vecteur  de  la   projection  du 
même  point  m,  sur  le  plan  des  z  tt  x,  en  albnt  de 
Taxe  des  z  vers  Taxe  des  x;  et  î(^ds— •  zdjr)  ex- 
prime la  différentielle  de  Taire  décrite  par  le  rayon 
vcctcnr  de  la  projection    de  ce  point  sur  le  plan 
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des  j  et  z,  on  allant   de  l'axe  de.s  y   vers    taxe 

des  s. 

Cela  pose ,  considérons  les  aires  comme  des  quan- 
tités positives  ou  négatives ,  selon  qa'ellcs  sont  dé- 
crites sur  chaque  plan,  dans  le  sens  quon  vient  d'in- 
diquer, ou  dans  le  sens  opposé.  Soit  j^X  la  sonimc 
des  aires  décrites,  pendant  le  temps  l ,  par  les  ravoot 
vecteurs  des  projections  de  tous  les  points  du  sys- 
tème, et  multipliées  respectivement  par  leurs  misses 
m,  m',  m",  m'",  etc.  Appelons  7X'  la  somme  des  aîns  dé 
crites  sur  le  plan  des  s  et  x ,  pendant  te  même  temps, 
par  les  rayons  vecteurs  des  projections  de  ces  poiub 
matériels,  et  multipliée  aussi  par  leurs  masses.  Soit  en- 
lin  jX"  la  somme  des  aires  décrites  sur  le  plan  des/ 
et  z,  pendant  ce  temps  t,  parles  rayons  vecteurs  des 
projectiofis  de  ces  mêmes  points,  maltipliées  de 
même  par  leurs  masses.  Ces  trois  sommes  seront  dci 
fonctions  de  t,  dont  les  valeurs  s'évanouiroal  afec 
cette  variable,  et  qui  auront  pour  difTérenticlles 
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libre  ^  dont  les  points  ne  sont  soumis  qu'à  leurs  ac- 
tions mutuelles  y  les  sommes  des  aires  représentées 
par  ^  A ,  \X\  j  X^%  sont  proportionnelles  au  temps 
employé  à  les  décrire,  et  les  sommes  des  aires  dé- 
irrites  pendant  Funité  de  temps,  conservent  leurs  ya- 
lears  initiales  pendant  toute  la  durée  du  mouvement; 
le  centre  des  aires  étant  un  point  fixe ,  le  centre  de 
gravité  du  système,  ou  tout  autre  point  dont  le 
mouvement  est  rectiligne  et  uniforme. 

C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conser- 
vation des  aires.  U  a  encore  lieu  lorsqu'il  existe  dans 
le  système  un  point  fixe  vers  lequel  sont  dirigées  des 
forces  agissant  sur  un  ou  plusieurs  des  mobiles, 
pourvu  que  l'on  prenne  alors  ce  point  fixe  pour 
centre  des  aires;  ce  qui  comprend  le  théorème  du 
n*  i54^  relatif  à  un  point  matériel  isolé. 

Nous  ferons  remarquer  que ,  quand  les  points  m , 
m',  m",  etc.',  tournent  dans  un  même  sens  autour  du 
centre  des  aires,  comme  les  centres  des  planètes  au- 
tour du  soleil^  il  en  sera  de  même  à  l'égard  de 
leurs  projections  sur  les  plans  des  coordonnées;  de 
sorte  que  tous  les  termes  des  sommes  i  A ,  ^  X',  jX", 
auront  le  même  signe  :  ils  auront,  au  contraire, 
des  signes  différens,  et  ces  sommes  pourront  être 
des  quantités  positives  ou  négatives,  lorsqu'une  par- 
tie des  mobiles  tournera  dans  un  sens,  et  l'autre 
partie  dans  le  sens  opposé ,  comme  dans  le  mou- 
vement des  comètes  autour  du  soleil. 

56o.  Maintenant,  soient  0  (fig.  3i  ),  le  centre 
des  aires ,  fixe  ou  mobile  ;  Ox,  Ojr,  Oz,  les  directions 
des  axes  rectangulaires  des  coordonnées;  M  et  M^ 
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les  positions  da  point  qodconqpe  m  an  bout  d€S 
t^mps  t  fit  t  ^  dt;  ¥  et  P,le^  projeciiOM  de  tt 
et  M^  smv  le  pian  des  x  et  /•  Le  triangle  BfOM^  stin 
Taire  plane  décrite,  pendant  Finstant  dt ,  par  le  rajon 
vecteur  de  ira,  et  il  aura  pour  projection  saf  le 
plan  des  X  €t  j,  le  triangle  POP^,  on  Taire  décrite 
pendant  cet  instant ,  par  le  myon  vectenr  de  la  pro- 
jection de  m  sur  ce  plan.  Les  projections  de  IIOM^ 
sur  les  deux  antres  plans  des  coordonnées ,  seront 
aussi  les.  aires  décrites  par  les  rayons  Tecteun  des 
projections  de  m  sur  «s  plans.  H  en  sera  de  mène 
pour  les  aires  décrites  dans  Teq^ace ,  pendant  tooio 
les  parties  infiniment  petiles  du  temps  t,  par  les 
rayons  vecteurs  de  tous  les  points  du  sjstènie  i  et 
multipliées  par  leurs  masses,  ou ,  autrement  dit,  pcpr 
toutes  ces  aires  augmentées  dans  le  rapport  deà  mieiei 
m,  mfp  ni\  etc. ,  h,  Tunité.  Par  conséquent,  loaqOBB- 
tités  7A,  i  V,  |A'^  quon  vient  de  considérer,  aaroot 
les  sommes  des  projections  de  ces  aires  infiniment 
petites^  sur  les  trois  "plans  des  coordonnées;  et  Ton 
pourra  appliquer  à  ce  système  d'aires  planes  et  à 
leurs  projections  y  les  tbéorèmes  des  n^  276  etsai* 
vans. 

Ainsi  f  parmi  tous  les  plans  qu  on  peut  faire  passer 
par  le  point  0^  il  y  en  a  un  sur  lequel  la  somme 
des  pi*ojections  des  aires  planes ,  prises  avec  les  signes 
qui  résultent  du  sens  du  mouvement  pour  chacune 
d'elles ,  est  un  maximun^  Si  Ton  désigne  par  fi  b 
valeur  de  cette  aire  maxhna,  on  aura 

U*  =r  X»  4-  ?J^  +  A"%- 
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et ,  si  OH  est  la  perpendiculaire  à  son  plan ,  et  qu'on 


on  aura  aussi 

/^  ^  ^ 

Or,  d'après  les  valeurs  de  A,  A',  A'',  ces  formules 
sont  la  même  chose  que 

cosf  =  -,    cos^'=-,    cosf''=  — ;     (d\ 
y  y  y^\j 

c^  dj  d\  y  y  étant  les  mêmes  constantes  que  précé- 
demment. Il  en  résulte  donc  que  la  direction  du 
plan  de  Taire  maxima  demeurera  constante  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement,  et  que  la  normale 
\  ce  plan  menée  par  le  centre  des  aires  coïncidera  tou- 
jours avec  l'axe  du  moment  principal  des  quantités 
de  mouvement  de  tous  les  points  du  système. 

On  conclut  de  là  que  dans  le  mouvement  de  tout 
système  entièrement  libre,  dont  les  points  matériek 
ne  sont  soumis  qu'à  leurs  actions  mutuelles,  il  existe 
un  plan,  passant  par  le  centre  de  gravité,  qui  de- 
meure constamment  parallèle  à  lui-même,  et  dont 
on  peut ,  à  chaque  instant ,  déterminer  la  direction , 
au  moyen  des  masses  de  tous  ces  |)oints,  de  leurs 
coordonnées  rapportées  au  centre  de  gravité  comme 
origine,  et  des  excès  des^omposantes  de  leurs  vi- 
tesses sur  celles  de  la  vitesse  de  ce  centre. 

Ce  théorème  est  dû  à  Laplace,  qui  a  donné  au 
plan  dont  il  s'agit  la  dénomination  de  plan  inva-', 

2.  3d 
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riablc,  et  qui  a  proposé  d'en  faire  usage  ,  en  Astro- 
nomie, pour  rapporter  à  sa  direction  constante  les 
directions  variables  (n*  344)  des  plans  des  orbites 
planétaires. 

56i .  <-'cst  au  plan  de  l'orbite  de  la  terre ,  et  à  une 
droite  menée ,  dans  ce  plan ,  par  le  centre  du  soleil 
et  parallèlement  à  la  ligne  des  équinoxes,  que  les 
astronomes  rapportent  les  positions  des  astres  et  les 
direclions  des  plans  dans  lesquels  ils  se  nieaveat. 
Lécllptique  vraie  et  la  ligne  des  équinoxes  étant  en 
mouvement  dans  l'espace ,  on  détermine  leurs  posi- 
tions, à  un  instant  donné,  en  les  comparant  à  celles 
des  étoiles;  maison  peut  craindre  que  les  mouve- 
raens  propres  des  étoiles,  (pii  sont  inconnus  pour  la 
plupart ,  ne  nous  induisent  en  erreur  sur  les  dépla- 
cenieiis  absolus  de  l'orbite  de  la  terre,  après  plu- 
sieurs siècles;  et,  pour  pi'évenir  cet  embarras,  il  est 
bon  de  pouvoir  assigner  sa  direction  vraie  à  un  ins- 
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celui  des  X  et  /^  les  équations  (d)  dooneroBt 

■ 

c  c' 

cosHOz=-,     tangEOx=p;;      (c) 

ce  qui  fait  conoaitre  la  direction  du  plan  invariable 
par  rapport  à  celui  des  x  et  y\  Mais  pour  en  con- 
clare,  réciproquement ,  la  direction  absolue  du  plan 
de  rédiptique,  parallèle  à  celuirdes^.el  j^^  â  faut 
encore  qu'il  existe,  sur  le  plan^inrariaMe,  une  droite 
qui  demeure  constamment  parallèle  à  elle-*méme ,  et 
dont  la  direction  soit  connue  à  chaque  instant.  OK 
étant  cette  droite  »  on  connaîtra  l'angle  KOx  à  Tépo- 
que  que  l'on  considère;  de  cet  angle,  joint  \  HOz  et 
EOx,  on  déduira  l'angle  EOK;  et  1^  deux  angles 
HOjs  et  EOK  détermineront  complètement  la  direc* 
lion  absolue  du  plan  de  Tédiptique. 

Or,  l'existence  du  plan  invariable ,  dans  le  système 
aolaire,  snf^iose,  implicitement ,  qne  l'on  dit  abstrac- 
tion de  l'action  des  étoiles  sur  le  soleil  et  sur  les  pla- 
nètes, et  que  toutes  les  parties  du  système  sont  sou- 
mises uniquement  à  leurs  actions  mutuelles.  Mais, 
dans  ce  cH ,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  0 
est  rectiligne  et  uniforme;  par  conséquent,  à  moins 
que  la  direction  de  ce  mouvement  ne  soit  exactement 
perpendiculaire  au  plan  invariable,  on  aura  une 
droite  OK,  toujours  parallèle  i  elle-même,  en  pro- 
jetant sur  ce  plan  la  droite  qiie  décrit  le  point  0  dans 
l'espace.  On  ne  voit  pas  une  autre  ligne  qu'on  puisse 
prendre  pour  la  droite  OK  ;  mais  pour  iaire  usage  de 
celle  que  nous  indiquons,  il  faut  qu'on  ait  préala- 
blement déterminé,  par  l'observation,  la  direction 

3o. . 
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du  mouvement  du  centre  de  gravité  de  boI 
vers    que  nous  ne  connaissons  encore  que  très  im- 
parfaitement. 

En  comparant  les  valeurs  des  angles  lIOs  et  EOK , 
déterminées  à  deux  époques  dîÉFérentes,  on  coonal- 
'  tra  les  déplacemens  réels  de  1  ecliptique  qui  ont  cq 
lieu  dans  l'intervalle,  et  que  le  seul  angle  HOz,  in- 
clioaison  du  plan  mobile  sur  le  plan  invariable,  ne 
SI  ,s         rdéti  complètemenl.  Toutefois, 

s  c'  et  c   sont  très  petites  par  rapport  i 

,  sera  aussi  très  petit,  et  de  très  petites 

(       ^ans  les  valeurs  de  c'  et  c''  en  produiront 
ae  11       i        is  les     aleurs  de  EOx,  et,  par 

ae  sorte  qu'il  paraîtrait, dans 

c  qut         tersection  OE  de  l'écliptiquc  et  du 

pian  mvariable  aurait  éprouvé  un  déplacement  très 
considérable  sur  ce  plan.  Mais,  en  général,  ce  dépla- 
cement ne  serait  pas  réel;  car  les  petites  difTérences 
des  valeurs  de  c'.et  c"  proviendront,  en  grande  pir> 
tîe ,  des  erreurs  inëritables  dans  les  obserrations  qni 
serrent  à  déterminer  ces  valeurs,  et  des  quantité 
qu'on  est  obligé  de  négliger  en  les  calculât. 

An  reste,  quand  l'angle  HOz  est  très  petit,  c'est-à- 
dire  ,  cpiand  l'écliptiqoe  est  très  peu  inclinée  snr  le 
plan  invariable,  l'angle  EOK ,  qu'on  peut  alors  trèt 
dilBôlement  déterminer,  n'a  qne  très  peu  d'influence 
sur  la  direction  vraie  du  plan  de  l'orbite  de  h 
terre. 

563.  Le  nombre  et  les  masses  des  comètes  nons 
étant  inconnus ,  on  sera  obligé  de  négliger  les  tennes 
qui  leur  correspondent  dans  les  valeurs  de  c,  c',  c", 
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relatives  au  systcme  solaire  ;  mais  les  valeurs  dec,  c', 
c",  données  par  les  formules  {c)  seront  très  peu  altérées 
par  cette  omission ,  vu  la  petitesse  de  ces  masses ,  et 
parce  que  les  termes  de  ces  formules^  qui  correspon- 
dent aux  comètes ,  se  -détruisent ,  en  grande  partie  , 
par  l'opposition  des  signes  (n®  55g). 

On  calculera  de  la  manière  suivante  les  parties 
de  c ,  c\  d'p  qui  répondent  au  soleil,  aux  planètes  et 
aux  satellites. 

Soient  M  la  masse  d'un  de  ces  corps,  et  dm  Télé- 
ment  de  cette  masse ,  dont  x^jr^Zj  sont  les  coordon- 
nées rapportées  aux  axes  Oor,  Oj^  Oz.  Appelons  x^ , 
jr^jZ^,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  M , 
par  rapport  aux  mêmes  axes,  et  x^^j^jZ^^  les  coor* 
données  de  dm ,  rapportées  à  des  parallèles  à  ces  axes, 
menées  par  ce  centre  de  gravité  ;  de  sorte  qu'on  ait , 
a  un  instant  quelconque , 

X  =  X,  +  x^,    J  —  J^  +J^,,     s  =  z.  +  z^^ 

di'^   dt    '^   dl^    dt~   dt'^  dt*    dt'^  dl'^  dt' 

L'origine  des  coordonnées  x^,  jr^,  z^,  étant  aa 
centre  de  gravité  de  M ,  on  a 

fx/im  =  o,     /jr,dm  =  o,    fz^dm  =  o, 

et ,  par  conséquent , 

les  intégrales  s'étendant  à  la  masse  entière.  D'après  cela, 
si  l'on  substitue  les  valeurs  de  Xpj',  z,  t-,  ^,  gj  >. 
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dans  la  première  équation  (c),  et  qu'on  y  change  m 

et  2  en  dm  et/,  on  trouve 

ce  qui  nioutre  que  le  moment  des  quantités  de  moD- 
vemeot  de  M,  par  rapport  à  l'axe  Os,  se  compose 
de  deux  parties  :  la  première  ne  dépend  que  du 
mouvement  du  centre  de  gravité  de  M,  et  est  la 
même  que  si  cette  masse  était  concentrée  en  ce  point; 
la  seconde  est  indépendante  de  ce  mouvement,  et  la 
même  que  si  le  centre  de  gravité  de  M  était  en  repos, 
et  que  l'axe  Oz  fût  transporté  en  ce  point,  parallèle- 
ment à  lui-même.  Le  même  résultat  s'applique  aax 
quantîti's  c'  et  c" ,  et  a  encore  lieu  par  rapport  k  xm 
axe  quelconque. 

Maintenant,  soient  A,  B,  C,  les  momeos d'inertie 
Je  M,  par  rapport  à  ses  trois  axes  principaux  qui  se 
coupent  à  son  centre  de  gravité;  p,  q,  r,  les  compo- 
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c=SJA  (^«-X'-:^*"3r)  "'"^  ^^^ ^^  A+B^co8/^4-CrcMf )  ;  (/) 

les  deux  sommes  2  s'étendant  au  soleil ,  k  toutes  les 
planètes  et  k  leurs  satellites,  et  se  cômp^saut  par 
conséquent  de  3o  termes.  Or ,  les  rapports.de  A,  B , 
C,  à  M,  dépendant  de  la  constitution  intérieure  de 
ce  corps  M ,  ils  nous  seront ,  sans  doute ,  toujours  in- 
connus :  nous  sayons  seulement  que  ces  trois  rapports 
differeat  peu  l'un  de  l'autre ,  k  cause  de  la  forme  à 
peu  près  sphérique  des  corps  célestes  ;  et  qu'ils  sont 
moindres  que  si  ces  corps  étaient  homogènes ,  parce 
que  les  densités  des  couches  concentriques  Yont  en 
décroissant  du  centre  k  la  surface  de  M*  U  serait 
donc  impossible  de  calculer  la  râleur  de  c,  et  de 
même,  les  valeurs  de  c'  et  c"y  si  l'on  devait  avoir 
égard  à  la  partie  de  chacune  de  ces  quantités ,  qui 
provient  de  la  rotation  des  corps  célestes.  Mais  quelles 
que  soient  la  forme  de  M  et  sa  constitution  intérieure, 
la  partie  de  KpcosX  +  Bqcosfi'^Crcosfj  qui  est 
due  k  rétat  initial  de  ce  corps  solide,  demeure  cous* 
tante  pendant  toute  la  durée  de  son  mouvement 
(n®  4^^)^  ^^  sorte  que  cette  quantité  ne  peut  varier, 
pour  chaque  corps  céleste,  qu'à  raison  des  attrac«- 
tions  des  autres  corps,  en  tant  que  leur  résultante 
ne  passe  pas  exactement  par  le  centre  de  gravité  de 
M,  c'est-à-dirç ,  en  tant  qu'elles  s'exercent  sur  la 
partie  non  sphérique  de  M.  Il  en  résulte  que  pour 
chaque  corps  céleste,  la  partie  variable  du  second 
terme  de  la  formule  (f)  est  très  petite,  et4>eut  être 
né^igée  par  rapport  k  la  partie  du  premier  terme,- 
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live  an  même    corps.  Ainsi,   par  exemple,  en 

s     lant  par  h  le  rayon  du  globe  terrestre,  par  » 

la  viies.u>  angulaire  de  sou  mouvement  de  rotation, 

qui  i       îu  autour  de  son  axe  de  (igure,  et  par  (T 

l'i        B  qpe  fait  cet  axe  avec  la  parallèle  à  l'axe  Os,  le 

!    -uud  terme  de  la  formule  {f),  qui  répond  à  la 

■   j  aMA»  .        . 

ra  momdre  que  — ï-  ûjcos  J  ,  qui  ea  serait  la 

I     ■,  si  la  terre  était  homogène;  soient  aussi  p  et 
u  .e  rayon  moyen  de  l'o  de  la  terre  et  sa  vitesse 

moyenne  dans  son  mouvement  annuel;  le  premier 
terme  de  la  formule  (f)  relatif  à  la  terre,  aura  par 
conséquent  Mp'fl  pour  valeur;  or,  si  l'axe  Oz  est 
perpendiculaire  au  plan  de  cette  orbite,  auquel  cas 
(T  représentera  l'obliquité  de  l'écliptique,  on  verra 
qu'une  variation  de  cinq  degrés  dans  la  grandeur  de 
cet  angle,  ne  produirait  pas  une  variation  dans  la  valeur 

de  -ï— ciicoseT,  qui  soit  un  cent-millionième  de  la 

quantité  Mp*6.  On  s'en  assurera ,  en  observant  que  le 
rapport  de  ai  à  8  excède  à  peine  366 ,  que  celui  de  p  à 
h  est  environ  24000,  et  l'angle  ^  ,  à  peu  près  aS'aS'. 
11  en  sera  de  même  à  l'égard  de  toutes  les  autres  {lU- 
nètes.  Par  rapport  au  soleil,  >1  y  a  lieu  de  croire  que 
la  partie  variable  du  second  terme  de  la  formule  ^/^ 
qat  lai  correspond ,  est  tout-à-fait  insensible ,  à  cause 
de  sa  forme  sphérique  qui  résulte  des  observatîoas, 
et  que  l'on  peut  aussi  supposer  à  ses  couches  inté- 
rieures, à  raison  de  la  petitesse  de  la  force  ceotrifoge 
compara^  à  la  pesanteur,  dans  les  difiërens  points 
de  ce, corps  (q<*  aSo);  d'oii  l'on  conclut  que  la  résal- 
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tante  des  attractions  des  pbnètes  doit  passer  cens* 
tamment  par  son  centre  de  gravité ,  et  ne  produire 
aucune  perturbation  dans  son  mouvement  de  rotation 
autour  de  ce  point. 

D'après  ces  considérations ,  si  Ton  fait  passer.dans 
le  premier  membre  de  l'équation  (f),  le  second 
terme  de  son  second  membre,  on  pourra  comprendre 
dans  la  constante  c,  la  partie  invariable  de  ce  second 
terme ,  prise  avec  un  signe  contraire  ;  et  en  négli- 
geant seulement  sa  partie  variable,  et  opérant  de 
même  sur  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de 
c'  et  c" ,  on  aura*,  avec  une  approximation  bien  supé-  • 
rieure  à  celle  des  observations, 

563.  Les  coordonnées  oc,,jr^,  z^,  qui  entrent  dans 
ces  formules,  ont  leur  origine  au  centre  de  gravité 
du  système  solaire  ;  pour  plus  de  commodité ,  il  est 
bon  de  la  transporter  au  centre  de  gravité  du  soleil. 

Pour  célst,  soient  g,  h,  A:,  les  coordonnées  de  ce 
point  rapportées  aux  mêmes  axes  que  oc^,  jr^,  z^; 
appelons  x,  jr^  Zj  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  M,  rapportées  à  des  axes  parallèles,  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  du  soleil  ;  nous  aurons 

or.  =  x  —  g,    jr,  =jr  —  h,     z.^z-^k; 

en  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équa- 
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tkm  (g)y  dUe  dqiviendn  d<Mic 

.  ;i=sii(xif_rè+(»S-»t)«" 

et  ToD  tmoafOTinerft  de  même  les  expcemonsda  cTet 
^é  D'aiUeuri^  l'origuie  des  ooordooiiées  ««^jTsr  ^p 
Amt  eu  centre  de  grevitaS  da  systime^  on  en  eom^ 
dnt  . 

gZM  =.  tSIbc,  blU  s  2Mr,  ASM  s  21b, 
et,  par  conséquent. 


--.J=2M^,   ^ïUfc^SM^,   ^2«i=2M^. 

Au  moyen  de  ces  équations,  j'élimine  g,  A,  it, 
^,  -^j  -^y  des  expressions  de  c,  &,  c^,  qui  devien- 
nent finalement 


(*) 
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Les  coordoanëes  x^  j^  2,  du.  centre  de  grâyité 
de  chaque  planète  ou  satellite^  et  les  composantes 

-j-j  -J-/-J f  de  sa  vitesse,  pourront  être  regardées 

comme  des  données  de  Tobservation  aux  difTérentes 
époques  pour  lesquelles  on  voudra  calculer  les  va- 
leurs de  Cy  dy  c''f  et,  par  suite,  les  angles  liOzet  EOo) 
relatifs  à  la  direction  du  plan  invariable,  ati  moyen 
des  équations  (e).  L'origine  des  coordonnées  étant 
actuellement  le  centre  du  soleil ,  les  sommes  2  qui 
s*y  rapportent,  ne  contiendront  pas  la  masse  da 
soleil,  laquelle  se  trouvera  seulement  dans  2M,  et 
rendra  conséquemment  très  petit  le  second  terme 
de  chacune  des  formules  {h)  par  rapport  au  premier. 

§  IV.  Principes  clés  forces  vives  et  de  la  moindre 

action. 

564.  Lorsque  les  équations  (a)  du  n*  53 1  ne 
renfermeront  pas  le  temps  explicitement,  on  satisfera 
aux  équations  (3)  du  même  numéro,  en  prenant  pour 
cT^,  jy,  cTz,  cTa/,  etc.,  les  différentielles  d!r,  djr^  dz^^ 
dod y  etc.,  relatives  a  cette  variable  ;  car  alors  ces. 
dernières  équations  deviendront  les  différentielles 
complètes  des  premières,  savoir  : 

cfL  =  o,     dU  =  o,     d\à*  =  o,  etc.; 

et  les  quantités  L,  L',  L'^,  etc.,  étant  nulles  par  hy- 
pothèse, pendant  toute  la  durée  du  i!nouvement, 
leun  différaitielies  coa\plètes ,  prises  en  considérant 
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Xf  Xf  Zp  a^p  etc,,  comme  des  foncdons  de  t,  sont 
aussi  égales  à  zéro.  Mais  si  L,  par  ezemjde/ renferme 
le  temps  explicitement,  sa  différentielle  complète 
sera 

dL:=i^dt  +^dx  +  jj^djr  ^  etcJj 

et  en  prenant 

J'xs^dx,  Jy=s^>  J'zsszib,  J^xf^^djf^  etc., 

• 

la  première  équation  (5)  ne  s'accordera  avec  Péquation 
dLssOf  que  pour  les  valeurs  particulières  de  1,  sll 

en  existe,  pour  lesquelles  pu  aura  ^  =  o.  Je  sup 

-  poserai,  dans  œ  qui  va  suivre ,  que  les  conditions  du 
système  de  points  matériels  m,  iii%  m'^,  etc.,  expri* 
mées  par  les  équations  (a) ,  sont  indépendantes  du 
temps  <;  les  quantité  L,  L',  L%  etc. ,  seront,  d*afl* 

^  \leurs,  des  fonctions  quelconques  des  coordonnées  de 
ces  mobiles,  qui  ne  contiendront  pas  seulement  leurs 
distances  mutuelles,  et  le  système  pourra  renfermer 
des  points  fixes  et  des  points  assujettis  à  demeurer 
sur  des  surfaces  ou  sur  des  courbes  immobiles. 

Cela  étant ,  si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes 
de  cT^,  jy,  etc.,  dans  l'équation  (i)  du  numéro  cité, 
elle  deviendra 

=  2/ii(X^ir  +  Yrfr  +  Z^). 

En  appelant  (^,  {f\  i/,  etc.,  les  vitesses  des  points  m,  m', 
m",  etc.,  au  bout  du  temps  ^,  on  aura^  relativement 
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au  point  quelconque  m, 

-I-  ==  1^*  • 


dl*      •      dt*      '      ^/» 

et  en  diffërentiant  par  rapport  k  t^  il  en  résultera 

ce  qui  changera  l'équation  précédente  en  celle-ci  : 

■Jrf.^mp»  =  ImÇUx  +  Ydjr  +  Zdz).     (a) 

Maintenant,  si  les  points  du  système  sont  attirés 
ou  repoussés  par  des  centres  fixes,  et  que  ces  forces 
soient  des  fonctions  quelconques  de  la  distance ,  la 
formule  Tidx  +  Ydf/  -h  Zdz  sera  une  différentielle 
exacte  (n""  i58),  pour  chacun  des  mobiles  en  parti- 
culier. Si  les  points  m,  m',  m",  etc. ,  sont,  en  outre  ^ 
soumis  à  leurs  actions  mutuelles,  dont  les  intensités 
soient  aussi  des  fonctions  de  la  distance,  et  qui  sa- 
tisfassent à  la  loi  de  la  réaction ,  égale  et  contraire  h 
l'action ,  la  somme  des  quantités  \dx  +  Ydj-  -f-  Zdz 
et  \'dx' '^^Y'dy  +  Z'dz\  relatives  à  laction  mu- 
tuelle de  m  et  m',   sera  encore  une  difTérentielle 
exacte  (n*  546);  et  de  même  pour  toutes  les  autres 
parties  de  la  somme  Z,  prises  deux  à  deux.  Il  suit 
donc  de  là  que  s'il  n'y  a  dans  le  système  aucune  force 
dirigée  vers  un  centre  mobile  étranger,  qui  intro- 
duirait le  temps  t  dans  les  expressions  de  X ,  Y,  etc., 
ni  aucune  résistance M'un  milieu,  pour  laquelle  ces 
expressions  renfermeraient  les  vitesses  d^  mobiles, 
c\  que  les  points  m,  m\  m",  etc. ,  ne  soient  soumis 
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qu'à  leurs  actions  mutuelles,  et  à  des  attractions  ou 

répulsious,  ciDanatit  de  centres  iixes,  on  aura 

XmQUj:-i-\(lr-^Zdz)  =  dip(x,  y,  z,  a^,   elc); 

<p  désignant  une  foaction  donnée  des  coordonne'es 
de  m,  m' ,  m',  etc.,  qui  dépendra  des  lois  de  ces 
forces  en  fonctions  des  distances. 

Alors,  en  intégrant  l'équation  (a)  et  désignant  par 
C  la  constante  arbitraire,  nous  aurons 

Smi''  =  C  +  s^ (se y  J'y  s,  a/,  etc.). 

Four  éliminer  C,  soient  k,k',  A",  etc.,  les  vitesses 
iniliaks  de  m,  m',  m",  etc.;  désignons  par  a,  b, 
c,  les  coordonnées  initiales  de  m,  par  a' ,  l' ,  c' , 
celles  de  vi' ,  etc.;  on  aura  à  l'origine  du  mouve- 
ment 


a' ,  etc.); 
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que  consiste  la  loi  du  mouvement,  à  laqtielle  on  m 
donné  le  nom  de  principe  des  forces  vwes, 

565.  On  en  déduit  comme  conséquences  immé^ 
diates, 

I*.  Que  la  somme  des  forces  vires  est  constante, 
toutes  les  fois  que  les  points  du  système  ne  sont 
soumis  à  aucune  force  motrice,  et  que  leurs  vitesses 
ne  varient,  en  grandeur  et  en  direction  »  qu'à  raison 
de  leurs  liaisons  mutuelles,  ou  de  l'obligation  où 
ils  peuvent  être  de  se  mouvoir  sur  des  surfoces  ou 
Sur  des  courbes  fixes  et  données. 

2*.  Que  si  tous  les  points  du  système  occupent 
les  mêmes  positions  à  deux  époques  différentes,  les 
sommes  de  leurs  forces  vives  seront  aussi  les  mêmes 
k  ces  deux  époques. 

Les  forces  qui  produisent  le  choc  des  corps  de  na-  ' 
ture  quelconque,  étant  les  actions  rédproques  de  leurs 
molécules (n.^ 553),  il  s'ensuit  que  lequation  (b)  a  lieu 
pendant  toute  la  durée  de  ce  phénomène.  Or ,  dans 
le  choc  des  corps  doués  d'une  élasticité  parfaite ,  on 
suppose  que  les  mobiles  reprennent  exactement, 
après-  la  percussion ,  la  form%  qu'ils  avaient  aupara- 
vant, et  que  tous  leurs  points  reviennent  k  leurs  po* 
sitions  primitives;  si  donc  cela  a  lieu  effectivement 
pour  deux  ou  plusieurs  corps  de  forme  quelconque^ 
lorsqu'ils  commencent  à  se  séparer  après  s'être  cho- 
qués, la  somme  des  forces  vives  de  tous  leurs  points 
sera  la  même  à  cet  instant ,  que  dans  le  premier  mo- 
ment de  la  percussion ,  ou ,  autrement  dit ,  il  n'y  aura 
aucune  perte  de  force,  vive  dans  le  système  »  ainsi 
que  nous  Tavons  déjà  vu(n*  36i),  dans  le  cas  par- 
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liculier  de  deux  sphères  homogènes  ,  donl  les  centres 

se  meuvent  suivant  une  même  droite. 

560.  Si  l'on  représente  par  R  ta  force  d'attraction 
ou  de  répulsion  qui  émane  d'un  centre  fixe,  et  agît 
sur  le  point  m,  et  qu'on  appelle  rla  distance  mutuelle 
de  ces  deux:  points,  on  aura  (n*  i58), 

m{\<iT  -i-  \(fy  +  Zdz)  =  =fc  Rrfr; 
le  sifJiie  supérieur  ayant  lieu  dans  le  cas  de  la  force 
répulsive  ,  et  le  signe  inférieur  dans  le  cas  de  la  force 
attractive,  et  R  désignant  une  fonctioQ  donDeeder, 
que  l'on  regardera  toujours  comme  une  quantité 
positive.  Par  conséquent  ,  si  la  distance  r  est  a. 
à  l'origine  du  mouvement,  et  u  au  bout  du  temps  /, 
ou  aura  =!czi  i  Kdr  pour  ta  variation  de  la  force 
vive  du  système,  produite  par  la  force  R,  pendant 
le  temps  t,  c'est-à-dire,  pour  la  partie  du  second 
membre  de  l'équation  (A),  qui  répond  à  cette  force. 
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selon  que  h  force  F  sera  répulsive  ou  attnctiTe  ;  à 
cause  de 

f-  =  (x  —  x')*  +  Cr  —  /)*  +  (*  —  «O*. 

fdp  =ï  (x — x')  (dx  —  dx*) 

il  en  résultera  donc 
mÇUx  +  Yéfy-j-Zdz) 

pour    la  partie    du    second  membre    de    Téqua- 
tion  (a),  qui  répond  à  la  force  F,  et  par  conséquent, 

2  1    Fdp  pour  la  variation  de  la  force  vive  du 

système  qui  produira  cette  force ,  pendant  que  la 
distance  p  passera  dep  =  aàp  =  u.  Le  signe  supé* 
rieur  ayant  lieu  dans  le  cas  d'un  action  répulsive,  et 
la  quantité  Fêtant  toujours  positive,  on  voit  qu'il  y 
aura  augmentation  ou  diminution  de  force  vive, 
selon  que  Ton  aura  u^  et  on  u^^etp  c'est-à-dire, 
selon  que  la  distance  p  aura  augmenté  ou  diminué  : 
on  en  conclut,  par  exemple,  que  l'action  mutuelle 
des  molécules  d'un  gaz  qui  tend  à  augmenter  leurs 
distances  mutuelles ,  produit  toujours  une  augmen- 
tation de  force  vive,  dans  le  système  dont  ce  fluide 
fait  partie,  loi^qu^il  se  dilate  effectivement,  et  une 
diminution  quand  il  se  condense.  Le  signe  inférieur 
aura  lieu  devant  la  quantité  précédente,  et  la  force 
F  produira  des  effets  inverses,  lorsqu'elle  sera  at- 
tractive. 

On  voit  encore  qu'un  poids  P  appliqué  à  une  ma- 
ts. 3i 


0f  .  'lmlftltfelMc^lDàGilRQtw^fa 

tlBM4»«'Ai  tin  «jcatfabe4qiidkaii4bante^idfaiÉ^iagtti<- 
riels,  ^  prodoira  «ne  «agmentation  de  force  vSvè^iH»- 
ptifBiéB  parleprodatt  2Vh,  ea  s'abaissant  d'une  hau- 
teur verticale  k,  étùne  diminution  égale  aussi  à  aPA, 
en  s'^leT^nt  de  la.  même  hiiuteur,  quel  cpie  soit 
tfaÛléunlé  diemin»  en  ligne  droite  ou  courbe,  qu'il 
snivn.dans  ces  deux  cas.  ,■  ,;»     r-jt.vi.jn  fit,  ^ 

567.  Si  le  point  m  est  asanjetti  à  demeurer  tarjÊm 
Borbce  iiiolnlef,etqtie  Ls:soMti^Si^tiiÉN&'aè%ittk 
tjiti^p'li  itm'ibiie  fUbetion  Ààitxié  dk  x,jr,  %^t, 
ftliflir'»'>>  lï  )»il4l^tVAKde  q^e  w&04»,dii^ 

filîiant,  pour  alff<^ger    .    ,  .  -. 

pour  lei»  composantes  de  cette  force  îqcooiàic'N.  La 
partie  dn  second  membre  de  l'équation  (a)  am  ré- 
pond  à  c«tte  force,  sera  donc 

tfL  comme  en  différentiant  complètemeat  l'^quatioB 
L=o,  par  rapport  Ji£,  3:,jr,  z,  on  a 

00  voit  que  cette  partie  peut  se  rédnire  à  — "HfS^tU. 
Four  avoir  ëgardà  la  force  ri ,  dans  le  calcul  de  la  force 
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système,  il  faudra  donc  ajouter  ledonUede  l'in- 
tégrale de  cette  quantité  an  second  membre  de  l'éqna* 
tion  {b);  par  conséquent,  la  variation  de  force  vire,  qui 
sera  produite  par  la  force  N,  pendant  le  temps  t,  aura 

pour  |yaleur  —  ^ /^^  "5  ^  i  Knt^rale  étant  prise 

de  manière  qu'elle  soit  nulle ,  quand  isso. 

Cette  variation  pourra  être  positive  ou  négative,  se- 
lon le  signe  de  -^«et  selon  celui  de  Y,  qui  dépendra  du 

sens  dans  lequel  la  force  N  s'exercera.  La  grandeur  de 
cette  résistance  N  dépendant  en  partie  de  la  force  oen- 
trifuge  du  point  m,  pour  la  connaître  et  calculer  en  con- 
séquence la  valeur  de  l'intégrale  précédente,  il  fendra 
que  la  vitesse  du  point  m  et  sa  trajectoire  aient  été  préa- 
lablement déterminées;  ce  qui  suppose  le  proUèma 
dont  on  s'occupe  résolu,  en  ce  qui  concerne  le  point 
m.  La  variation  de  force  vive  produite,  par  cpUe 
force  inconnue ,  ne  sera  pas  indépendante  du  chemin 
que  ce  point  m  aura  suivi  en  allant  d'une  position  à 
une  autre;  le  principe  des  forces  vives,  tel  qu'on  l'a 
énoncé  plus  haut,  n'aura  plus  lieu;  et,  en  effet,  sa 
démonstration  suppose  que  l'équation  L  s=  o,  ne  con* 
tient  pas  le  temps  t  explicitement. 

568.  Ce  principe  n'aura  pas  lieu  non  plus,  quoique 
la  surface  dont  L  =  o  est  l'équation  soit  immobile , 
lorsque  l'on  aura  égard  au  frottement  du  point  m 
contre  cette  sur&ce  ;  la  variation  de  force  vive  pro« 
duite  par  le  frottement ,  dépendra  de  la  pression,  qui 
est  égale  et  contraire  à  la  force  inconnue  N  ;  on  ne 
pourra  donc  pas  calculer,  à  priori,  la  grandeur  de 

3i .. 
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cette  variatûm  t  mnis  il  w»  facile  de  proover  qno  r 
fet  du  frottement  sera  toojoars  une  diminution  de 
force  vive. 

En  «ffel ,  à  cauBC  que  le  froHeroenl  «si  proportion- 
nel à  la  pression ,  on  pourra  représenter  celui  du 
polut  m ,  contre  la  surface  dont  l'équation  est  I>  ^  o, 
par  /N ,  en  désignant  par  f  une  fraction  dooo^ 
qui  sera  une  quantité  positive,  ainsi  que  l'inconaueN. 
De  plus ,  la  direçtipn  du  frottement  étant  tangente  à 
la  trajectoire  dn  mobile,  cl  dirigée  en  sens  contraire 
de  sa  vitesse,  si  Ion  appelle  J  l'arc  décrit  par  le  point  m 
pendant  le  temps  (,  lés  composantes  de  U  force  Jft , 
sm-onl 

-/«T..  -f^'i'  -/«!'. 
pMrallcleoienl  aux  axes  des  x,j;  2;  donc,  à  cause  de 
(iuf*  ^  eiy*  +  <^c"  =  (fr* ,  !e  terme  du  second  membre 
de  l'équation  (tt) ,  qui  provient  de  cette  force  ,  se  ré- 
duira à  —  f^ds;  et  il  en  résultera ,  dans  le  second 
membre  de  l'équation  {h),  un  terme  —  ^JTHrb, 
dans  lequel  on  prendra  l'Intégrale  de  manière  qo'eBe 
s'évanouisse  arec  s,  et  qui  exprimera  éVideinnient 
une  diminution  de  force  yÎTC. 
Ce  resultat  con^èMrii'Jgïtemepl'W  ^IfljdlWi 

«/«iMMinnitde  la  <éOHt^  èëcrite  parlnt'fte'ds 
contMM»  TOrttt  -de  Mt'glidMmeirt,  penlrN  k  ^ifltmliiai 
Meijproqae^oes  deaveei^,  et  ponrjTaBwèflhâeMt 
dipendaat'df  la  Mtab  tlp'ieur  Hiirf^j  Ib  W|ariM 
fM  ayyK&  0Mpmiiara  «tttorc  U  'HnrtMtitoti  Wc'lfeite 
ilroAt0àut'''Btt«tMaf.-'    '•  '""■  •  ■n  ■  i^^U li w- 
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On  yerra  de  même  que  la  résistance  d'un  milieu 
produira  aussi  oonstemmeni  um-dinihinfioH  deK}rce 
yive  f  qui  dépendra  de  la  vitesse  des  mobiles.  Aiusi , 
les  firottemens  des  parties  d'un  système ,  entre  elles 
ou  contre  des  obstacles  fixes,  et  les  résistances  du 
milieu  que  les  mobiles  traversent ,  diminuent  contir 
nuellement  la  somme  des  forces  vives  de  tous  ces 
corpa;  et  c'est  de  cette  manière  qod  ces  forces  fini»^ 
sent  toujours  par  réduire  au  repos  le  système  entier , 
s'il  a  été  mis  en  mouvement,  puis  eniinte  abaudonnë 
à  lui-même ,  sans  être  soumis  à  d'autres  forces  mo- 
trices qui  pirissent  reproduire  incessamment  les  forces 
yives  déiraifes  par  cc0  rénstancÉs.  Ceat  es  que  bit^ 
par  exemple^  la  fotce  du  ressort  daas  les  pendules 
ordioaîras  :  son  action  restitue  au  csrpa  oécittani  la 
force  vive  qu'il  aurait  perdue  sans  och  >  à  daqœ 
retour  à  la  verticalsi  et  k  fait  ainsi  remonter  cob^ 
tàmmeat  à  la  même  hauteur  ^  malgré  U  itisîstaace 
ide  l'air  et  lea  firottemens*  Daaa  les  faorlogea  à  pcHds , 
Uk  foroe  vive  perdue  est  restituée  au  peadule  par  «t 
poids  p  qui  descend  un  tant  soit  peu  pendant  chaque 
oadllatioD« 

569.  Si  Fou  représente  par  x^fjr^f  z^f  les  coordon- 
nées do  centre  de  gravité  du  système  des  points  ma- 
térids  lUp  m!j  m"pétCé p k  un  instant  qoeleonque^  et 
^*oii  fasse 

X  ^  X,  +  a:,,    jr  =/.  +jr^,    z  ^  z^-^^  z,, 

de  sorte  que  x^^j^^  z^,  soient  les  coordonnées  du 
point  quelconque  m ,  rapportées  à  ce  centre  comme 
origine^  ou  aura 


I 
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, dx^-f-dj-'  +  ds' 


I 


ou ,  ce  qui  est  la  mâme  chose , 

en  désignaDt  par  v^  l^i  vitesse  da  centre  de  gravita,  et 
par  v,  la  TÎtesse  du  point  m  dans  son  mouTemcot 
aatoar  de  ce  centre.  Par  conséquent,  ou  aura  la 
somme  des  forces  vives  absolues  de  tous  les  points 
da  système,  en  ajoutant  le  produit  du  carré  de  la 
vitesse  de  leur  centre  de  gravité  et  de  la  somme  de 
leurs  masses ,  à  la  somme  des  forces  vives  de  tous  ces 
waèmÊfi  jpiointo'dnB  lenr  dniiTement  relatif!  MoMtf  éà 
MentM.    -  :   !'  ,*(-"^] 

D'aprèi  ce  théorème»  siFon  appelle  mlaiiMMtfJIJRMi 
M  cov]»  «Jlctteet  IJ' ht  sobniie  des  fonM  TÏv^  dp'^Jtow 
tmpfSmafiKÊk  toam^féiaéBitdei  rotatito  «mini  '  Jt 
ItoB  oartm  Ifa'giiftrité,^  qa'on  déagna  pir  Hhvftibe 
de  ce  centre  dans  respace^oa  aura  U  +  inu*f  |MNK'  li 
Kimmedes  forces  vives  absolues  de  m.  En  apfUqùnt 
l'équatioo  (ï)  au  sjrstèraé  solaire,  on  anra  donc 

Iw  MDunesZ  js'ctendjuit  au  soleil,  auxi^«a^ea,«ta 
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satellites^  et  même  aux  comètes,  si  leurs  masses  étaient 
connues;  D  étant  une  constante  arbitraire  dépendante 
des  positions  et  des  vitesses  de  tous  ces  corps  à  un 
instant  donné;  et  ^désignant  une  fonction  relative  à 
leurs  attractions  mutuelles.  En  vertu  du  même  théo- 
rènie,  on  aura  aussi 

en  désignant  par  V  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du 
système  solaire  dans  l'espace,  et  par  oc^^  y^^  z^,  les 
coordonnées  du  centre  de  figura  de  m ,  rapportées  à 
ce  centre  de  gravité  comme  origine.  Par  conséquent^ 
l'équation  des  forces  vives  déviendra 

=  D+2^(x,  j,  z,  jy,  etc.).    (c) 

Pour  obtenir  lexpression  de  la  fonction  ^,  obser- 
vons qu'à  raison  de  la  forme  à  peu  près  sphérique 
des  corps  célestes,  et  de  la  petitesse  de  leurs  dimen- 
sions par  rapport  aux  distances  qui  les  séparent ,  on 
peut  les  considérer  comme  des  masses  réunies  à  leurs 
centres  de  gravité  (n^  M^)*  Soient  donc  ^  l'intensité 
de  l'attraction  universelle  à  l'unité  de  distance  et 
rapportée  à  des  masses  prises  pour  unité,  m  et  m' les. 
masses  de  deux  de  ces  corps,  et  p  la  distance  de  leurs, 
centres  de    gravité;   leur  attraction   mutuelle  sera. 

•^— ^  ,  et  le  terme  correspondant  de  la  fonction  ^ 
aura  pour  valeur  — ;  d'où  il  résultera 
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•>■  9(^fJ,^,  ^.  elcO=:—  2  —-, 

pour  sa  valeur  complète  ;  la  somme  X  s'étetidabl  i 
tous  les  corps  célestes,  pris  deux  à  deux. 

Observons  maiateaant ,  pour  simplifier  l'équa- 
tioD  (c),  que  si  l'on  ne  lient  pas  compte  de  l'aclioa  des 
étoiles  sur  les  corps  du  système  solaire ,  le  moove- 
ment  de  sou  centre  de  gravité  est  rectiiigne  et  uni- 
forme, et  la  vitesse  V,  une  quantité  constante;  de 
plos,  abstraction  faîte  des  perturbations  du  mouve- 
ment de  rotation  de  chacun  des  corps  célestes,  qui 
proviennent  des  attractions  de  tous  les  autre»  sur  la 
partie  non  spliérique  de  celui  que  l'on  coosidèrc, 
la  quantité  TJ  est  aussi  constante  pour  chaque  corps 
en  particulier(n''4i9)>  si  donc  on  néglige  la  partie  va- 
riable de  XU,  et  qu'on  mette  une  autre  constante  C , 
à  la  place  Je  D  —  S.mV  —  VSm ,  l'équation  (c) 
deviendra 

Si  1*011  ventlraiMporter  l'origine  desoootdoiiiiteas 
centre  4t  Ggam  dn  soleil ,  on  désigqn*  ptr  gfkfif 
les  ooonlozin^  de  ce  point,  dont  l'origtoe  cet  ao' 
entre  de  gravité  da  irfstfctne  solaire;  par  x^y^  z.- 
les  oo(»rdoanées  da  centre  de  m,  rapportées  à  edm  du 
«deil  >  de  fiorte  qu'on  ait 

*,  =  x  —  g,     7,  =^— A,    z,  =!z  —  *, 

pour  les  coordonnées  da  centre  de  m,  do4t  l'iMigiiiç 
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est  au  centre  de  gravité  du  système.  Il  en  rét 


|2i»  =  2«.J,  §lm  =  lm^,  §Xm=^m§; 


et  à  cause  de 


2^  (^:+^_Ê^) = 2«  (^L+^^h*-*) 

dg^     dx  dh^     dr  dk  ^     dz 

réqoation  {d)  se  changera  en  celle-ci  : 
après  rëlimination  des  quantités  -^ ,  "^  9  '^• 
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Les  sommes  2 ,  excepté  Zm  et  2 ,  ne  compren- 
dront plus  la  masse  du  soleil.  On  peut  aussi  séparer 
de  ces  deux  sommes  les  termes  relatifs  à  cet  astre  ^ 
lesquels  sont 

1^     Mni        Mil         Mm 

M,— ^,       —y- ^      "~P~'  ^^-^ 

en  appelant  M  la  masse  da  soleil,  et  r,  r'f  H\  etc.,^ 
les  distances  des  centres  de  nif  mf,  m",  etc.,  an 
centre  de  M.  De  cette  manière  l'équation  des  forces 
vives,  appliquée  au  système  solaire,  deviendra  fina- 
lement 
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les  sommes  Sue  s'etendant  plus  qa'auz  plauctes,aax- 
satelliles  et  aux  comètes,  s'il  est  possible;  et  Tort- 
gine  de  leurs  coordonnées  étant  actuellemeot  aa 
centra  du  soleil. 

Nous  ferons  remarquer,  à  cette  occasion,  que  le 
moyen  le  plus  direct  de  savoir  si  l'ensemble  des  ac- 
tions des  comètes  exerce  une  influence  sensible  dans 
le  système  du  monde,  serait  de  calculer,  à  des  époques 
éloignées  l'une  de  l'autre,  la  valeur  de  la  (joantite  C, 
déduite  de  cette  équation ,  d'après  les  vitesses  rela- 
tives, lesdîstances  mutuelles,  et  les  masses  des  antres 
corps  célestes,  à  ces  différentes  époques  :  si  l'on 
trouvait  des  valeurs  de  C  sensiblement  inégales,  on 
pourrait  attribuer  leurs  variations  à  l'action  des  co- 
mètes, en  n^Ugeant  toujours  l'aciioa  de&etmb*^^t«t 
en  sDppoMnt  qu'il  xCj  ait  en  ni  choc,  ni  ei^loauia 
dans  Ilntervalle;  car  on  verra  bientôt  que  la  dum- 
gemeos  brusques  de  TÎtesse  altèrent  la  somme  4|M 
forces  Tires  du  système,  et  font  changer»  parxo&é- 
quent ,  la  Taleiir  de  la  quantité  C. 

570.  D'après  ce  qu'on  a  tu  dans  le  n*  54$>  la 
fonction  désignée  par  9  dans  réqoafion  (A)v  Ol  nn 
maxinunn on  un  minimum  pour  les raleursdeiri'cbor- 
données  x,  jr^  z,  a^ ,  etc.,  qui  répondent  à  mw 
position  d'équilibre  dn  système  ;  il  s'enspit  dooc  que 
U  somme  des  forces  tïtcs  de  tous  ses  points  cesse 
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d'aogmenter  oa  de  diminuer ,  toutes  les  fois  que  le 
système^  pendant  son  mouveiiient,  passe  dans  une 
position  où  il  demeurerait  en  équilibre^  si  ses  points 
n'avaient  pas  de  vitesses  acquises;  et  comme  les 
nuucima  et  les  mimma  de  cette  fonction  du  temps 
derrôfkt  être  alternatifs,  il  en  résulte  aussi  que  les 
positions  d'équilibre  par  lesquelles  le  système  passera, 
seront  alternativement  stables  et  non  stables;  celles- 
ci  répondant  aux  minima  de  la  fonction  9 ,  et  cdles-li 
à  ses  maxima. 

Toutefois,  le  caractère  distinctif  des  deux  états  d'é- 
quilibre a  été  seulement  énoncé  dan&  le  n""  347  ;  et 
il  nous  reste  à  prouver  qu'en  effet,  la  stabilité  de  l'é- 
quilibre a  lieu ,  quand  la  fonction  p  est  un  maximum; 
ce  que  nous  allons  faire  au  moyen  de  Téquation  (&)• 

Pour  cela  supposons  que  a^  bpC,  a' ,  b',  c'f  etc., 
soient  les  coordonnées  des  points  m,  m',-  m",  etc., 
dans  un  état  d'équilibre  du  système;  supposons  aussi 
qu'on  les  Marte  un  tant  soit  peu  de  leurs  positions, 
et  qu'on  leur  imprime  de  très  petites  vitesses  k,  k! , 
k!'f  etc.;  au  bout  du  temps  t,  soient 

a:  z=z  a  +  p,    jr  =:  b  ^  q,     z  z=  c -^  r, 
a^=:a'+p\  y^b'+^,    z'^c'+Z, 
etc., 

les  coordonnées  des  mêmes  points;  il  s'agira  de  faire 
voir  que  les  variables  p,  qf  r,  p\  etc. ,  demeureront 
toujours  très  petites,  si  la  quantité  ^  (a,  b,  c,  a',  etc.), 
est  un  maximum. 

En  effet,  je  développe  9  (x,jr^  z,  x',  etc.), 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  />,  9,  r. 
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^,  etc.  Par  la  propriété  comraune  aux  maxima  H^ 
»ax  minima ,  la  somme  des  termes  dépendant  des 
premières  puissances  de  ces  variables  sera  loujoars 
nulle,  qnel  que  soit  le  nombre  des  variable»  indé- 
pendatites  que  la  qoestion  comporte.  On  démontre 
aussi  p  dans  le  calcul  difierentiel ,  que  la  Monne 
des  termes  dépeadans  des  carrés  et  des  produik 
de  p,  q,  r,  p' ,  etc.,  c'est-à-dire,  la  somiBC  des 
termes  du  second  ordre  par  rapport  à  ces  quan- 
tités, pourra  se  décomposer  dans  le  cas  du  nuucûmmt, 
ea  plosieurs  carrés,  pris  avec  le  signe — ,  et  dont  le 
nombre  est  celai  des  variables  indépetMlaDtcs.  £b 
désifpiant  par  R ,  le  reste  de  la  série  comprenaot  les 
termes  du  troiâèrne  ordre  et  des  ordres  supérwurs, 
on  aura  donc 

ip(x,  jr ,  z  ,  j/,  etc.)  =  ^(a,  B,  c,  a' ,  etc.) 

_  (s'  +j"-f-j''»-|-  ctc,)4-R; 

t,  s' ,  y,  etc. ,  étaot  des  fonctions  linéaires  de  /] ,  ^ , 
r  «'//>>  «te.  «  qui  MtfOBt  totitw  anBo  en  mémo:  ta|iip 
que  ces  variabictf.  LaAilKtittifii»  de  eétt»  TaitBEÏk 
f  dans  FéqoatîoD  (a)  donne 

Or,  au  commencement  du  monvement,  tei  tam- 
Ues  /,  q,  r,  pft  etc.,  soBi d'abord  trè»petilp9't«A 
qm'fl  en  est  niinj  les  yumtîlég  s ,  4%  é'f  etc. ,  wimlki^f 
kmient  ti^  fetitci  ;  et  f  xéciproqneaieatr  Jt  ^o'v^w 
très  petites  de  j,  s\  ^',  etc. ,  corTespoadenfttoajaMi 
6»  jBmWabhs  yalçttra  de  p,  f ,  ryp',  ctcH^MUÏitn, 
^i9«r  d«  Mlle»  valn^»^  obà^pw  ituam  ék.mmaà 
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ordre  est  jin%  grande  abstrmction  dite  de  àgan,  que 
By  qui  ne  renferme  que  des  termes  d'an  or^  snpë^ 
rieur  eu  second  ;  par  oomeqnenf ,  tant  qne  tons  les 
carres  ^S  ^*,  ^'*f  etc. ,  sont  encore  très  petits,  cha«> 
cnn  d'eux  surpasse  la  valeur  de  R. 

Cela  posé ,  nons  s<»nmes  en  droit  de  conclure  que 
toutes  les  quantités  s,  / ,  s^',  etc. ,  demeureront  ton- 
jeors  très  petites ,  et  que  chacune  d'elles  ne  surpas- 
sera jamais  \/y  2Af  j  car,  ces  quantités  variant  par  de- 
grés continus,  cela  ne  pourrait  arriver  avant  que  la 
plus  grande  S'entre  elles,  qui  sera  s,  par  exemple , 

ne  soit  devenue  égale  k  VjZA* ;  et  comme  cette  va- 
leur de  s  serait  encore  très  petite ,  puisque  toutes  les 
quantités  k,  y,  k!',  etc. ,  sont  très  petites,  par  faypo^ 
thèse ,  on  aurait  à  la  fois 

5*;^i2f,     /•>R,    5''*>R,     etc., 
i2mi^=— (/•+/'-  +  etc.)  +  R; 

ee  qui  serait  absurde ,  puisque  7  Zmt^  est  essentielle- 
ment une  quantité  positive.  Donc  aussi  les  variables 
p,q,  ^f  p'9  etc.,  resteront  constamment  très  petites, 
et  le  système  ne  fera  qu'osciller  autour  de  sa  position 
d'équilibre ,  qui  est  alors  un  équilibre  stable  ;  ce  qu'on 
se  proposait  de  démontrer. 

Lorsque  la  quantité  9 (a,  6,  c^  a',  etc.)  est  un 
mifUnuim,  la  somme  des  termes  du  second  ordre,  dans 
le  développement  de  ç{x,/,  z,  x',  etc.),  est  une 
quantité  positive;  l'équation  des  forces  vives  peut 
alors  subsister,  sans  que  les  variables  Pfq^r,  p\  etc., 
soient  toujours  très  petites;  mais  cela  ne  sui&t  pa& 
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pouren  conclure  qu'elles  cesseront,  eneEet,  de  l'élio" 
«a  bout  d'un  certaio  temps,  quelque  petites  qo'oa 
les  suppose  à  l'origine  du  mouvement,  ainsi  que  les 
vitesses  initiales  A,  A',  k",  etc.  ;  et  ce  n'est  qu'en  dé- 
terminant, dans  chaque  problème,  leurs  valeurs  en 
fonctions  de  t,  qu'on  pourra  s'assurer  quelles  ne  sont 
pas  limitées. 

571.  Les  vitesses  initiales,  dont  les  composantes 
oal  été  représentées  par  a,  b,  c,  a',  b',  <f ,  etc.  y  dans 
le  Q*  555,  et  que  les  points  m,  m',  m",  etc.,  ont  prises 
efieclivemeut,  quand  le  mouvement  du  s^-stènw  a 
commencé,  satisfont  nécessairement  aux  conditions 
données  qui  lient  les  mobiles  entre  eux  et  à  d'autres 
points  de  l'espace;  et  comme,  par  hypothèse,  ces 
conditions  sont  exprimées  par  des  équations,  savoir, 
par  les  équations  (a)  du  n*  55[,  il  s'ensuit  qne  si 
l'on  désigne  par  c  un  temps  infiniment  petit,  et 
qu'on  prenne 

J*jr;SB«,     jy=s*i,     /at=«.    «rjr'==«'«,„i^ 

lea  (Uplaoenieiis  des  poînts  m ,  m',  m",  etc. ,  qui 
jepôndëDt  ï  ces  aocroisseme&s  de  leurs  coordoooées, 
eï  ansii'  les  déplacemens  cODtrajres ,  satisferont  aux 
cODwtiôns  donn^ ,  c'ést-4-dire ,  aux  équations  (3), 
qui  ont  été  déduites  des  équations  (a)  dans  le  n'  5S 1 . 
Oa  jlÔniTa  dbnc  eii]{dojrer  C6s  valeurs  de  Jlr,  Sy,  etc., 
dats  f^qoÀtioii  (5)  du  n*  555  ;  en  sorte  qu'à  l'ori- 
gÎDe  dn  mouvement,  et  en  supprimant  le  facteur  ( 
commnn  li  tons  les  termes,  on  aura  cette  équation 
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entre  les  composantes  A ,  B,  C,  A',  etc.,  des  vitesses 
qae  les  points  m,  ml,  m",  etc.,  prendraient  s'ils 
étaient  libres  et  isolés,  et  celles  des  vitesses  qu'ils 
prennent  réellement. 

Il  est  facile  de  vérifier  cette  équation  dans  le  mou- 
vement initial  de  rotation  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe.  En  effet,  changeons  m  en  dm  et  Z 
en  y,  et  faisons 

de  sorte  que  //  représente  la  somme  des  forces  vives 
de  tous  les  points  du  corps.  L'équation  pi^epédente 
deviendra 

f(Aa  +  Bb  +  Ce)  dni^  h.       (f) 

D'ailleurs ,  on  aura  (n^  4^) 

^—H^—KTif   b=rx,—pz,,   <^=pr,—qx,; 

^19  Jéy  h>  ^**^t  '^  ^rois  coordonnées  de  dm,  rap- 
portées aux  axes  principaux  du  corps  qui  se  coupent 
au  point  fixe ,  et  p ,  qf  r,  désignant  les  compo- 
santes de  la  vitesse  de  rotation  autour  de  ces  mêmes 
axes.  De  plus ,  en  appelant  k  le  moment  principal , 
relatif  au  point  fixe ,  des  quantités  de  mouvement 
imprimées  à  tous  les  points  du  corps  f^t  a,€,  y,  les 
angles  que  l'axe  de  ce  moment  £ût  avec  les  axes  de 
-^/^^/^«/^^"^«ra 

S  (Bjp^  —  Ajr^)  dm  =  k  cos  y , 
S  (A.z0^  Cx^dm  =zkcos6 , 
S{Cjr,  —  B;i^)  dm  z=s  k  eos  e^  *y 
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car  il  est  évident  que  les  premiers  membres  de  on 
equatioas  sont  les  momens,  par  rapport  aux  axes  des 
Zi,y,,Xi,  des  quantités  de  monvement  dont  A:  est  le 
moment  principal;  en  sorte  que  les  valeurs  de  ces 
intégrales  doivent  se  déduire  de  la  valeur  de  Jt ,  eu  U 
multipliant  par  cos  y,  cos  G,  cosa  (a"  ad  i).  Or,  si  l'on 
substitue  les  valeurs  de  a,  b,  c,  daus  réqualion  {/), 
et  qu'on  ait  égard  i  ces  dernières  équations,  il 
vient 

k(^p  cos et-\-q cos  C  H-  r  cos  j') :^  ft  ; 

donc ,  en  désignant  par  4r  la  composante  de  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  autour  de  l'axe  du  i 
principal,  de  sorte  qu'on  ait 

tg-^p  cos  a  4"  ?  cos  C  -t-  r  cos  y  , 
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système  sont  en  contact ,  aient  une  même  vitesse , 
pour  les  deux  parties  adjacentes ,  dans  le  sens  normal 
a  leur  surface  commune.  Cela  étant,  il  y  aura  deux 
cas  distincts  à  examiner. 

1®.  Si  le  changement  brusque  est  produit  par  la 
rencontre  de  deux  ou  plusieurs  corps  du  système,  ou 
par  le  choc  de  ces  mobiles  cAitre  des  obstacles  fixes, 
la  condition  dont  il  s'agit^sera  remplie  à  l'instant  de 
la  plus  grande  compression  (n"  468).  En  supposant 
donc  que  les  composantes  a,  b,  c,  af,  etc.,  des  vitesses 
des  mobiles  se  rapportent  à  cet  instant,  et  A,  B,  C, 
A',  etc.,  au  commencement  du  choc,  on  pourra 
prendre,  comme  dans  le  numéro  précédent , 

J'x^cu,     J^jr^zbe,    J'z=^cé,    cTar'sa'é,    etc.; 

et  Vcquation  (e)  aura  lieu  entre  les  composantes  des 
vitesses  à  ces  deux  époques,  ^i  seront  celles  du  com- 
rnencement  et  de  la  fin  du  chbc,  lorsque  les  mobiles 
n'auront  aucune  élasticité.  Or,  cette  équation  (e) 
donne 

2m  (Aa+  Bb  +  Cc)  =  2m  (a^  +  **  +  c*)  ; 
et  comme  on  a  identiquement 

2m  [(A  —  ay  +  (B  -  A/  +  (C  —  c)*] 

=  2m  (A»  +  B*  +  €•)  +  2m  (a*  -f-  **  +  c') 

—  22m  (Art  +Bb  +  Ce) , 
il  en  résulte 

2m  (  A*  -l-B*  4-  €•)  —  2m  (a*  -|-  **  +  c*) 

=  2m[(A-a)*^(B  — ^)*-l-(C-c)^]; 

2.  32 
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en  sorte  que  l'excès  de  la  somme  des  forocfiTtvcsiletoiu 
les  points  du  système  avant  le  choc,  sar  U  comme 
des  forces  vives  après  le  choc ,  est  une  oerLime 
somme  de  forces  vives,  et,  conséqucmmeni,  une 
quantité  positive.  Par  conséquent,  dans  les  ehange- 
mens  brusques  de  viles&e,  provenant  du  clioc  des 
corps  dtiuués  d'élasticité,  entre  eux  ou  contre  des 
obstacles  fixes,  il  y  a  toujoors  perle  de  Ibrce  vive, 
ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu ,  dans  le  cboc  de  deux 
corps  spliériques  et  homogènes,  dont  les  contres  se 
meuvent  sur  une  même  droite  iu"  36i). 

a".  Lorsque  le  changement  brusque  sera  produit 
par  des  explosions  intérieures  qui  briseront  OD  ou 
plusieurs  corps  du  système,  ce  sont  les  compos^ole» 
A,  B,  C,  A',  etc.,  des  vitesses  au  commeucenieatda 
phénomène,  et  non  pas  les  composantes  a,  b,  c, 
a',  etc. ,  des  vitesses  finales,  qui  satisferont  à  U  cod- 
ditîon  du  n"  556;  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  oo  ne 
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ce  qai  montre  que  la  somme  des  forces  vives  de  tons 
les  points  des  parties  des  mobiles,  après  l'explosion , 
est  toujours  plus  grande  que  la  somme  de  leurs  forées 
yivcs  avant  l'explosion.  Il  est  évident ,  en  eflet,  que  si 
les  mobiles  sont  en  repos  avant  la  séparation  de  leurs 
parties,  cette  séparation  sera  toujours  suivie  d^une 
augmentation  de  force  vive;  mais,  en  vertu  du  théo- 
rème qu'on  vient  d'énoncer  «  quels  que  soient  les 
mouvemens  de  translation  et  de  rotatfon  d'un  corps, 
le  changement  brusque  produit  par  une  explosion 
intérieure,  donnera  toujours  lieu  à  une  augmenta- 
tion de  force  vive,  et  non  pas  à  une  diminution, 
comme  dans  le  cas  d'uae  rencontre  de  corps  dénués 
delasticité. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  rien  ajouter  à  ce  que 
nous  avons  dit,  dans  le  n^  4^  »  ^^^  ^^  <^boc  des  corps 
élastiques ,  on  voit  que  la  première  partie  de  ce  phé- 
nomène, depuis  le  commencement  jusqu'à  l'instant 
de  la  plus  grande  compression ,  pent  èlre  assimilée  au 
premier  des  deux  cas  précédens  •  et  la  seconde  par* 
tie,  depuis  cet  instant  jusqu'à  la  séparation  des  mo- 
biles ,  au  second  de  ces  deux  cas  :  il  y  a  donc  perte 
de  force  vive  pendant  la  première  partie ,  et  accrois- 
sement pendant  la  seconde.  De  plus ,  si  les  mobiles 
sont  parfaitement  élastiques,  de  sorte  qu'ils  repren- 
nent, en  se  séparant ,  la  même  forme  qu'ils  avaient 
avant  le  choc ,  et  que  les  deux  parties  du  phénomène 
soient  exactement  .semblables ,  l'augmentation  de 
force  vive,  pendant  la  seconde  partie,  sera  égale  à  la 
diminution  qui  aura  eu  lieu  pendant  la  première  ;  par 
conséquent,  la  somme  des  forces  vives  du  système  sera 

39.. 
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en  sorte  que  l'excès  de  la  somme  des  forces  vives  de  tous 
les  poinls  du  système  avant  le  choc,  sur  la  somme 
des  forces  vîtcs  après  le  choc ,  est  une  certaine 
somme  de  forces  vives,  et,  cooséqDemmeDt,  «oe 
Quaulite  positive.  Par  conséquent,  Jatis  les  change- 
meus  brusques  de  vitesse,  provenant  du  choc  des 
corps  dunués  d'ela<llcité,  entre  eux  ou  contre  des 
obstacles  fixes,  il  y  a  toujours  perte  de  force  vive, 
ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu ,  dans  le  choc  de  deux 
corps  spliériques  et  homogènes,  dont  les  centres  se 
meuvent  sur  une  même  droite  (u"  56i). 

a".  Lorsque  le  changement  brusque  sera  produit 
par  des  explosions  intérieures  qui  briseront  un  ou 
plusieurs  corps  du  système,  ce  soûl  les  composantes 
A,  B,  C,  A',  etc.,  des  vitesses  au  commencement  du 
phénomène,  et  non  pas  les  composantes  a,  b,  c, 
(/,  etc. ,  des  vitesses  finies,  qui  satisferont  à  la  con- 
dition du  n"  556;  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  on  ne 
pourra  plus  employer  les  valeurs  précédentes  de  Jx, 
dy,  etc.,  dans  l'équation  (5)  du  n°  535.  Maïs  en  dé- 
signaut  toujours  par  f  un  temps  infinîmeat  petite  on 

.  poum  prendre 

J'a:=At,  J'j=Bi,  /a^Ci,  «/*x'=A'i,  «tof 

ce  qui  changera  l'^oatioD  (5)  en  fcelle*o  : 

j    2m[(A  — a)A  +  (B— 6)B-f-(C— c)bl=oj 

d'où  l'on  déduit 

Im  (a' +  6' -f- e)  —  2m  (A"  H- B»  4- (?) 
=  ïmCa-A)*H-(t-B)'H»<«-C)^;     - 
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ce  qui  montre  que  la  somme  des  forces  yives  dé  toas 
Jes  points  des  parties  des  mobiles ,  après  Texplosion  , 
est  toujours  plus  grande  que  la  somme  de  leurs  forces 
yiyes  avant  l'explosion.  Il  est  évident,  en  effet,  que  si 
les  mobiles  sont  en  repos  avant  la  séparation  de  leurs 
parties,  cette  séparation  sera  toujours  suivie  d^une 
augmentation  de  force  vive;  mais,  en  v%rtu  du  théo- 
rème qu'on  vient  d'énoncer  «  quels  que  soient  les 
mpuvemens  de  translation  et  de  rotation  d'un  corps, 
le  changement  brusque  produit  par  une  explosion 
intérieure,  donnera  toujours  lieu  à  une  augmenta- 
tion de  force  vive,  et  non  pas  à  une  diminution, 
comme  dans  le  cas  d'uae  rencontre  de.  corps  dénués 
d'élasticité. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  rien  ajouter  à  ce  que 
nous  avons  dit,  dans  le  n^  4^  »  ^^^  1^  choc  des  corps 
élastiques,  on  voit  que  la  première  partie  de  ce  plu^ 
nomcne,  depuis  le  commencement  jusqu'à  l'instant 
de  la  plus  grande  compression ,  pent  èlre  assimilée  au 
premier  des  deux  cas  précédens  »  et  la  seconde  par» 
tie ,  depuis  cet  instant  jusqu'à  la  séparation  des  mo- 
biles ,  au  second  de  ces  deux  cas  :  il  y  a  donc  perte 
de  force  vive  pendant  la  première  partie ,  et  accrois- 
sement pendant  la  seconde.  De  plus,  si  les  mobiles 
sont  parfaitement  élastiques,  de  sorte  qu'ils  repren- 
nent, en  se  séparant,  la  même  forme  qu'ils  araient 
avant  le  choc ,  et  que  les  deux  parties  du  phénomène 
soient  exactement  .semblables ,  l'augmentation  de 
force  vive,  pendant  la  seconde  partie,  sera ég^le  àla 
diminution  qui  aura  eu  lieu  pendant  la  première  ;  par 
conséquent,  la  somme  des  forces  vives  du  système  sera 

39.. 
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la  même  avant  el  après  le  choc,  conformément  à  ce 
qo'on  a  vu  dans  le  n"  565.  Cela  snppose,  toatefois, 
qu'on  fasse  abstraction  de  la  perle  de  force  vive ,  <jw 
aura  toujours  lieu  (  n'  568),  s'il  y  a  glissenieut  «t 
frottement  des  cOrps  l'un  contre  l'autre  pendant  I* 
durée  de  leur  contact. 

575.  Le  principe  de  la  moindre  action,  qu'il  noos 
resic  à  considérer,  consiste  en  ce  que,  dans  le  mou- 
vement d'un  système  de  corps  pour  lequel  le  pno- 
cipe  des  Forces  vives  a  lieu,  si  l'on  fait  le  produit  de 
la  vitesse  de  cbaquc  point  matériel  du  système ,  de  sa 
masse  et  de  l'élément  de  sa  trajectoire;  que  l'on 
prenne  la  somme  des  produits  semblables  pour  toits 
les  mobiles;  et  qu'on  intègre  cette  somtne,  depuis 
une  position  donnée  da  système  jusqu'à  une  aalre 
position  aussi  donnée,  la  valeur  de  cette  îiitégnile 
sera  généralement  UQ  mirùinum. 

Ce  théorème  est.une  extension  de  celui  du  n"  t6o, 
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principe  de  la  moindre  action  revient  donc  à  dire 
que  riutégrale  du  produit  de  la  force  vive  du  sys- 
tème et  de  rélément  du  temps,  est  généralement  un 
minimum;  en  sorte  que,  dans  la  nature,  un  système 
de  corps  est  transporté  d'une  position  dans  une  autre, 
en  dépensant  la  moindre  quantité  possible  de  force 
vive.  Lorsque  les  mobiles  ne  sont  soumis  à  aucune 
force  motrice,  la  quantité  Y  est  constante  (n"  565) , 
et  c'est  le  temps  du  trajet  qui  est  un  minimum. 

Si  l'on  compare  le  principe  de  la  moindre  action 
aux  principes  des  forces  vives,  de  la  conservation  du 
mouvement  du  centre  de  gravité ,  et  de  la  conserva- 
tion des  aires,  on  voit  que  le  premier  n'est  qu'une 
règle  pour  former  les  équations  différentielles  du 
mouvement,  maintenant  inutile,  puisqu'on  obtient 
ces  équations  d'une  manière  plus  directe  et  plus  gé- 
nérale ,  au  moyen  de  la  formule  (i)  du  n*  53i;  tandis 
que  les  autres  principes,  outre  qu'ils  renferment  des 
propriétés  importantes  du  mouvement,  ont  encore 
l'avantage  de  fournir  des  intégrales  de  ces  équations 
diflerentielles ,  qui  sont  les  seules  que  l'on  connaisse 
dans  la  plupart  des  problèmes. 

Le  principe  de  la  conservation  du  nliouvement  du 
centre  de  gravité  fournit  trois  intégrales  en  quantités 
finies,  savoir: 

2mx  =  àSm  4*  Â^, 
Imy  =  62m  +  B^, 
2/wz   =  c2m  -f-  Qj 

#<^  &,  c,  A,  B,  C,  étant  les  six  constantes  arbitraires, 
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dont  les  trois  premières  représentent  les  coordonnée* 
du  centre  de  gravité  du  système  à  l'origine  du  niou- 
venient ,  et  les  trois  autres  sont  les  sommes  des  quan- 
tités de  mouvement  imprimées,  k  celte  époque,  à 
tous  les  points  du  système,  parallèlement  aux  axes  des 
coordonnées. 

Les  intégrales  qui  résultent  du  principe  de  la  con- 
servation des  aires  sont  trois  intégrales  premières, 
savoir  i 

C(  t^,  £f\  étant  les  trois  constantes  arbitraires  qui  ex* 
priment  les  momens  des  quantités  de  mouvement 
initiales  de  tous  les  points  du  système ,  par  rapport 
aux  axes  des  z,  y,  x,oa  le  double  des  aires  décrites, 
dans  l'unité  de  temps ,  autour  de  ces  mêmes  axes. 

Enfin ,  le  principe  des  forces  vives  ne  fonrnit  qu'un« 
seule  intégrale ,  qui  est  l'équation  (b)  du  d*  SB4,  et 
qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

jï„(èl+^^  =  D  +  ,(x,  ^,  .,  x'.ald.)! 

B  étant  une  constante  arbitraire. 
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HYDROSTATIdUB. 


CHAPITRE 


NOTIONS  PRÉLOrniAIRES. 


574*  h' H/drostatique  est  la  partie  de  la  Statique 
qui  traite  de  leqoilibre  des  fluides.  On  y  considère 
un  fluide  comme  un  amas  de  points  matériels  qui 
cèdent  au  moindre  efibrt  que  Ton  fait  pour  les  sépa- 
rer les  uns  des  autres.  Les  fluides  que  la  natnre  nous 
présente  approchent  plus  ou  moins  de  cet  état  de 
•fluidité  parfaite;  Tadhérence  qui  existe  entre  les  mo* 
lécules  de  plusieurs  de  ces  substances,  et  qui  produit 
ce  qu'on  appelle  leur  viscosité^  s'oppose  à  la  sépara- 
tion de  leurs  parties;  mais,  dans  la  théorie u|ue  nous 
allons  exposer,  nous  ne  nous  occuperons  que  des 
fluides  par&its;  et,  si  l'on  excepte  quelques  liquides 
où  la  viscosité  est  très  cousîdérable ,  les  lois  de  l'é- 
quilibre auxquelles  nous  parviendrons  s'applique- 
ront, sans  erreur  seusiUe,  à  tous  les  auli^es  fluides. 
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Os  substances ,  comme  les  <:orps  solides,  sont  com- 
posées de  molécules  disjointes,  et  sép;irées  par  des 
espaces  vides;  mais  si  l'on  divise  un  fluide  en  parties 
d'une  étendue  insensible,  dout  chacune  rc n ferme , 
□caomoins,  uu  nombre  immense  de  molécules,  on 
pourra  admettre  que  les  conditions  d'équilibre  de 
chaque  partie  sont  les  mêmes  que  si  elle  élait  iafînî- 
mcnt  petite,  qu'elle  conservât  toujours  sa  nuidilè  , 
et  qu'elle  eût  pour  densité  celle  du  corps,  telle  qu'oa 
l'a  définie  dans  le  n"  ()8.  Cela  revient  à  considérer  un 
fluide  comme  une  masse  continue,  dont  la  dcosilé 
est  constante,  ou  variable  par  degrés  insensibles. 

575.  On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  savoir: 
les  liquides  et  les  fluides  aérijornies. 

On  appelle  aussi  les  liquides  des  fluides  incompres- 
sibles; mais,  dans  la  réalité,  ce  sont  des  substances 
qnî  ne  se  compriment  sensiblement  que  •ions  des 
pressions  extrêmement  grandes.  Si ,  par  exemple,  un 
cylindre  vertical  est  rempli  d'eau  Jnsqn  a  une  cerlaitM: 
hauteur;  qae  cette  eau  n'éprouve  d'abord  anoane 
pression  à  sa  partie  supérieure ,  et  qu'elle  soit  ensuite 
chaînée  d'un  ppids  équivalent  à  la  pression  atmo*- 
f^énque,  l'observation  a  fait  voir  que  la  liantenr 
primitive  de  l'eau  diminue  seulement  de  46  rniHio- 
nîèmes,  en  supposant  que  le  cylindre  conserve  son 
diamètre ,  et  que  ses  parois  ne  cèdent  pas  à  la  pression 
«pli  leur  est  transmise  par  le  liquide.  En  augmeotant 
}a  charge  du  liquide ,  et  la  portant  à  plusieurs  ceo- 
taines  de  pressions  atmosphériques,  l'expérience  a 
donné  une  condensation  de  l'eau  croissante  dans  le 
même  rapport  que  cette  charge.  Le  mercure  est  en- 
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core  moins  compressible  que  leau  ;  et,  quelque  eflbrt 
que  Ton  ait  fait,  on  n'est  pas  parvenu  à  diminuer  son 
volume  d  une  manière  appréciable. 

Les  fluides  aériformes,  comprenant  l'air  atmosphé- 
rique et  les  différens  gaz,  sont  compressibles  et  doués 
d'une  parfaite  élasticité;  en  sorte  qu'ils  peuvent  chan- 
ger, à  la  fois ,  de  forme  et  de  volume  par  la  compres- 
sion ,  et  revenir  exactement  à  leur  forme  primitive  dès 
que  cette  compression  a  cessé.  On  les  nomme  aussi, 
pour  cette  raison ,  des  Jluides  élastiques. 

Les  vapeurs  sont  également  des  fluides  élastiques; 
mais ,  pour  une  température  donnée,  un  espace  aussi 
donné  ne  peut  contenir  qu'une  quantité  déterminée 
de  vapeur;  de  manière  que  si  la  vapeur  a  atteint 
cette  limite,  et  qu'on  diminue  un  tant  soit  peu,  soit 
l'espace,  soit  la  température,  une  portion  de  vapeur 
8e  liquéfie.  L'expérience  a  prouvé  que  ce  maximum 
de  vapeur  est  le  même,  à  température  égale,  dans  un 
espace  vide  d'air  et  dans  un  espace  rempli  d'air  plus  ou 
moins  dilaté  ou  comprimé.  %m  densité  de  la  vapeur 
est,  en  général,  peu  considérable,  relativement  à 
celle  du  liquide  dout  elle  provient;  mais,  quand  un 
liquide  est  contenu  dans  un  vase  fermé ,  dont  il  oc- 
cupe, par  exemple,  le  tiers  ou  la  moitié,  et  qu'on 
élève  sa  température  à  un  très  haut  degré ,  le  li- 
quide tout  entier  ,  après  s'être  dilaté ,  se  réduit  su- 
bitement en  une  vapeur  transparente  dont  la  densité 
est  le  tiers  ou  la  moitié  de  la  densité  primitive  de 
ce  même  liquide. 

L'air  et  les  gaz  sont  appelés  des  fluides  permanens, 
par  opposition  aux  vapeurs  ;  mais  il  y  a  lieu  de  croire 
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qu'ils  peuvent  être  liquéfies  par  une  très  grande  com- 
pression ou  par  un  très  grand  rermidiasemenl  ;  et 
c'est,  en  eflct,  ce  que  Ton  a  rérifié  à  l'égard  de  plo- 
sienrs  d'entre  eujt. 

576.  La  propriété  caracléristiqae  des  fluides,  qni 
les  distingue  esseatielleraeot  des  corps  solides  d  qoî 
servira  de  base  à  la  théorie  de  leur  équilibre,  est  la 
faculté  qu'ils  ont  de  transmettre  également,  eu  tom 
sens,  les  pressions  exercées  à  leurs  surt^iccs.  Dae 
mon  Mémoire  sur  les  Équations  générales  de  féqut- 
libre  et  du  mouvement  des  corps  éltisti^ues  et  des 
fluides  (*) ,  j'ai  fait  voir  comment  cette  propnélé 
provient  d'une  disposition  respective  des  moléctilvs 
du  fluide,  à  laquelle  il  revient  trèij  rapidement  quand 
il  a  été  comprimé  ou  dilaté  ;  et  comment  la  résullaDlv 
des  attractions  et  répulsions  moléculaires,  qui  pro> 
duit  les  pressions  intérieures ,  peut  varier  dans  nn 
très  grand  rapport,  pour  les  très  petites  varialiom 
de  distance  des  molécalcs,  qni  ont  lieu  dans  les  li- 
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577.  Pour  nous  former  une  idée  précise  du  prin- 
de  régalité  de  pression  en  tous  sens,  considérons 
dabord  les  fluides  incompressibles. 

Supposons  qu'un  vase  prismatique ,  droit  et.  posé 
sur  un  plan  horizontal ,  dont  ABCD  (fig.  33)  repré- 
sente une  section  verticale ,  soit  rempli  jusqu'en  EF 
d'un  liquide j  tel  que  l'eau,  par  exemple;  supposons 
aussi  que  Ton  recouvre  cette  eau  d'un  piston  hori-> 
lontal  qui  ferme  le  vase  exactement.  Pour  simplifier 
la  question,  fistisons  al)straction  de  la  pesanteur  de 
Tean,  de  sorte  que  ce  fluide  n'exerce,  par  lui-même^ 
aucune  pression  sur  les  parois  du  vase;  enfin,  posons 
sur  le  piston  un  poids  donné  P,  comprenant  le  poids 
même  du  piston.  Il  est  évident  que  la  base  horizon- 
tale du  prisme  sera  pressée  de  la  même  manière  que 
si  le  poids  P  était  posé  immédiatement  sur  cette  base, 
et  qu'il  fût  distribué  uniformément  sur  toute  son 
étendue.  Tous  ses  points  éprouveront  des  pressions 
verticales  égales  entre  elles;  la  pression  qui  en  résul- 
tera ,  pour  une  portion  quelconque  a  de  cette  base , 
sera  proportionnelle  à  a  :  elle  équivaudra  à  une  force 
verticale,  appliquée  au  centre  de  gravité  de  Taire  cl  , 

et  exprimée  par  — ,  en  désignant  par  a  Taire  de  la 

base  entière  du  prisme,  qui  est  aussi  celle  de  la  base 
du  piston  en  contact  avec  le  liquide.  Or,  le  principe 
de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens ,  consiste  en  ce 
que  la  pression  que  le  poids  P  exei*ce  à  la  partie  su- 
périeure de  Teau  ,  se  transmet,  par  Tiutennédiaire  du 
fluide,  non-seulemcut  sur  la  base  du  vase,  mais  en- 
core sur  ses  faces  latérales  :  tous  les  points  du  vase 
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sont  également  pressés  dans  des  directions  perpendi- 
culaires aux  parois  ;  et  une  aire  a,  prise  sur  une  des 
faces  latérales  du  prisme ,  éprouve  la  même  pressioa 

— ,  que  si  elle  faisait  partie  de  sa  base  horizontale. 

Généralement ,  supposons  que  le  vase  ait  la  forme 
d'un  polyèdre  quelconque,  dont  la  figure  34  repré- 
sente une  section.  Ce  vase  étant  fermé  de  tontes 
parts,  et  fixement  attaché ,  concevons  qu'il  soit  rem- 
pli exactement  d'un  liquide  sans  pesanteur.  St  Ton 
enlève  une  face  de  ce  vase ,  et  qu'on  la  remplace  par 
un  piston ,  auquel  on  applique  une  fbrce  donnée  P, 
perpendiculaire  h  la  surface  du  liquide  adjacent,  le 
vase  et  le  fluide  demeureront  en  repos,  et,  d'après  le 
principe  que  nous  expliquons ,  la  pression  que  la 
force  P  exerce  sur  la  surface  adjacente,  se  transmet- 
tra, par  l'intermédiaire  du  liquide,  sur  toutes  les 
faces  du  polyèdre.  Tous  les  points  du  vase ,  en  y  com- 
prenant les  points  de  la  base  du  piston ,  seront  éga- 
lement pressés  de  dedans  en  dehors,  suivant  les 
directions  perpendiculaires  aux  parois;  et,  relati- 
vement à  une  aire  a,  prise  sur  une  de  ces  parois, 
ou  sur  la  surface  du  piston^  la  pression  sera  une 
force  perpendiculaire  à  son  plan,  appliquée  à  sou 

Pot 

centre  de  gravité,  et  égale  à  —  ;  a  étant  l'aire  en- 
tière de  la  base  du  piston,  en  contact  avec  le  li- 
quide. 

Cette  pression  transmise  s'exerce  de  la  même  ma- 
nière dans  l'intérieur  du  liquide;  et  si  Ton  y  considère 
une  portion  du  liquide  terminée  par  des  faces^plancs. 
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ou  un  polyèdre  solide  qui  y  soit  plongé ,  chaque  par^ 
tie  CL  de  l'une  des  faces  éprouvera  aussi ,  de  dehors 

Pût 
en  dedans ,  la  pression  normale  égale  à  — . 

On  étend,  sans  difficulté,  ces  résultats  au  cas  où  la 
surface  pressée  nest  plus  supposée  plane;  il  suffit 
alors  de  la  décomposer  en  élémens  infiniment  petits, 
que  Ton  regardera  comme  les  faces  planes  d'un  po- 
lyèdre infinit&iraal  ;  et  si  Ton  désigne  ptr  o  l'aire 

P« 
d'un  de  ces  élémens ,  on  aura  —  pour  la  pression 

normale  qu'il  éprouve;  a  étant  toujours  l'aire  du 
piston ,  et  P  la  force  perpendiculaire  qui  y  est  appli-> 
qnée.  En  désignant  par  p  la  pression  constante  qu'é- 
prouverait une  aire  plane  égale  à  l'unité,  on  aura 

'  =  p,  et  les  produits  pœ  et  pa  exprimeront  les 

pressions  sur  l'élément  ao  et  sur  l'aire  plane  égale 
à  a. 

Si  le  liquide  a  un  certain  degré  de  viscosité,  la  pro- 
priété de  presser  également  en  tous  sens  a  encore 
lieu;  seulement,  il  arrive  que  la  pression  ne  se  trans* 
met  pas  latéralement  avec  la  même  rapidité  que  sui- 
vant la  direction  même  de  la  force  P;  mais,  après  un 
temps  convenable ,  la  pression  latérale  devient  égale 
à  la  pression  directe  ;  et  c'est  à  cet  instant  que  l'on 
considère  l'équilibre  du  liquide. 

578.  Quand  le  liquide  contenu  dans  un  vaSsie  est 
pesant,  il  transmet  les  pressions  que  l'on  exerce  à  sa 
surface  ,  de  la  même  manière  que  quand  il  est  dénué 
de  pesanteur  ;  mais  il  exerce  en  outre,  sur  les  parois 
du  vase,  une  presnon  due  à  son  poids  ei  variable 
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d'un  point  à  un  autre  :  il  en  esf  de  même  à  l'égard    ' 
d'un  liquide  dont  les  points  sont  sollicités  par  la  pe-  ' 
santeur  et  par  d'autres  forces  données,  et  qui  de« 
meure  en  équilibre  dans  un  vase.  Si  les  paioïs  da  ^ 
vase  sont  nécessaires  à  l'équilibre ,  en  sorte  qu'on  uV 
puisse  pas  faire  une  ouverture  sans  que  le  liquide  ue  ' 
s'échappe  aussitùt,  il  en  tâudra  conclure  que  les  pa- 
rois éprouvent,  en  chaque  point,  une  pre«>fiion  parti*  i 
culière,  dmgée  de  dedans  en  dehors,  suivant  une 
oornialc  à  la  surface  du  vase  ;  car  ce  n'est  que  saîrani  <' 
cette  direction  qu'une  surface  peut  empêcher  de  tt 
mouvoir  un  point  matériel  en  contact  avec  elle, 
et  détruire,  par  sa  résistance,  la  force  motrice  de 
ce  mobile.  I 

La  même  chose  a  lieu  dans  riutérteur  da  liquida  i 
comme  on  i'a  dit  dans  le  numéro  précédent,  soit  sur  ' 
des  portions  du  liquide  même,»ioIt  sur  des  curps  qui  j 
sont  plongés.  La  pression  en  un  point  quelconque «I 
unequantiléIocouuue,que  nous  déterminerons  dans  U 
suite,  et  qui  dépendra  de  la  position  de  ce  pontti 
de»  focces  motrîtxfi  appliquées  au  fluide.  Comiae  iHe 
chaDge  I  en  général ,  d'un  point  k  un  autre  ,  «n  M 
peut  la  su[^ioser  rigoareosemeat  constante  que  Aam 
une  étendue  infiniment  petite;  or,  pour  rmsargrla 
pression  exercée  sur  un  élément  détermine  dSme  sur* 
face,  on  conçoit  une  aire  plane,  que  Tod  prend  po«r 
uaitéV  et  qui  éprouve,  dans  toute  son  étendae.  Il 
même  pression  que  cet  élément  :  p  étant  la  presnoB 
totale  que  cette  aire  supporte,  et  o  Téteudile  inftiû' 
meut  petite  de  cet  élément,  le  prtKlutt  pat  wrt  h 
pMSMon  oorrespoodante  à  cet  étmtent,  et  normale  i 
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la  surface  dont  il  fait  partie.  Le  coefficient  f  sera 
une  fonction  des  coordonnées  de  ce  même  élément , 
que  nous  appellerons  la  pression  rapportée  à  Funiié 
de  surface. 

Cela  posé,  si  l'on  enlève  une  portion  plane  de 
la  surface  du  vase ,  qu'on  la  remplace  par  un  pis- 
ton de  même  étendue ,  et  qu  on  applique  à  ce  pis- 
ton une  force  égale  et  contraire  à  celle  que  cette 
portion  du  vase  éprouvait,  il  est  évident  que  l'é- 
quilibre subsistera  comme  auparavant.  De  plus,  si 
le  vase  est  fermé  de  toutes  parts,  partout  en  con- 
tact avec  le  liquide ,  et  fixement  attaché ,  Féquilibre 
ne  sera  pas  non  plus  troublé  en  ajoutant  à  cette 
première  force  une  autre  force  quelconque  P;  car 
les  forces  appliquées  aux  points  du  fluide  étant  en 
équilibre,  tout  doit  se  passer,  relativement  à  cette 
force  P,. comme  si  ces  forces  n'existaient  pas,  et  de 
même  que  dans  le  numéro  précédent.  Par  conséquent, 
la  pression  exercée  par  cette  force  P,  sur  la  surface  du 
liquide  en  contact  avec  le  piston ,  sera  transmise 
également  en  tous  sens ,  par  l'intermédiaire  du 
flnide ,  et  la  pression  p ,  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
fiice ,  se  trouvera  augmentée ,  en  chaque  point ,  d'une 

P 
quantité  constante  et  égale  à  -;  a   étant  toujours 

l'aire  du  piston ,  en  contact  avec  le  liquide* 

n  est  important  de  distinguer,  comme  nous  le 
fiftisons  icip  les  deux  sortes  de  pressions  qui  sont 
exercées  sur  les  parois  d'un  vase  contenant  un  1  li- 
quide en  équilibre,  ou  que  supportent  les  parties 
mêmes  de  ce  fluide  :  l'une  de  ces  pressions,  qui 
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varie  d'un  point  à  un  aulrv ,  est  due  an  pcrid»  «1^ 
aux  autres  forces  niotrices  de  la  masse  fliiide;  l'aotr^ 
qui  est  partout  In  inéme,  provient  dfs  forces  appli' 
quéesà  sa  surface,  el  transmises  par  son  iiitermédiainù. 
Ces  deux  pressions  s'ajoutent  en  cliaquc  point,  poot 
former  la  pression  totale. 

57g.  D'après  la  propriété  de  transmettre  cgalemeai 
en  tous  sens  les  pressions  exercées  sur  sa  surface,  un 
fluide  incompressiljle ,  contenu  dans  un  vase  fixe- 
ment 3tt.iché,  doit  être  regardé  comme  une  véritahls 
machine  ;  car  une  machine  est ,  en  général ,  an  ap- 
pareil au  moyen  duquel  une  force  agit  sur  d»  pointa 
qui  sont  hors  de  sa  direction,  et  exerce  sur  cet 
points  des  efforts  plus  grands  ou  plus  petiu  qae  si 
elle  y  était  immédiatement  appliquée,  ce  qai  est  le 
cas  de  la  force  P,  que  nous  avons  considérée  dans  les 
uuméros  précédens. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  s'observe  dxiu 
l'éauîlibre  de  cette  machine .  comme  dans  r^lnî  Am 
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pistons  qui  les  recouvrent  exactement,  et  qui  puis* 
sent 9  néanmoins,  glisser  sans  frottement  le  long  des 
cylindres.  Soient  a ,  a^,  d\  etc. ,  les  bases  de  ces  pis- 
tons, qui  sont  aussi  celles  des  cylindres;  appliquons 
à  ces  corps  des  forces  P,  P',  F\  etc. ,  perpendiculaires 
«à  leurs  bases,  et  dirigées  de  dehors  en  dedans;  et 
supposons  que  ces  forces  données,  qui  agiront  Tune 
sur  l'autre  par  l'intermédiaire  de  Peau,  se  fassent 
équilibre.  Dans  cet  état,  la  pression  rapportée  à  l'u^ 
nité  de  surface  doit  être  la  même  sur  toutes  les  pa<^ 
rois  du  yase ,  en  y  comprenant  les  bases  des  pis- 
tons (n*  577).  Si  donc  on  la  représente  par  p,  on 
aura  pa ,  fia ,  /i''a  »  etc. ,  pour  les  pressions  totales 
que  supportent  de  dedans'  en  dehors  les  bases  des 
pistons.  Pour  Téqûilibre ,  ces  pressions  doivent  être 
respectiveraent  égales  aux  forces  P,  P*,  F',  etc.  j  par 
conséquent ,  on  aura 

F==a/7,     P'  =  «>,    P"  =  fl>,     etc.     (a) 

L'une  de  ces  é(](tiations  servira  à  déterminer  la  valeur 
de  /i;  et  en  la  substituant  dans  toutes  les  autres  ^  on 
aura  les  équations  d'équilibre  du  système ,  qui  seront 
en  nombre  égal  à  celui  des  pistons  moins  un* 

Maintenant ,  imaginons ,  conformément  à  l'énoncé 
du  principe  des  vitesses  virtuelles ,  que  l'on  déplace 
les  parties  du  système,  de  manière  que  les  pistons 
répondent  actuellement  aux  sections  CD ,  CD' , 
CV^  etc. ,  des  cylindres.  Une.  partie  de  ces  corps 
aura  avancé  y  et  Taiitre  partie  aura  reculé  ;  je  repré- 
senterai leurs  déplacemens  par  h ,  V^  A'',  etc.  ;  et  je 
considérerai  ces  quantités  comme  positives  ou  comme 
2.  33 
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négatives ,  selon  que  les  pistons  auront  avancé  on  re- 
culé. Ainsi,  dans  la  figure,  la  distance  h  comprise 
entre  les  sections  EF  et  CD,  est  positive,  et  la  distance 
h'  comprise  entre  les  sections  E^F'  et  CD',  ^t  néga- 
tive. Les  volumes  d*eau  qui  sortent  des  cylindres 
pour  entrer  dans  le  vase ,  répondent  aux  valeurs  po- 
sitives de  h ,  h'f  h",  etc. ,  et  ceux  qui  sortent  du  vase 
pour  entrer  dans  lesxylindres,  à  leurs  valeurs  na- 
tives; les  uns  et  les  autres  seront  exprimés  par  les 
produits  ah ,  a'h',  a!'h',  etc. ,  abstraction  faite  des 
signes.  Par  conséquent ,  leau  étant  considérée  comme 
incompressible,  et  la  figure  du  vase  comme  invaria- 
ble, la  somme  de  ces  produits,  positifs  ou  n^arifi, 
devra  être  nulle,  et  Ton  aura 

ah  +  a'h'  +  a"A"  +  etc.  =  o.       (*) 

Je  multiplie  cette  équation  par  p  ;  et  en  ayant  égard 
aux  équations  (a) ,  il  vient 

P/,  +  FA'  +  P'7/"  +  etc.  =  o  ;       (c) 

ce  qui  esl  l'équation  résultante  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles,  appliqué  aux  forces  P,  P',  P",  etc., 
et  aux  dëplacemens  h ,  //',  A",  etc. ,  de  leurs  poinb» 
d'application. 

La  condition  du  système,  qui  est  ici  l'invariabi- 
lité du  volume  du  liquide  ,  est  exprimée  par  l'équa- 
tion (h).  Non-seulement  les  déplacemens  A,  h\ 
N'y  etc. ,  remplissent  cette  convlition,  mais  aussi  les 
déplacemens  contraires  —  //,  —  h\  —  A",  etc. ,  ainsi  i 
que  l'exige  le  principe  des  vitesses  virtuelles  (n*  55i).  i 
Les  quantités  /? ,  h'j   //",  etc.,   peuvent   avoir  di's      ! 


l 
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grandeurs  finies  ^.ponrvu  qu'aucun  des  pistons  n'en- 
tre dans  le  vase ,  et  ne  sorte  du  cylindre  où  il  doit 
être  contenu.  .  , 

'    ^8o.  Le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous  ^' 

sens  convient  aux  fluides  élastiques  comme  aux  li- 
quides; mais  relativement  aux  premiers,  il  n'est  pas 
nécessaire  que  des  forces  motrices  agissent  sur  leurs 
molécules,  ou  qu'on  exerce  des  pressions  sur  leurs 
surfaces ,  pour  qu'ils  pressent  eux-mêmes  les  parois 
des  vases  qui  les  contiennent;  il  suffit  pour  cela  dé 
leur  élasticité,  en  veiiu  de  laquelle  ces  fluides  font 
continuellement  effort  pQur  occuper  un  plus  grand 
volume.  En  supposant  donc  qu'une  masse  d'air,  d'un 
gaz  ou  d'upe  vapeur,  soit  contenue  dans  un  vase 
fermé  de  toutes  parts ,  et  qu'on  fasse  abstraction  de 
la  pesanteur  du  fluide,  les  parois  du  vase  éprouve- 
ront des  pressions  égales  en  tous  leurs  points,  et 
dirigées  de  dedans  en  dehors,  suivant  les  normales  à 
tits parois.  La  pression  rapportée  à lunité  de  surface 
sera  la  même  dans  toute  l'étendue  du  vase  ;  pour  la 
déterminer,  on  fera  une  ouverture  en  un  endroit  du 
vase ,  pris  au  hasard  ;  on  y  appliquera  un  piston ,  et 
h  ce  corps ,  la  force  nécessaire  pour  le  maintenir  en 
équilibre  ;  en  divisant  cette  force  par  l'aire  de  la  baise 
du  piston  en  contact  avec  le  fluide,  on  aura  la  pres- 
sion demandée;  et  Ion  trouvera  toujours  le  même 
quotient ,  quel  que  soit  l'endroit  où  *  le  piston  aura 
été  appliqué.  Si ,  par  exemple ,  le  vase  représenté  par 
la  figure  35,  est  rempli  d'un  fluide  élastique,  les 
forces  P ,  P' ,  P" ,  etc. ,  qu'on  devra  appliquer  aux 
pistons  qui  ferment  les  cylindres  ;  pour  les  empêcher 

33  . 
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de  gli^Wy  seront  proportionnelles  aaz  bases  a^  d ^ 
d^  \  etc.  ;  le  rapport  de  chaque  force  à  la  base  oorres^- 
pondante^  sera  le  même  pour  tons  les  pistons;  et 
l'équation  {c)  aura  encore  lieu ,  mais  seulement  pour 
les  mouvémens.  du  système  dans  lesquels  le  volume 
total  du  fluide  ne  changera  pas. 

Cette  pression  constante  qu'un  fluide  ëlaatiqiie 
exerce  snr  les  parois  du  vase  qu}  le  renfimne, 
dépend  de  sa  matière  ^  de  sa  densité  et  de  sa  tem- 
pérature. On  la  nomme  aussi  la  force  élastique  da 
fluide.  L'expérience  prouve  que  'pour  un  mime 
fluide,  et  la  température  ne  changeant  pas,  la  finroe 
élastique  est  proportionnelle  à  la  densité;  de*  aorte 
qu'en  désignant  par  p  la  mesure  de  Ja  forœ  élasti- 
que,  c'est-à-dire  y  la  pression  rapportée  à  l'aiiitie  de 
surface  ,  et  par  p  la  denaité ,  on  a  dans  diaque 
fluide  I 

Al  étant  un  coeHicient  qui  ne  dépend  plus  que  de  la 
^  matière  et  de  la  température  du  fluide. 

Lx>rsqu'on  aura  égard  à  la  pesanteur  du  fluide, 
ou  plus  généralement,  lorsque  ses  molécules  seront 
sollicitées  par  des  forces  données,  la  pression  p  variera 
d'un  point  à  un  autre  du  vase ,  suivant  une  loi  dé- 
pendante de  ces  forces ,  et  qu'on  déterminera  dans  la 
suite. 


( 
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^DATIONS    GENEaAUES   DE    L^QUIUUUB   ABB 

FLUIDES. 

58  \ .  Pour  traiter  la  question  de  la  manière  la  plus 
générale  ,  considérons  nne  masse  fluide  ABCD 
(fïg.  36),  homogène  ou  hétérogène,  compressible  ou 
incompressible,  dont  tous  les  points  matériels  sont 
sollicités  p^des  forces  données,  et  proposons-nous 
d'exprimer  par  des  équations  les  conditions  de  son- 
équilibre. 

Spient  jc,  jr,  z, .les  coordonnées  d'un  ""point  quel- 
conque M  de  cette-  masse ,  parallèles  aux  axes  rectan- 
gulaires Ox ,  Ojr,Oz;  nous  supposerons,  pour  fixer 
les  idées ,  le  plan  des  a:  et  ^  horizontal ,  Taxe  Oz 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  la  masse  ABCD 
comprise  au-dessous  du  plan  des  .r  etjr,  dans  Tangle 
trièdre  des  trois  plans  des  coordonnées  positives. 
Partageons  la  masse  fluide  en  parties  que  nous  trai- 
terons comme  des  élémens  infiniment  petits ,  d'après 
ce  qu'on  a  dit  précédemment  (n^  ^74)»  supposons 
ces  élémens  compris  entre  des  plans  infiniment  rap* 
proches  l'un  de  l'autre,  et  parallèles  à  ceux  des  coor- 
données ;  de  sorte  que  ces  élémens  soient  des  parallé- 
lépipèdes rectangles,  dont  les  côtés  adjacens  seront 
parallèles  aux  axes  et  égaux  aux  diflerentielles  des 
coordonnées  ;  les  deux  bases  horizontales  de  celui  qui 
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répond  au  point  quelcooqtie  M,  el  qui  est  riipré- 

senté  dans  la  fîgnre,  seront  égales  à  ilxdj\  il  auraiib 

pour  sa  hauteur  verticale  MM',  et  itxdjdz  pour 

volume. 

En  appelant  p,  la  densité  du  fluide  en  ce 
M,  telle  qu'elle  a  été  définie  dans  le  n*  98,  et  âéà< 
guant  par  dm  l'élément  diflereiitiel  de  la  masse  cor- 
respondant  à  ce  même  point,  ou  aura  donc 


1 

pré- 

ndi 


dm  ;=  fdxdydi. 


i 


Le  facteur  p  sera  nue  quantité  constaate  dans  to 
liquides  Iioniogènes,  abstraction  faite  des  petites 
compressions  qu'ils  éprouveront  et  qui  pourront  élre 
inégales  en  des  points  différeos;  f  sera  une  fonction 
connue  ou  inconnue  des  coordonnées  x,  j',  z,  dans 
les  liquides  hétérogènes,  et  dans  les  fluides  élasliqoei 
qui  ne  seront  pas  partout  également  comprimés. 

Soient  aussi  Xi£t»,   Ydm,  Zd!m,  les  compi 
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rîeurcs  devront  faire  écpiilibre  aux  forces  intérieures 
JLdm,  \dm ,  Zcbn, 

Cela  étant  y  désignons  par  pdxdjr^  la  pression 
verticale  qui  s'exerce  sur  la  basé  supérieure  dxdjr, 
'dans  le  sens  de  la  pesanteur^  de  manière  que  p 
exprime  la  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface, 
qui  répond  à  cette  base  infiniment  petite  (n*  577). 
Cette  quantité  p  sera  une  fonction  inconnue  des 
coordonnées  jo,  jr,  z;  ^xx  point  M',  dont  les  coor- 
données sont  Jo,jr,  z^dz,  elle  deviendra  p^-^dz, 

et  elle  exprimera  la  pression  verticale,  rapportée  à  Tit- 
nité  de  surface  et  relative  à  la  base  inférieure  de  dm. 
Cette  seconde  base  éprouvera  donc ,  dans  le  sens  de  la 

pesanteur,  une  pression  égale  à  fp  +  -^  dzj  dxify'y  la 

résistance  du  fluide  sur  lequel  Télément  dme&\  appuyéj^ 
sera  une  fôrceégale  et  contraire  à  cette  pression^  en  sorte 
que  cet  élément  sera  poussé  verticalement  parles  deux 

forces  contraires  pdxdjretfp  -f-  -jdz\dxdjr^  ou  pat 

vme  force  égale  à  leur  difiërence  -^dxdjrdz  et  dirigée 

du  bas  en  haut.  Or,  pour  que  cet  élément  dm  ne 
s*élève  ni  ne  s'abaisse ,  il  faudra  que  cette  force  soit 
égale  à  la  composante  verticale  7idm  de  la  force  mo- 
trice, qui  agit  dans  le  sens  opposé  ;  par  conséquent^ 
on  aura  d'abord 

—  dxdjrdz  z=Zdm. 
Ou  trouvera  de  même  les  équations 
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tt  dm  al^^M 
sens  desT^™ 


qui  aeroQl  nécessaires  poor  que  l'élément  £ 
meuve  ni  daus  le  sens  des^^  ni  dans  le  i 
et  dans  lesquelles  f  et  r  représentent  les  pressiotts 
rapportées  à  rnnilé  de  surface,  qui  rêpoudent  aux 
faces  de  dm ,  parallèles  aux  plans  des  x  et  £  et  des  j" 
et  s ,  et  les  plus  voisines  de  ces  plans.  Eu  substituant 
dans  ces  trois  équatioos.  In  valeur  précédente  de  dm, 
et  supprimant  le  Facteur  commun  dxdydz,  elles 
deviennent 

582.  Observons  actuellement  que  si  les  élémens 
daos  lesquels  nous  avons  partagé  la  masse  ABCD, 
étaient  solides,  de  sorte  que  celte  masse  fAt  un  assem- 
blage de  parallélépipèdes  rectangles,  solides  et  juxia- 
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rence  infioimeDt  petite  ^  négligeable  ilans  les  ëquiH 
tioDS  (i). 

En  effet  9  la  pression  que  le  fluide  environnant 
exerce  sur  chacune  des  faces  du  parallélépipède 
dxd)rih^  se  transmet  sur  Idis  autres  faces,  par  Tinter- 
mediairedu  fluide,  dont  Télément  dm  est  compoaé; 
cette  transmission  se  fait  de  la  manière  que  Ton  a  ex*» 
pliqnée  précédemment,  et  d'où  îl  résulte  qu'ayant 
appelé  pdxdy  la  pression  qui  a  lieu  de  dehors  en 
dedans,  ^ur  la  base  horiaontale  supérieure,  il  faudra 
représente^,  en  même  temps,  par  pdxdz  eXpdjrdz^ 
les  pressions  transniises  sur  les  faces  latérales ,  et  qui 
s'éxercei*ont  de  dedans  en- dehors;  de  plus,  è  ces 
pressions  transmises,  il  faudra  ajouter  celles  qui  ré-* 
sultent  de  la  force  iqotrice  du  fluide  dm  ;  par  consé** 
quent,  si  Ton  appelle  >' la  pression  due  à'cette  force, 
et  exercée,  par  exemple ,  sur  la  face  djrdzj  la  plus 
voisine  du  plan  des j^  et  js  ^  on  aura  pdjr  dz^y  pour 
la  pression  totale,  qui  a  lieu  de  dedans  en  dehors ,  ou 
de  droite  à  gauche ,  sur  cette  même  fsice.  D'un  autre 
côté 9  la  pression  provenant  du  fluide  environnant, 
et  exercée  de  dehors  en  dedans,  ou  de  gauche  à  droite, 
sur  cette  face  djrdz,  gl  été  représentée  par  rdjdz; 
cette  force  est  la  résistance  que  le  fluide  environnant 
oppose  à  la  pression  intérieure  pdjrdz^y  ;  par  con- 
séquent il  faut  qu'on  ait 


rdjrdz  =  pd/dz  +  y. 


Or,  quoique  la  valeur^lk  y  soit  inconnue,  nous 
sommes  certain ,  néanmoins ,  que  cette  quantité  ne 
peut  être  qu'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 
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comme  la  ['orctt  motrice  de  ^'/i,  dont  elle  provieut;  en 
négligeant  donc  y  parrapport  à  pdj  dz,  nous  aurons 
r=p;  et  l'on  prouvera  de  même  que  l'oa  doit  aussi 
avoir  y  ^/ï. 

La  conclusion  serait  encore  la  même,  si  l'élémeat 
dm,  au  lieu  d'être  un  parallélépipède:  rectangle,  était 
un  polyèdre  quelconque  dont  toutes  lett  dimensions 
fussent  toujours  infînimeut  petites;  et  l'on  démon- 
trerait de  la  même  manière,  que  la  pression  exicrieurc 
exercée  normalement  sur  tontes  ses  faces  parle  fluide 
environnant,  est  proportionnelle  à  leurs  ail^a  respcc* 
tives ,  et  indépendaute  de  ta  force  motrice  du  polyè- 
dre. Il  s'ensuit  donc  que  tous  les  élémeus  de  surface 
qui  passent  par  le  point  M,  éprouvent  une  métac 
pression  rapportée  à  l'unité  de  surface ,  et  quo  si  u 
est  l'airt'de  l'un  d'entre  eux,  la  pression  Dorinalc  qu'il 
supporte,  sur  l'un  ou  l'autre  de  ses  deux  c6tés,  est 
égale  à  pco,  quelle  que  soit  la  directiou  du  pUu  Vifm 
quel  il  appartient.  WM 
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ri;^,  d^^  il  vient 

dp  =  p  ÇUx  +  Yrfr  -i-  Zt/:^)  ;         (3) 

il  faudra  donc^  pour  que 'la  valeur  de /i  soit  pos»ble, 
que  le  produit  de  p  et  delà  formule  ILdx-^-Xdj+Zdz^ 
soit  une  différentielle  exacte  d'une  fouclion  de  trois 
variables  indépendantes  x^jr^  z.  Réciproquement , 
quand  cette  condition  sera  remplie ,  on  prendra  pour 
p  rintégrale  de  ce  produit,  et  Ton  satisfera  de  cette 
manière  aux  équations  (21). 

En  mettant  dans  cette  valeur  de  p,  k  Isl  place  de 
Xfjr,  z ,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  surface  de  ABCD ,  on  aura  la  pression  qui  aura 
lieu  en  ce  point  sur  la  paroi  du  vase  dans  lequel 
cette  masse  fluide  sera  contenue;  pression  qui  sera 
toujours  détruite,  pourvu  que  cette  paroi  soit  fixe  et 
susceptible  d'une  résistance  indéfinie;  mais  dans 
les  endroits  où  le  vase  est  ouvert ,  et  où  le  fluide  esi 
entièrement  libre,  rien  ne  pourra  détruire  la  pres-^ 
sion  p;  par  conséquent,  il  &udra  que  sa  valeur  soit 
nulle  f  pour  tous  les  points  de  la  surface  libre  d'une 
masse  fluide  en  équilibre  ;  ce  qui  donne 

Xdx  +  Ydj  +  Zdz=zo,  (4) 

pour  l'équation  différentielle  de  cette  surface. 

Cette  équation  subsistera  encore  lorsqu'on  exercera 
une  pression  constante  à  la  surface  libre  du  fluide  ; 
car  alors  il  faudra  qu'on  ait  ^  =  o ,  pour  tous  ses 
points  j  et  la  densité  p  n'étant  pas  nulle ,  l'équation  (4) 
résulte  alors  de  la  formule  (3).  Si  l'on  exerçait,  par 
un  moyen  quelconque,  une  pression  variable  d'un 
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point  à  un  autre  de  la  surface.  libre  d'uQ  (luidu,  et 
que  cette  pression  rapportée  à  l'unilc  de  surface,  Rit 
représentée  par^  fw,^,  s),  il  faudrait  que  la  valeur 
de  p,  tirée  de  l'équation  (4))  coïncidât,  pour  loos  In 
points  delà  surface  libre,  avec  cette  fonction  donnée 
de  oc,j,  z;  et,  dans  <oe  cas,  réqaation  différentielle 
de  cette  surface  serait 

pQUa:  +  Yrfr  -+-  Z(fc)  =  dfix^j^z). 

Daas  lasulte,  nous  supposerons  toujours  que  U  près- 
sion  extérieure  est  nulle  on  constante  dans  toute  l'é- 
tendue de  la  surface  libre  d'un  fluide  en  équilibre. 

La  pcession  p  étant  proportionnelle  à  la  densilê, 
dans  les  fluides  élastiques  (n'  SSo),  it  s'ensuit  que 
cette  pression  ne  pent  jamais  être  zéro  dans  un  fluide 
de  cette  nature»  (ant  que  la  densité  n'est  pas  nulle, 
c'est-à-dire,  tant  que  le  fluide  existe,  el  qu'il  n'a  pas 
perdu,  par  le  froid,  toute  sa  forceélastiqne.  Un  Hoide 
élastique  ne  peut  donc  être  en  équilibre  que  craintl 
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dont  les  coordonnées  sont  x,  jr,  z,  de  sorte  que 

2t  '  ^^  -^ySOientlescosinusdes angles qnelatangente 

à  o^te  courbe,  en  ce  même  point ,  fieut  avec  des  jMinillè' 
Jes  aux  axes  des  coordonnées.  Appelons  R  la  résultante 
des  forces  Xf  Y,  Z;  les  cosinus  des  angles  que  fait  sa 

direction  avec  ces  parallèles,  seront  ^,  n  ^  7  ^  ^f  ^^ 
Ton  diyise  l'iquation  (4X1^^  ^^9  on  aura 

X  dx        Y  ^    ,t  dz_ 

ce  qui  montre  que  la  direction  de  la  fc^roe  R ,  et  la 
tangente  &  la  courbe  qu'on  a  tracée  arbitrairement 
sur  la  surface',  sont  perpendiculaires  l'une  à  Tautre, 
'et,  par  conséquent ,  que  cette.^irection  coïncide  ayec 
la  normale  au  point  que  l'on  considère.  Cette  force 
agira ,  en  génénd ,  de  dehors  en  dedans  )  mais  quand 
la  pression  extérieure  ne  sera  pas  nulle ,  elle  pourra 
être  dirigée ,  au  contraire ,  de  dedans  en  dehors. 

Si  l'on  intègre  l'équation  (4) ,  et  qu'on  donne  à  la 
CQUStante  arbitraire,  contenue  dans  son  int^rale, 
autant  de  valeurs  particulières  qu'on  voudra,  les 
éqtiations'détenninées  qui  en  résulteront,  appartien->> 
dront  à  autant  de  sur&ces,  dont  chacune  aura  l'é- 
quation (4)  pour  équation  différentielle,  et  jouira , 
par.  cokiséquent ,  des  propriétés  d'être  également 
pressée  dans  toute  son  étendue  et  de  couper  à  angle 
droit ,  en  tous  ses  points ,  la  direction  de  la  rëaultante 
des  forces  X,  Y,  Z.  Celles  de  ces  surfaces  qui  passent 
dans  l'intérieur  du  fluide ,  d'aprèé  la  valeur  de  la 


)elle  dus  il^^l 
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coastaute  arbitraire,  sont  ce  qu'on  appelle  ( 
faces  lie  niveau.  Si  l'on  fait  croilre  cette  consisnie 
par  degrés  infiniment  petits  ,  on  divisera  l,t  tuasse 
fluide  en  une  infinité  de  couclies  infiniment  miaocs, 
et  comprises  entre  deux  surfaces  de  niveau  cronséco-' 
tives,  que  l'on  nomme,  pour  celte  raisOD,  às&  cou- 
ches de  niveau. 

L;i  valeur  de  la  constante  qui  répond  à  la  surface 
cxlérieiire  se  déterminera,  dans  chaque  cas,  d'aprèr 
le  volume  donné  du  liquide  ;  en  sorte  que  la  pression 
extérieure  n'aura  aucune  influence,  ni  sur  la  figure 
d'équilibre,  ni  sur  les  dimeusions  de  ce  fluide  regardé 
comme  incompressible.  L'équilibre  ne  sera  pas  troa- 
bté  si  le  liquide  vient  à  se  solidifier;  il  s'ensuit  doac 
qu'une  pression  constante  et  normale ,  exercée  de  de- 
hors en  dedans  sur  tous  les  élémens  de  la  «ur&œ 
d'un  corps  liquide  ou  solide,  se  détruit  d'eUe-méoie, 
et  ne  peut  imprimer  à  ce  corps  aucun  moaycmêol 
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bles  indépendantes.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  l'équiUbre 
est  ioipossible  dans  la  niasse  fluide ,  quelque  forme . 
qu'on  lui  donne*,  et  lors  même  qu'elle  serait  ren- 
fermée dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts. 

Mais  la  condition  d'iatégrabilité  est.  toujours  rem- 
|ilie  à  l'égafd  ies  forces  de  la .  nature ,  qui  sont  des 
attractions  ou  des  répulsions ,  dont  les  intensités  ya- 
'  rient  en  fonctions  des  distances  aux.centres  dont  elles 
émanent  (n^  i58).  L'équilibre  d'un  liquide  homogène, 
isoumis  à  de  semblables  forces ,  sera  donc  possible  ;  et 
pour  qu'il  ait  lieu  e^ectiyement  y  il  faudra  donner  au 
fluide  une  forme ,  telle  que  sa  surface  libre  coupe  à 
angle  droit,  dans  toute  son  étendue,  la  résultante  de 
ces  forces  attractives  ou  répulsives. 

Si,  par  exemple,  la  masse  fluide  est  entièrement 
libi*e  ;  que  l'on  exerce  à  sa  surface  une  pression  cons- 
tante ,'  et  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule  force  dirigée  vers 
un  centre 'fixe,  la  figure  de  la  masse  ABCD,  en  équi- 
libre autour  de  ce  point ,  sera  mne  sphère  qui  aura 
ce  .point  pour  centre ,  et  dont  le  rayon  se  déduira 
du  volume  donné  de  cette  masse.  En  supposant  que 
la  force  dirigée  vers  le  centre  fixe  soit  une  attraction 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  désignant 
par  g  l'intensité  de  cette  force  accélératrice  à  la  sur- 
face du  liquide ,  par  a  son  rayon ,  et  par  ^  la  près- 

sion  extérieure,  ^  sera  l'attraction  à  la  distance  r. 

é 

et  l'on  conclura  de  Téquation  (4) 

p  —  rtsr  +^ g  fa, 

pour  la  pression  à  la  même  disfance.  La  même  chose 
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aura  liea  s^Top  remplace  fe  Centre  fixe  par  une  sphère 
8<^ide  dont  tous  les  pointe  attirent  .cent  du  liquide 
ea  raison  inyerse  du  carré  de  la  distance;  mais  akm 
c  étant  le  rayon  de  cette  sphère ,  la  valeur  de  p  ne 
s'appliquera  qu'aux  valeur^  de  r  comprises  depuis 
rs=  c  jusqu'à  rss  a.  }!iOrsqu'on  changera  l'attractioii 
en  une  fot-ce  répulsive ,  il  suffira  de  changer  le  signe 
de  g;  en  sorte  que  l'on  aura 

p  =  AT  +   gp^  —  ^*. 

La  plus  petite  valeur  dç  p  répendra  à  r  =s  c ,  et 
sera 

p  z^  <©•  —  » 

*  c 

Il  faudra  qu'elle  soit  positivé,  sans  quoj  la  couche  K» 
quide  se  détacherait  du  corps  solide,  et  serait  dis- 
persée dans  l'espace  ;  par  conséquent ,  il  fsudra 
que  la  pression  extérieure  «ir  surpasse  la  -qnantilé 

gfa[a      c  )^  g^  général ,  il  est  nécessaire ,  dans  l'équi- 

libre  d'ua  fluide ,  que  la  pression  p  ait  une  valeur 
positive  dans  toute  letcndue  cle  sa  masse ,  afin  que 
les  parties  contiguës  s'appuient  partout  Tune  contre 
lautre,  et  que  le  fluide  ne  se  divise  pas. 

Quand  le  rayon  c  est  très  grand ,  la  force  attractive 
dirigée  vers  le  centre  de  la  sphère  est  sensiblement  pa- 
rallèle, et  la  surface  du  liquide,  sensiblement  plane 
et  perpendiculaire  à  la  direction  de  cette  force,  dans 
une  étendue  peu  considérable.  Ce  cas  est  celui  <]*un 
liquide  pesant,  que  nous  considérerons  spécialement 
dans  le  chapitre  suivant. 
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586.  Quelles  que  soient  les  forces  d'attsaction  ou 
de  repulsion  dirigées  vers  des  centres  fixes  qui  agis- 
sent sur  tous  les  points  d'une  niasse  fluide  ABCD , 
faisons 

ç  désignant  une  fonction  des  coordonnées  Jo,  j-,  z, 
dépendante  des  lois  de  ces  forces  en  fonctions  des 
distances. 

L'équation  (3)  deviendra  alors 

dp  =  fd^. 

Pour  qu'elle  subsiste  quand  la  densité  p  sera  yariable, 
il  faudra  que  cette  densité  soit  une  fonction  de  la 
quantité  9;  et,  réciproquement,  lorsque  cette  con- 
dition sera  remplie,  il  y  aura  toujours  une  valeur  de 
p  qui  satisfera  à  cette  équation  d'équilibre.  Or,  d'après 
l'équation  (4)^  la  quantité  ^  est  constante  dans  toute 
rétendue  de  chaque  couche  de  niveau;  dans  un 
fluide  hétérogène  et  dans  un  fluide  compressible  en 
équilibre,  il  est  donc  nécessaire  que  la  densité  soit 
constante  dans  toute  l'étendue  d'une  même  couche  ; 
et  la  couche  superficielle,  soumise  à  une  pression 
constante  et  donnée ,  étant  une  couche  de  niveau ,  il 
£aut  aussi  qu'elle  ait  une  même  densité  dans  toute 
son  étendue. 

Si  le  fluide  est  incompressible,  la  densité  p  pourra 

être  une  fonction  quelconque ,  continue  ou  disconti* 

nue ,  de  la  quantité  ^  ;  quand  elle  sera  donnée ,  on 

en  conclura  la  valeur  de  p  en  fonction  de  p ,  en  inté- 

2.  34 


f» 
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grtnt)»  ibrnmie  fd$^  et.délérnitiiilt  kosoitmnto 

bitràm:3'Éwfts  1«  gniiidifiir  oonitipfe»  et  m 

nie yée  k' preaklo  extërieUrtf^     -  «   .  k.  / 

Dans  le  cas  d'un  liquide  hëlérogène  «omnirlriÉlb 
force  ceolraley  il  faudra^  pour  TéqiiilihKy^e  nTi 
soit  formée  de  Couches  spliériiqiies  et  coocentri 
don^  Udeasittf  aéra  la  nnlnie  dans  tonte  rita|dNi;4p 
idkacune  d'^elles^.et  pourra  ▼apw.aAitrnirmMWJB^ 
couche  k  une  autre.  De  même ,  si  plusieura  Kipi4l» 
pesans  sont  contenus  dans  un  vaae,  H'fminp^pam 
l'équilibre,  que  chaque  couche^ horizontale  et  infini- 
ment mince  ne  contieaAe  qu'un  seul  liquide;  oondr- 
dition  qui  sera  remplie,  si  la  surface  saporienrè, 
qu'on  suppose  soumise  k*  une  pression  coatfiafiVf  et 
fes  surfilées  de  séparation  de  deu^c  Uquidea  ènACbi-- 
iSb,  sont  toutes  planes  et  horiaontales.  La  riMftiilé 
de  Tëquilibre  exigera,  de  plus,  que  les  dpniléi'Âl 
liquides  superposés  décroissent,  en  aHant  ïdu  lii|rtii 
le  plus  bas  au  liquide  le  plus  élevé,  afin  que  le 
centre  de  gravité  de  ce  système  de  corps  pesans,  soit 
le  plus  bas  possible  (n*  548). 

587.  Dans  un  fluide  élastique ,  la  densité  est  liée  à 
la  pression  (n?  58o) ,  et  ne  peut  plus  être  donnée  ar- 
bitrairement, comme  dans  un  fluide  incompressible 
et  hétérogène.  En  divisant  les  équations  dpzssfdp  et 
pz=:kp  Tune  par  l'autre,  il  vient 

^P  ^  /r\ 

7  -  T-        (5^    , 

Si  la  température  est  paiiout  la  même ,  k  sera  Me 
quantité  constante;  el ,  en  intégrant,  on  aura 


I 
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pour  exprimer  les  lois  de  la  pression  et  de  la  densité  ^ 
dans  1  état  d'équilibre  du  fluide  ;  e  désignant  la  base 
des  logarithmes  népériens ,  et  «29*  étant  une  constante 
ariilitraire ,  qui  exprimera  une  certaine  pression  ^  et  se 
déterminera  d  après  la  pression  qui  aura  lieu  en  un 
point  donné. 

Si  la  température  varie  d'un  point  à  un  autre ,  k 
variera  également;  mais  pour  que  1  équation  (5) sub- 
siste,  il  faudra  que  cette  quantité  soit  une  fonction 
de  (Pf  qui  pourra  ^tre  donnée  arbitrairement.  La 
température  devra  donc  être  aussi  une  fonction  do  9; 
par  conséquent  y  la  température  est  constante  dans 
toute  rétendue  de  chaque  couche  de  niveau  d'un 
fluide  élastique  en  équilibre.  Cette  condition  étant 
remplie ,  il  faudra  remplacer  les  équations  (6)  par 
celles-ci  : 


}    k  '^  ^    A 


Abstraclion  faite  de  la  force  centrifuge  et  de  laiion- 
sphéricitc  de  la  terre ^  la  pesanteur  des  molécules 
d'air  est  dirigée  vers  le  centre  de  la  terre,  et  les  cou- 
ches de  niveau  de  la  terre  sont  sphériques  et  concen- 
triques. Pour  que  latmosphère  demeurât  en  équi- 
libre, il  faudrait  donc  que  la  température  fût  partout 
la  mémo,  à  une  mémo  hauteur  au-dessus  de  la  sur- 
face de  la  terre,  et  qu'elle  ne  variât  qu'avec  Tcléva- 
tion  des  couches  couce^tricfiies.  Or,  il  n'en  est  pas 
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ainsi  ;  et  le  soleil  échauffe  inégalement  le§  différent 
points  de  la  surface  de  la  t^rre  et  de  chaque  oooche 
atmosphérique.  La  température  dépendant  de  la  la- 
titude^ cette  circonstance  empêche  l'équilibre  da- 
Yoir  lieu ,  et  produit  des  vents  pefknanens ,  que  ro|i 
observe ,  en  effet ,  près  de  Téquateur.  An  reste  y  la 
condition  de  Téquilibre  des  couches  atmosphériques 
ne  pourrait  rien  nous  apprendre ,  relativement  à  la 
variation  de  la  température  dans  le  sens  vertical;  car 
I  équation  (5)  a  lieu ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  k 
en  fonction  de  ^^  et,  par  conséquent,  quelle  que  soit 
la  loi  de  cette  variation. 

Lorsque  la  masse  ABCD  est  composée  âé  jdusienrs 
gaz  de  nature  diverse ,  les  conditions  d'équilibre 
peuvent  être  remplies  de  «deux  manières  diflGsrentes  : 
quand  ces  gaz  sont  parfaitement  mêlés  ensemble, 
de  sorte  qu'ils  forment  un  fluide  homogène  dans 
toutes  ses  parties;  et  quand  ils  sont,  au  contraire, 
disposés  en  couclies  superposées,  dont  les  surfaces  de 
séparation  sont  toutes  des  surfaces  de  niveau.  Le 
premier  cas  a  lieu  dans  l'atmosphère  dont  la  compo- 
sition a  été  trouvée  la  même  à  toutes  les  hauteurs. 
Cet  état  d'un  mélange  parfait  est  celui  de  l'équilibre 
le  plus  stable  ;  et  quand  deux  gaz  différens  sont  su- 
perposés dans  un  vase  feiMiié  de  toutes  parts,  ils  fi- 
nissent, à  la  longue,  par  se  mêler  exactement,  à 
moins  qu'on  ne  parvienne  à  garantir  le  vase  qui  con- 
tient ces  fluides,  des  plus  petites  agitations. 

588.  liCs  centres  des  forces  attractives  ou  répul- 
sives, qui  agissent  sur  chaque  point  M  de  la  masse 
fluide  ABCD,  peuvent  être  tous  les  autres  points  ma- 
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tcriels  de  cette  masse.  Dans  ce  cas,  les  composantes 
X  y  Y,  Z ,  de  la  force  accélératrice  totale  du  point  M, 
se  composeront  d'une  infinité  de  termes;  ce  qui 
n'empêchera  pas  qu'elles  ne  soient  de  certaines  fonc- 
tions de  Xy  jr,  Zf  communes  à  tous  les  points  des 
fluides  y  en  supposant  que  la  loi  naturelle  de  l'action 
égale  et  contraire  à  la  réaction ,  ait  lieu  dans  leurs 
attractions  et  répulsions  mutuelles,  et  que  tous  ces 
points  soient  d'ailleurs  soumis  aux  mêmes  forces 
étrangères. 

Dans  la  nature,  ces  actions  mutuelles  sont  de  deux 
sortes  différentes  :  les  unes  varient  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  et  les  intensités  des  autres 
sont  exprimées  par  des  fonctions  qui  décroissent  avec 
une  extrême  rapidité  et  n'ont  de  valeurs  sensibles 
que  pour  des  distances  insensibles.  On  calculera  les 
composantes  totales  X ,  Y,  Z ,  des  forces  de  la  pre- 
mière espèce,  en  partageant  la  masse  de  ABCD  en 
élémens  infiniment  petits  (n*  g8) ,  et  faisant  ensuite , 
par  le  calcul  intégral ,  les  sommes  des  attractions  ou 
répulsions  de  tous  ces  points ,  suivant  chaque  direc- 
tion. Quant  aux  actions  de  la  seconde  espèce,  que 
Ton  appelle  proprement  les  forces  moléculaires^  et 
qui  sont  attractives  ou  répulsives,  selon  que  l'attrac- 
tion de  la  matière  pondérable  est  plus  grande  ou  plus 
petite  que  la  répulsion  calorifique,  on  ne  devra  pas 
en  tenir  compte  dans  le  calcul  des  forces  X ,  Y,  Z , 
rdatives  à  un  point  intérieur  M;  car  ce  sont  précisé- 
ment ces  forces  moléculaires  qui  produisent  la  pres- 
sion/?, égale  en  tous  sens  autour  de  M,  à  laquelle  on 
a  déjà  eu  égard  en  formant  les  équations  d  équilibre. 
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Il  rc-:nlte  de  celle  dernière  considération,  que  les 
cqiinlions  (2)  auxquelles  on  est  parvenu ,  sont  les  con- 
dilions  d'éqnilibio  ,  nécessaires  et  suffisantes,  de 
toutes  les  forces,  y  compris  les  actions  moléculaires, 
qui  ;ti^issf"nt  fur  un  élément  quelconque  dm  de  la 
niLissij  (liiido;  en  sorle  que  l'équilibre  a  lieo  ,  certaî- 
neniciil,  quand  il  existe  une  valeur  de  p  qui  satisfait 
h  ces  équations  pour  tous  les  points  du  fluide,  qui 
coïntidc  avec  ta  valeur  donnée  directement  de  la 
ptcssion  îi  I;i  surface  libre ,  et  qui  ne  devient  négative 
en  .TU(.un  point,  afin  que  les  parties  du  fluide  restent 


Si  la  loi  des  forces  moléculaires,  eu  fonclîon  delà 
distance,  élaii  donnée,  et  qu'on  pût  déduire  de  ces 
forces  l'expression  de  la  quantité  p  en  fonction  de 
l'infcrvnîle  moj'en  des  molécules  (n"  pS),  on  substi- 
iufiait  cette  expression  dans  les  équations  (a);  l'une 
(I'cIIls  dulciniinerail  la  grandeur  de  cet  intervalle, 
qui  a  lieu  ,  dans  l'état  d'équilibre,  autour  du  point  M; 
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LfOrsquc  le  point  M  est  situe  à  la  surface  du 
fluide  9  ou  qu'il  n  en  est  éloigné  que  d^une  distance 
moindt^  que  le  rayon  d'activité  des  forces  molécu* 
laires^  on  doit  avoir  égard  à  ces  f(frces  et  a  la  va- 
riation rapide  de  la  densité  superficielle ,  dans  le 
calcul  des  composantes  X,  Y^  Z,  et^  par  suite,  de 
la  valeur  de  p,  déduite  de  la  formule  (3).  Il  en 
résulte  une  influence  des  forces  moléculaires  sur  la 
figure  du  liquide  en  équilibre,  qui  n'est  pas  sensi- 
ble, en  général,  et  qui  ne  le  devient  que  dans  les 
espaces  capillaires.  On  n'y  aura  point  égard  dans  ce 
Traité;  et,  pour  tout  ce  qui  concerne  les  phéno- 
mènes de  la  capillarité,  je  renverrai  à  la  Nouvelle 
théorie  de  r Action  capillairCj^  que  j'ai  publiée  il  y 
a  deux  ans. 

589.  Si  un  liquide  homogène  ou  hétérogène 
tourne  uniforniément  autour  d'un  axe  fixe ,  les  for- 
mules précédentes  feront  connaître  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  conserve  une  fi- 
gure permanente,  et  se  meuve  comme  un  corps  so- 
lide. 11  sulTira  pour  cela,  de  joindre  aux  comportantes 
X ,  Y ,  Z ,  celles  de  la  force  centrifuge  qui  résulte 
de  cette  rotation. 

Prenons  alors  Taxe  de  rotation  pour  celui  des  z. 
Soit  r  la  distance  du  point  quelconque  M  à  cette 
droite,  de  sorte  qu'on  ait 

Appelons  a  la  vitesse  angulaire  constante  et  com- 
mune à  tous  les  points  du  fluide;  ra  sera  la  vitesse 
absolue  du  point  M;  et  comme  il  décrira  un  cercle 
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dont  le  rayon  est  r,  la  force  centrifage  aura  m*  poor 
valeur  (n°  174)-  Cette  force  étant  dirigée  .suivant  le 
proloQgeroent  de  r,  oa  obtiendra  ses  composantes 
parallèles  aux  aires  des  x  et  des  j^  eu  la  multipliant 

par  -et-^j  ce  qoi  donne  Jca*  etya*,  qu'il  faudra 
ajouter  aux  forces  X  et  Y;  et  comme  la  force  2  ne 
changera  pas,  la  formule  (5)  deviendra 

flp  =  f  (Xc/x-hSdx+Zdz+a.'xdx'^Kydj-).     (a) 

La  quantité  comprise  entre  les  parenthèses  sera 
encore  une  dlITérentielle  exacte,  savoir,  ladifréren- 
tielle  de  la  fonction  ip  du  n'  586,  augmentée  de 
^a'(x*4-^),  oudeïOtV.  Par  conséquent,  la  forme 
permanente  sera  possible;  et  st  la  surface  libre  du 
liquide  éprouve  une  pression  constante  dans  toute 
son  étendue  j  l'équation  commune  à  celte  sui'face  et 
à  toutes  les  surfaces  de  niveau  sera 

Xdjc  +  Y</r  +  Zdz  -h  a'  (xdx  ■+■  rdy)  =  o.    (b) 
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590.  Appliquons  l'équation  (b)  au  cas  d'un  liquide 
homogène,  soumis  à  la  pesanteur,  tournant  autour 
d'un  axe  vertical ,  et  contenu  dans  un  vase  ouvert  à 
sa  partie  supérieure. 

En  appelant  g  la  gravité ,  et  comptant  les  z  posi- 
tives dans  le  sens  contraire  à  cette  force,  nous  au- 
rons 

X  =  0,    Y  =  o,    Z  =  —  g. 

L'équation  (b)  deviendra  donc 

gdz  ==  a*  (xdx  +  jrdjr)  ; 

d'où  Ton  tire  en  intégrant,  et  désignant  par  c  la  coiis- 
tante  arbitraire 

ce  qui  montre  que  la  figure  libre  du  liquide  sera 
celle  d'un  paraboloïde  de  révolution  dont  l'axe  sera 
celui  de  la  rotation. 

Pour  déterminer  la  constante  c,  suppasons  que 
le  vase  soit  un  cylindre  vertical  à  base  circulaire, 
dont  l'axe  de  figure  soit  Taxe  des  z  ou  de  rotation. 
Appelons  a  son  rayon ,  et  A  la  hauteur  due  à  la  vi- 
tesse absolue  aa  de  la  surface,  de  sorte  qu'on  ait 

a^cL*=i2gh,  et  par  conséquent  js  =  — -|-c.  Soit 

aussi  b  la  hauteur  de  l'eau  avant  le  mouvement;  7M*b 
sera  le  volume  du  liquide  qui  ne  changera  pas  pen- 
dant la  rotation;  or,  en  divisant  le  paraboloïde  en 
couches  cylindriques  et  infiniment  minces,  qui  aient 
pour  axe  commun  celui  des  z,  on  aura  vTrrdr  pour 
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:  ''1&  ÎMse ,  et  HTTzrdr  pour  le  volume  de  la  coucli 

le  rayon  est  ret  répaîsscur  dr;  ce  volume  lotal  s'ol>- 
tientlra  donc  eu  intégrant  sTTzrdr,  depuis  /■  =  o  jn*-" 
qu'à  ;':=A;  d'où  l'on  conclut  ^^Ê 


a*b  =  2  1     zrdr. 

eflecluant  l'inlc- 

4 


En  substituant  pour  r  sa  valeur  et  efleclu; 
gratîon  ,  on  en  déduit 

c  =  h  ~  ^h, 
pour  la  valeur  de  c. 

L'équation  de  la  surface  supérieure  du  liquide  sera 
donc 

z   =  -^  +  6  —  Ifi. 

La  plus  petite  et  ta  plas  grande  valeur  de  z  qui 
répondent  à  r  =  o  et  r  =^  a,  seront  b —  ~h  ei 
b~i~^hicn  sorte  que  l'abaissement  du  liquide  dont 
l'axe  et  son  (;lévalion  à  la  circonférence,  qui  résul- 
teront de  la  rotation,  seront  les  luémes,  et  auront 
pour  valeur  la  moitié  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de 
la  circonférence. 

5gf.  Quand  les  forces  dont  X,  Y,  Z,  soat  Us 
composantes,  proviennent  des  attractions  de  tous  les 
points  du  liquide ,  en  raison  inverse  du  carré  des  dis- 
tances ,  ou  suivant  d'autres  lois ,  les  valeurs  totales 
Je  X ,  Y,  Z,  dépendent ,  en  général,  de  la  forma  au 
liquide  et  de  ses  couches  de  niveau  ;  et ,  réciproque- 
ment, cette  fonne  dépeiid  des  valeurs  de  ces  compo- 
sanles.  Cette  dépendance  mutuelle  des  attractîoiis^ 
fluide  et  de  sa  ligure ,  rend  la  détermination  de  cdie- 
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ci  très  difficile  an  moyen  de  leqnation  (i).  Lors 
mémo  que  le  liquida  est  homogène,  on  n'est  parvenu 
à  résoudre  ce  problème ,  dans  le  cas  oi*dinaire  de  Tat- 
tf action  en  raison  inverse  du  carré  des  distances, 
qu'en  supposant  la  force  centrifuge  peu  considérable, 
de  manière  qbe  lé  fluide  s'écarte  peu  de  la  forme 
sphériquc  qu'il  pourrait  prendre  si  cette  force  était 
tout-à-fait  nulle,  c'est-à-dire,  si  le  fluide  était  en 
repos.  On  démontre  alors ,  par  une  analyse  fondée 
sur  la  considération  des  séries,  et  qui  ne  peut  pas 
trouver  place  ici,  que  la  figure  du  fluide  est  néces- 
sairement celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont 
on  détermine  l'aplatissement,  d'après  la  grandeur 
de  la  force  centrifuge  n  Téquateur,  comparée  à  l'at- 
traction du  fluide  au  même  point. 

Mais,  il  est  facile  de  vérifier  que  la  figure  ellipti*^ 
que  satisfait  toujours  à  l'équation  (b),  lorsque  la 
vitesse  a  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite,  et  qu'il 
y  a  alors  deux  ellipsoïdes  dé  révolution  qui  répon- 
dent à  une  même  valeur  de  cette  vitesse  de  rotation. 
SupfK)soriSy  en  effet,  que  la  surface  du  fluide,  dans  son 
état  permanent,  a  pour  équation 

qui  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  dont  l'axe 
de    figure  el  le  diamètre  de   lequateur   ont  2C  et 

2C\/i  +7/*  pour  longueurs.  Appelons  X,  Y,  Z,  les 
composantes  de  la  force  accélératrice  provenant  de 
l'attraction  totale  de  ce  corps  sur  le  point  de  sa  sur- 
face qui  répond  a  x  ^  j  y  Zy  et  dirigées  suivant  les 
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prolongemeiis  de  ces  coordonuées,  c'est-à-dire,  en 
iiens  contraire  des  composanles  doat  on  a  donné  hs 
expressions  dans  le  a?  iu6.  En  changeant  les  sigoes 
lit;  ces  expressions,  et  observant  que  |'Xpc*(i  -t")"') 
est  la  masse  de  l'ellipsoïde ,  qous  aurons 

Z    ^  m'+v>  [a^(„ng=  5.)  _>]  ; 

^  étant,  comme  dans  le  n"  cité,  l'intensité  de  l'al- 
traction  à  l'unité  de  distance,  et  entre  des  masses 
dont  chacune  est  égale  à  l'unité.  H  s'agira  donc  de 
prouver  que  ces  valeurs,  joiutesà  l'équation  (c),  sa- 
tisfont à  l'équation  (b).  Or,  en  les  suhslitaant  dans 
cette  équation ,  multipliant  tous  ses  teiines  par  y^, 
ce  qui  suppose  que  y  ne  soît  pas  zéro,  et  faisaot 
pour  abréger 
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ou  bien  en  réduisant 

^7^'  —  arc(tang  =  >)  =  o;      (cl) 

en  sorte  qu'il  ne  restera  plus  qu'à  s'assurer  si  cette 
équation  a  des  racines  réelles  ^  et  à  en  déterminer  le 
nombre. 

Pour  cela,  je  représente  par  €  son  premier  mem- 
bre ,  et  je  suppose  que  Ton  trace  la  courbe  dont  yetC 
sont  l'abscisse  et  l'ordonnée  courantes  :  cette  courbe 
coupera  l'axe  des  abscisses  à  l'origine  ;  mais  la  racine 
^  =  o  est  étrangère  à  la  question ,  tant  que  la  vitesse  a 
et  par  suite  £  n'est  pas  zéro.  Les  autres  racines  de  l'é- 
quation (d)  sont  deux  à  deux  ^ales  et  de  signes 
contraires;  mais  il  suffira  de  considérer  ses  racines 
positives,  par  exemple,  attendu  que  l'équation  (c)  ne 
contient  que  le  carré  de  y. 

Cela  étant,  si  l'on  égale  à  zéro  la  différentielle  de  f , 
on  trouve 

ey^  +  2(56  —  !)>•  +  96  =  o,  (e) 

pour  déterminer  les  abscisses  correspondantes  aux 
maxima  et  aux  minima  de  cette  ordonnée.  Or ,  cette 
équation  étant  du  second  degré  par  rapport  à  ^*,  il 
s'ensuit  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  maximum  et  un 
minimum  de  chaque  côté  de  l'origine  des  abscisses  ; 
d'où  l'on  conclut  d'abord  que  la  courbe  ne  pourra 
couper  qu'en  deux  points  l'axe  des  abscisses  positives, 
au-delà  de  cette  origine  ;  en  sorte  qu'il  existera ,  au 
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plus,  deux  racines  réelles  el  posilivcs  eh:  l'tMjnation  [il). 
Observons  en  outre,  que  si  les  é<[ii.ilions  (ti)  et  (e)  on! 
lieu  pour  une  même  valeur  de  y,  la  courtie  loucbera 
l'axe  des  abscisses  en  un  point  qui  repondra  à  uiit- 
racitie  double  de  l'équalioii  (</).  Or,  on  tire  de  le- 
quatioii  (p.) , 


ea  substituant  celle  valeur  dans  l'équation  (d),  0  rienl 
arc(tang  =  >)j  ^ 


é<|uation  qui  ne  peut  avoir  qti'tino  seidc  ntcïae  poci'- 
live,   outre  ^=30.  Celte    racine  esïMe  eflêeirve 
ment;  et  par  des  essais,  ou  Iroove  pour  «t  val 
approcbec 

■y  ^  a,5ay5. 
La  valeur  corrcspoudanle  de  c  est 


ive- 

1 
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pas  aux  plus  grandes;  car  pour  €  =:  oo  ,  réquation  (d) 
u'a  ancûûe  raciae  différente  de  zéro;  et,  au  coii'- 
traire,  quand  €  est  um  très  petite  fraction,  on  dé- 
termine aisément  les  deuic  racines  réelles  de  cette 
équation. 

Lorsqu'on  aura  déterminé,  au  moyen  de  1  équa- 
tion (rf),  les'deux  valeurs  approchées  de  7  qui  l'épon- 
dent  k  une  valeur  donnée  de  e  inoindre  que  la  frac- 
tion précédente ,  les  valeurs  précédentes  de  X,  Y,  Z, 
teront  connaitre  l'attraction  du  fluide  en  un  point 
quelconque  de  son  intérieur  ou  de  sa  surface,  et  oti 
déduira  les  valeurs  de^,  du  volume  aussi  donné  du 
liquide.  Quand  la  valeur  de  g  surpassei*a  cette  frac- 
tion, on  ne  sera  pas  en  droit  d^en  conclure  que  la 
/îgure  pei*manente  du  liquide  soit  impossible ,  mais 
seulement  qu  elle  ne  peut  pas  être  un  ellipsoïde  de 
révolution  ;  car  si  Ton  excepte  le  cas  où  l'on  suppose 
cette  figure  très  peu  différente  d'une  sphère,  on  n^a 
point  encore  démontré  que  la  tigure  elliptique  de 
révolution  soit  la  seule  qui  convienne  à  l'équilibre 
des  forces  centrifuges  et  des  actions  mutuelles  des 
molécules  :  on  n'a  même  pas  prouvé  que  la  sphère 
soit  la  seule  figure  que  puisse  prendre  une  masse 
'^fluide  en  repos,  dont  les  molécules  s'attirent  mu- 
tuellement ,  quelque  naturel  q-ue  cela  paraisse. 

592.  Si  la  quantité  «  est  une  très  petite  fraction , 
ou  satisfait  à  1  équation  {d)  en  prenant  pour  y  une 
quantité  trcss  petite.  Oa  a  aloi^ 

«nrc  (tang  z=  y)  =  y  —  ly^  ^  etc.. 


34-  y^  _        3  9 
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et  CD  substituant  ces  valeurs  dans  réqn3liou(r/j,  sup- 
primant te  facteur  y ,  commua  à  tous  les  termes ,  et 
négligeant  ensuite  les  paissaDces  (le  y  sapérieims  i 
ta  première,  ou  trouve 

i5< 

>■  =— ; 

ce  qui  répond  à  uo  ellipsoïde  très  peu  aplati.  L'«[^- 
tisscment  sera  à  peu  près  ■;>',  puisque  les  deux 
demi-axes  sont  c  et  c  \/i  +>'■  On  poumt  prendre 
a'c  pour  la  force  centrifuge  à  l'équateur,  et  j'xfpc 
pour  l'altractloQ  en  un  point  de  la  surface  ;  ce  qui  se- 
rait les  valeurs  exactes  de  ces  deux  forces,  si  le  corps 
était  exactement  splierique.  Le  rapport  de  la  première 
à  la  seconde  est  égal  à  3i;  par  conséquent,  lorsqu'un 
fluide  homogène  touroe  autour  d'un  axe  fîrc,  et  s'é- 
carte très  peu  de  la  figure  sphérique,  son  aplatisse- 
ment est  égal  â  cinq  fois  la  force  centrifuge  à  l'équa- 
tion divisée  par  quatre  fois  l'attraction  à  lasurface.On 
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robseiTâtioD,  est  comprise  entre  ces  deux  limites, 
comme  dans  le  cas  d'une  masse  flaide  dont  la  densité 
décroît  du  ceotre  k  la  sor&ce. 

£o  faisant 


s  =  c,* .  V/^*  +  ^-  =  c  v/i  +  y% 


dans  lès  valenrs  de  Z  et  V^X*-|- Y*,  et  développant 
ensuite  suivant  les  puissances  de  > ,  on  trouve 

z  =  _<f'(.+4t-+«c.), 

pour  les  attractions  qui  ont  lieu  aux  pôles  et  à  Téqua- 
teur.  J'ajoute  à  la  seconde  la  force  centrifuge  a*c, 
dont  la  valeur  est  ^firpcêp  ou  le  produit  de  f  ^/pc  et 

de  — ,  d'après  ce  qui  précède;  il  vient 

.  VXr+Y«H-*V=-Mî:(i-2^  +  etc.), 

pour  la  pe^nteur  à  l'équateur.  En  en  retranchant  la 
pesanteur  Z  au  p61e ,  et  divisant  par  celle-ci ,  on  a 


i/X«  +  Y*  +  *'<?— Z       i    . 

Z  ^^  •' 

en  torte  qu'en  négligeant  le  carré  de  ^* ,  ce  rapport 

est  égal    à  laplatissement  -y,  et  par  conséquent  « 

la  somme  de  ces  deux  quantités  a  pouf  valeur  cinq 
fois  la  force  centrifuge  divisée  par  4e  double  de  la 


3. 
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pesanteur  à  l'équatenr,  conforméinent  ao  Ihcorème 

cité  daos  le  n°  193. 

Dans  ce  même  cas  d'une  très  petite  valeur  de  t,  oa 
satisfait  encore  à  l'équatiOQ  {(f)  au  iïio_yen  d'uae  In» 
grande  valeur  de  y.  On  a  idenli(|uen)eQt 
• 
arc  (tang  =  j.)  =i'7r  —  arc  (tang  =  ^)  ; 

pour  une  semblable  valeur  de  > ,  on  anra  donc,  en 

série  convergente, 


:+\i.~ 


5?- 


arv{\mg  =  y)= -li- 
on a  de  même 

I      I 

et  en  subfltituaDt  ces-  déreloppemens  dans  l'ëqua- 
dou  (rf) ,  00  en  déduira  ensuite  une  valeur  de  ^  of^ 
donnée  suivant  tes  puissances  croissantes  de  i,  sa-  J 


— +elc.  i 
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ne  sont  sollicités  que  par  des  forces  étrangères , 
c*est^-dire,  par  des  attractions  ou  répulsions  qui 
émanent  de  centres  fixes,  et  sont  fonctions  des  dis-* 
tances  à  ces  centres.  Supposons  que  ABCD  (fig.  37) 
soit  la  surface  libre  d'un  liquide  en  repos ,  ou  tour-* 
nanty  pour  plus  de  généralité^  autour  d'un  axe  fixe. 
Soit  EFGH  une  surface  de  niveau- tracée  dans  son  in- 
térieur;  et  appelons  R  la  résultante  de  toutes  les 
forces  qui  agissent  au  point  quelconque  M  de  cette 
surface.  Dans  les^eux  cas  qu'on  vient  de  distinguer^ 
cette  force  sera  dirigée  suivant  la  normale  NMP  en 
ce  point;  or^  dans  le  second  cas,  sa  grandeur  et  sa 
direction  ne  dépendant  d'aucune  action  des  points  du 
fluide  f  elle  restera  encore  perpendiculaire  à  la  sur* 
face  EFGH ,  si  Ton  enlève  la  couche  du  liquide  com- 
prise entre  EFGH  et  ABCD;  de  sorte  qu'après  cette 
soustraction ,  le  liquide  terminé  par  EFGH  demeur- 
rera  encore  en  équilibre  :  mais  dans  le  cas  des  .actions 
mutuelles  des  points  du  système ,  la  force  R  dépen- 
dra de  l'action  de  ce  liquide  intérieur  et  de  celle  de 
la  couche  extérieure  ;  elle  changera ,  en  général ,  de 
grandeur  et  de  direction ,  lorsqu'on  supprimera  la 
conche  comprise  entre  ABCD  et  EFGH,  et  l'équilibre, 
du  liquide  terminé  par  EFGH  n'aura  plus  lieu.  Pour 
qu'il  se  rétablisse,  il  faudra  que  la  surface  EFGH 
diange ,  et  devienne  perpendiculaire ,  en  chaque 
peint  M  y  à  la  seule  partie  de  la  force  R  qui  sub- 
^stera* 

L'action  de  la  couche  extérieure,  cotnprise  entre 
ABCD  et  EFGH,  sera  nulle  sur  tous  les  points  du 
fluide  intérieur  et  de  la  surface  EFGH,  lorsque  la 

35.. 
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masse  entière  (lu  fluide  sera  homogène,  quelle  a'é' 
cariera  peu  de  Is  ligure  sphérîqiie,  vt  que  ses  pointe 
ne  seront  Mliicités  que  par  leurs  attractions  muluetUn 
en  raison  inverse  du  carré  des  distances,  el  par  la 
force  centrifuge.  En  etfet,  toutes  les  surfaces  de  ni- 
veau sont  nlors  des  ellipsoïdes  semblables,  et,  consé- 
quemment,  la  couche  comprise  entre  deux  decessor- 
(aces  ABCD  et  BFGH ,  n'exerce  aucune  action  sur  le-t 
points  situés  dans  l'espace  intérieur  {  n"  to5J.  Mais 
cette  nullité  de  l'action  d'une  couche  terminée  par 
deux  surfaces  de  niveau,  sur  le  fluide  iatérienr,  n'est 
pas  une  condition  de  l'équilibre  des  fluides;  les  forces 
étant  toujours  celles  qu'on  vient  de  su{^>oser,  elle  n'a 
plus  lieu,  par  exemple,  lorsque  le  liquide  est  bélé- 
rogèiie  ;  ce  qui  rend  dissemblables  les  sur&cea  de  ni- 
veau, qui  sont  encore  elliptiques,  et  telles  que  Tel- 
lipticité  de  la  surface  quelconque  EFGH  dépend  de 
l'épaisseur  et  de  la  constitution  de  la  coa^e  exié- 
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surface  exlérieure  de.  la  cowchc  addiiive  peut  èb^  ud 
ellip^ide  senofblable  à'EFGH,  et  ayant  pçor  centre 
un  point  de  Fùe  de  rotation  différent  du  point  0.  La 
suffiNse  extérieure  de  cette  couche  peut  aussi  avoir 
ce  point  pour  centre ,  et  être  un  ellipsoïde  dont  l'aphn 
tîsseinent  soit  différent  de  celui  de  la  surface  inté^ 
rienre.  Pour  le  &ire  voir,  soient  ABCD  et  kfSf€fiy 
(fig.  38)  les  decfx  ellipsoïdes  différensqui  satisfont  à 
la  condition  d'équilibre  d'un  même  fluide  homogène, 
tournant  autour  d'un  axe  fixe  avec  une  vitesae  an|{lh* 
laire  donnée  (n«  5gi)  i  soient  aussi  EFGH  et  FF'G'H' 
deux  surfaces  de  niveau ,  tracées  dans  rintérieur  de 
ces  eUipsoïdes ,  semblaUes  aux  surfaces  extérieures , 
ayant  le  même  centre  O  que  celles-ei,  et  se  oou-^ 
pant  au  point  M  :  sans  trouUer  Téquilibre  du  li- 
quide terminé  par  EFGH,  on  y  pourra  ajouter  la 
couche  comprise  entre  les  deux  surfaces  EFGH  et 
A^B^Ciy,  dissemblables  et  concentriques.  On  remar* 
quera  que  non -^seulement  l'action  de  cette  couche 
addîtive  sur  les  points  du  liquide  intérieur  et  de  la 
sùr&ce  EFGH,  n'est  pas  nulle,  mais  que  cette  ac- 
tion sur  chaque  point  de  la  surface  n'est  pas  diri^- 
^e  suivant  la  normale*  Ainsi ,  au  point  M ,  l'ac*- 
tion  de  la  couche  comprise  entre  les  surfaces  EFQI 
%t  A'B'CD',  n'est  pas  dirigée  suivant  la  normale  NMF 
à  la  première  surfiice  ;  car  déjà  Faction  du  liquide 
intérieur,  terminé  par  cette  surface ,  est  dirigée  sui- 
vant NM P  ;  et  si  Faction  de  la  couche  additive  avait 
aussi  cette  direction ,  l'action  de  la  masse  totale , 
terminée  par  la  surface  A^B'CD',  serait  encore  di- 
rigée suivant  cette  normale ,  tandis  qu'elle  doit  Tétrc 
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suivant   la  normale  N'MP'  à  l'aulre  fturfàce  de  ni- 
veau E'F'G'H'. 

Quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  an 
fluide  homogène  ou  Iiétérogène  tournant  nulonr 
d'un  axe  fixe,  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que 
la  seule  condition  d'équilibre  est  l'existence  d'une 
quantité  p  qui  satisfasse  à  l'équatîon  (a),  et  qui  soit 
nulle  ou  constante  à  la  surface  libre  du  liquide. 
Toute  antre  condition  qu'on  y  voudrait  ajouter  est 
déjà  comprise  dans  celle-là ,  ou  ne  se  vértHen  pas. 

5g4-  Parmi  les  diOërentes  lois  d'attraction ,  il  y 
en  a  une  qui  n'est  pas  celle  de  la  nature,  mais  qui 
jouit  d'une  propriété  remarquable.  Cette  loi  est  celle 
d'une  action  mutuelle  en  rai&on  directe  de  la  dis- 
tance, et  la  propriété  dont  il  s'agit  corniste  en  ce 
que  la  résultante  des  actions  de  tous  les  points  d'un 
corps,  sur  un  point  quelconque,  est  indépendante 
de  lu  forme  et  de  la  coostîtutioa  de  ce  corps,  ho- 
mogène ou  bétérogène ,  et  la  même  que  si  la  roane 
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par  u.  Par  eopséquenl  >  si  Ton  appelle  X  »  Y  ^^  Z , 
les  ooHiposantes  tdtales  de  la  force  acoëlérmtrice  du 
point  attiré  y  on  aura 

X  =  kXfix'  —  kxl^/A^ 
Y  =  kl,i.y  -  *j2/i^, 
Z  =  kliÂz'  —  kiljii 

les  sommes  2  s'ëteodant  à  tous  les  points  du  corps 
attirant.  Or,  si  Ton  appelle  m  la  masse  entière  de 
ce  corps ,  et  x^^  jr^,  z^,  les  trois  coordonnées,  de 
son  centre  de  gravité ,  on  aura 

il  en  résultera  donc 

X  «=£  km{x^  ■*-  ^)> 
Y  =  km{jr^^  jr), 
Z  5Œ  km{z^  —  z)j 

équations  qui  renferment  évidemment  la  proposition 
qu'il  s  agissait  de  démontrer. 

En  substituant  ces  valeurs  de  X ,  Y,  Z ,  dans  Té- 

quation  {b)f  et  faisant,  pour  abréger,  -^  sa  c,  i| 

vient 

{x,  —  x)da:'\-{j,'^y')dj  +  {z,  —  z)dz 

i{xdx+jdj)z=^0}^ 
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d'où  l'ou  tire  ,  en  inté^raot  et   désirant   par  c  la 

constante  arbitraire, 

(^_.r,)-+(7-Jl-.)-  +  (=-^.)--.(^-+r)  =  '^- 

Celte  ëqualion  sera  celle  des  surfaces  de  niveau 
tlaiis  un  liquide  tournanl  autour  de  l'axe  des  z, 
dont  les  points  s'attireut  en  raison  directe  de  la  dis- 
tance ;  elle  fait  voir  que  toutes  ces  surfaces  seront 
concentriques  et  du  second  degré.  De  plus,  si  l'on 
transporte  l'origine  des  coordonnées  à  leur  centre 
commun ,  c'est-à-dire,  au  centre  de  gravité  du  fluide, 
lus  premières  puissances  des  coordonnées  courantes 
devront  disparaître;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à 
moins  qu'on  n'ait  x,  =  o ,  ^,  =  o ,  z,  ^  o.  L'équa- 
liou  précédente  se  réduit  donc  i 

=-  +  (,-0(x'+j-)='';     C/) 

par  conséquent,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellip- 
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valeurs  de  c.  Pour  détemimer  la  valeur  de  celte 
Quantité  (Jui  t^pond  à  là  surface  extérieure,  oh  éga- 
lera le  volume  de  Fellipsoïde ,  dont  l'expression  est 

^  g  ^Q  volume  donné  du  liquide.  11  est  remar- 
3(1  — •)'  ^ 

quable  que ,  dttiB  ott  exemple  f  le  loi  des  densités  des 
couches  du  fluide  n'a  aucune  influence  sur  sa  figure 
extérieure  et  sur  celle  de  ses^  couches  de  niveau* 
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CHAPITRE  m. 

DE  L'ÉQUIUBRE  DES  FLUIDES  PESAJtS. 

5g5.  Soit  ABCD  (fig.  39)  un  vase  ouvert  à  sa  pai^ 
tie  supérieure,  et  dont  la  base  horizontale  AB  est 
posée  sur  un  plao  fixe.  Supposons  qu'un  liquide  pe- 
sant et  Iiomogèue  s'élève  dans  ce  vase  jusqu'en  A'B'., 
Pour  l'équilibre  de  ce  liquide,  il  faudra  que  la  sur- 
face libre  A'B'  soit  horizontale  ou  perpendiculaire  à 
la  direction  de  la  pesanteur,  et  cet  équilibre  ne  sera 
pas  troublé ,  sï  l'on  exerce  sur  celte  surface  noe  pres- 
sion constante  et  de  grandeur  quelconque. 

La  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface  sera  la 
même  dans  toute  l'étendue  de  chaque  section  hori- 
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point  (n^5']S),  k  la  pression  variable  due  à  la  pesaii» 
f eur  da  liquide.  Il  sera  donc  toujours  £unle  d'y  avoir 
égard  ;  et ,  pour  plus  de  simplicité  ^  nous  pouvons  la 
supposer  nulle ,  et  réduire  Téquation  précédente  à   . 

P  =  rgz* 

Soient  b  la  base  AB  du  vase,  P  la  pression  totale 
exercée  sur  celte  base ,  h  la  distance  de  A'V  k  cette 
même  base ,  ou  la  hauteur  du  liquide  ;  pous  aurons 
k  la  fois 

.z  =  A,      F  s:s  bp  =s  fgbhi 

ce  qui  mootre  que  la  pression  exercée  sur  la  base  ho* 
rizontale  du  vase  est  égale  au  poids  d'un  cylindre 
rempli  du  liquide ,  qui  aurait  pour  base  celle  du 
vase,  pour  hauteur  ce)le  du  liquide,  et  dont  le  vo- 
lume et  la  masse  seraient ,  conséquemment,  bhet  fbh. 

Cette  pression  P  est  donc  indépendante  de  la  tbrme 
du  vase  ;  en  sorte  que  pour  les  trois  vases  représenta 
par  la  Ogure  4o ,  qui  ont  des  bases  équivalentes,  po- 
sées sur  un  même  plan  horizontal ,  et  dans  lesquels 
un  même  liquide  s'élève  à  une  hauteur  qui  est  aussi 
la  même ,  les  pressions  exercées  sur  leurs  bases  sont 
égales ,  quoique  Fun  des  vases  soit  un  cylindre  droit, 
qu'un  autre  s  élargisse  en  partant  de  la  base,  et 
que  le  troisième  aille  en  se  rétrécissant.  Cette  pres- 
sion est ,  pour  chacune  des  trois  bases ,  le  poids  du 
liquide  contenu  dans  le  vase  cylindrique  ;  résultat 
très  remarquable,  qui  est  pleinement  confirmé  par 
l'expérience. 

Dans  le  cas  de  plusieurs  liquides  superposés  dans 
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un  -vase,  il  suffira,  et  il  sera  nécessaire  pour  leur 
équilibre,  que  la  surface  de  séparation  de  deux  li- 
qtaides  coosécutifs  soit  horizontale  (n*  586);  et,  en 
,  effet,  si  cela  est,  chaque  nouveau  liquide  super- 
posé exercera  sur  Ions  les  points  de  sa  base  une 
pression  constante,  qui  ce  troublera  pas  l'éqiùlibre 
du  liquide  inférieur.  Voici  comment  on  pourra  dé- 
tttminer  la  pression  totale  exercée  sur  le  fond  du 
vase. 

596.  Versons  sur  le  fluide  en  équilibre  dans  le 
vase  AfiCO  (lig.  Sg)  uu  nouveau  liquide ,  dont  la 
densité  soit  p',  quî  ait  sa  surface  supérieure  A"B" 
liorizontafe ,  comme  celle  du  premier ,  et  qui  s'é- 
lève k  une  hauteur  h'  au-dessus  du  niveau  A'ff'du 
premier;  ces  deux  fluides  demeureront  en  équilibre 
dans  le  vase.  En  appelant  b'  l'aire  de  A'B',  qui  est 
la  base  du  second  fluide,  il  exercera  sur  cette  base 
une  pression  égale  à  p'gh'b'.  Cette  pression  sera 
transmise,  par  l'intermédiaire  du  liquide  inférieur, 
sQf  le  fond  AB  du  vase;  et  l'aire  de  AB  étant  A, 
il  en  résultera  y  sur  cette  surfece  plane,  une  pret- 
itoD  exprimée  par  f'gk'b  (n*  577);  par  conaëqtmt, 
la  prewion  totale  exercée  par  les  deux  fliùdes  bot 
la  bue  borixontale  du  vase,  sera  pghb-^p'gjfà. 

Si  l'on  verse  un  troisième  liquide  dans  le  vase , 
tUmt  la  surface  A'^B"'  soit  encore  horizontale,  Téqni- 
lîbre  ne  sera  pas  troublé;  p"  étant  sa  densité,  Jl^  la 
hauteur  de  son  niveau  A"'fi'"  au-dessus  de  la  mifttt 
Hipérienre  A"B"  du  second  liquide,  et  l/'  Vàsrti  de  cette 
dernière  surface,  ce  troisième  liquide  exercera  nrt» 
4m80  A"B'.',  une  pression  égale  k-  f'sh"b" ,  qui  sera. 
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tnmsmise  par  le  second  liquide ,  et  deviendra  p"gh"b^ 
sot  la  surface  supérieure  A'B'  ou  b*  du  liquide  infë^r 
rieur;  cette  pression  sera  transmise  de  même,  par 
rintermëdiaire  du  liquide  inférieur  ^  et  deviendra 
f^'gV'h  sur  le  fond  AB  du  vase;  par  conséqueut,  les 
trois  liquides  superposés  exerceront  sur  le  fond  du 
vase  une  pression  égale  à  pghb'\'  p'gb'b'-\^p'gh"bf 
ou  iph  +  p'h'^p''h")gb. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  quand  un  nom-- 
bre  quelconque  de  liquides  de  différentes  densités,  sQPt 
superposés  et  en  équilibre  dans  un  vase ,  la  pression 
qu'ils  exercent  sur  la  base  horizontale  de  ce  vase, 
ne  dépepd  que  de  l'étendue  de  cette  base,  des 
épaisseurs  des  différens  fluides ,  et  de  leurs  densitw« 
Dans  le  cas  d'un  vase  cylindrique  et  vertical ,  elle  sera 
égale  à  la  somme  des  poids  de  tous  les  fluides;  et 
elle  ne  variera  pas  quand  on  changera  la  forme  du 
vase,  pourvu  que  sa  base  ne  change  pas  d'étendue, 
non  i^ns  que  l'épaisseur  et  la  densité  de  chaque  lit* 
qnide. 

Ce  résultat  étant  indépendant  de  l'épaisseur  des  cou* 
dies  horizontales,  il  subsiste  encore  lorsque  ces  couches 
sont  infiniment  minces,  c*est*à-^re,  lorsque  laden» 
site  de  la  masse  fluide  varie  par  degrés  oontinns 
dans  le  sens  vertical,  et  convient,  par  conséquent^ 
aux  fluides  compressibles.  Il  est  également  vrai  quand 
b  pesanteur  varie  d'une  couche  à  l'autre  avec  la  den^ 
site  ;  ce  qui  arrive  lorsque  la  hauteur  du  fluide  n'est 
pas  négligeable  par  rapport  au  rayon  de  la  terre. 
Ceat  aussi  ce  que  l'on  peut  déduire  de  l'équation 
dp^sipgdzt  qui  convient  k  tjpquilibre  de  tous  les 


\ 
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îsans,  compressibles  ou  nou,  et  dans  laquelle 
I  supposer  la  gravité  g  et  la  densilé  f,  ronctions 

fli  ranée  verticale  z. 

.7.  Considérons  acluellemeat  l'équilibre  des  U- 
q  pesaos  contenus  dans  plusieurs  vases ,  et  qui 

peuvent  s'écouler  de  l'un  dans  l'autre  par  des  ou- 
verturt  latérales.  Si  l'on  ferme  à  la  fois  toutes  ces 
ouvertures,  l'équilibre  ne  sera  pas  troublé;  il  fondra 
es  soient  disposés,  daus 
lorizontales;  mais  cette 
1  faudra  encore,  quand 
fermées,  qu'il  existe  uu 
'atioiisdes  liquides  dans 
dra  du  rapport  de  leur? 


\PS 


i  pas  ; 


donc  d'abord  qi 
chaque  vase,  pj 
condition  ne  sullii 
les  ouvertures  ne  seront  pi 
-  certain  rapport  entre  l 
les  vases  diffërens ,  qui 
densités. 

S'il  n'y  a  qu'un  seul  liquide  répandu  dans  plusieurs 
vases  communiquans,  il  faudra  que  le  rïîveau  de  ce 
liquide  soit  le  même  dans  tous  ces  vases.  En  effet, 
considérons  un  liquide  bomogène  contenu  àxiÀ  éepx 
vases,  par  exemple,  qui  communiquent  latéraleniaif 
par  le  canal  EF  (fig.  4t)>  et  qui  sont  posa  sur  des 
{dans  fixes  horizoutaux.  Supposons  que  ce  iKJAide 
s'élire  jnsqa'en  ABdans  l'un  des  vases,  et  jiisqa*cii{!D 
dans  l'antre ,  et  que  ces  deux  secfions  horizontales  ne 
soient  pas  dans  un  même  plan,  de  sorte  qa'eil  pro-' 
loDge»nt  le  plan  de  la  section  CD  de  Tua  des^ises , 
il  vienne  couper  l'antre  vase,  suivant  une  sedion  oC 
sitoée  à  une  distance  cT  au-dessous  de  AB.  Si  l'équi- 
libre existe  dans  cet  état,  il  ne  sera  pas  trouUé  âi 
remplaçant  la  section  ouverte  CD  par  une  paroi  fixe: 
le  flnide  coinivis  eott|||fcB  et  «ff,  exercera  sur  «C  ane 
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{«■essioii  égale  à  pgyj",  en  appelant  p  sa  dauitë,  et  y 
Taire  de  cette  section  a€;  cette  pression  se  transmettra^ 
{»ar  rintermëdiaire  du  liquide  contenu  dans  les  deux 
vkses,  jusque  sur  la  paroi  CD  ;  et  il  (en  ràndtera,  sur 
ce  pian  horizontal ,  une  pression  dirigée  de  bas  en 
haut  et  expriinëe  par  pgyc ,  en  désignant  par  c  Taire 
de  CD.  Par  conséquent  y  l'équilibre  n'aura  plus  lieu 
dès  que  Ton  enlèvera  la  paroi  CD ,  a  moins  que  la 
différence  de  niveau  ^  du  liquide  dans  les  deux  va- 
ses, ne  soit  nulle  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Les  deux  sections  ÂB  et  CD  étant  comprises  dans 
un  même  plan ,  si  l'on  verse  au-dessus  de  AB  un 
liquide  qui  s'élève  jusqu'en  A^\  et  dont  la  densité 
soit  f,  il  exercera  sur  AB  une  pression  égale  à  f^gbh  ; 
b  et  h  étant  l'aire  de  A  B  et  la  distance  comprise 
entre  les  sections  horizontales  AB  et  A'B'.  Cette  près- 
sion  se  transmettra  sur  CD,  où  elle  sera  égale  k  f'gch, 
et  s'exercera  de  bas  en  haut  ;  et  pour  la  détruire ,  il 
£Eiudra  fermer  le  vase  en  CD  par  une  paroi  fixe ,  ou 
verser  au  -dessus  de  CD  un  fluide  dont  la  pression  sur 
CD  soit  égale  et  contraire  à  p^gch.  Dans  ce  dernier 
cas,  si  le  fluide  s'élève  jusqu'en  CD%  que  l'on  repré- 
sente par  Pj  sa  densité ,  et  par  k  la  distance  comprise 
entre  CD^  et  CD ,  la  pression  exercée  par  ce  fluide 
sur  CD,  sera  pjgkc;  et  pour  l'équilibre,  il  £iudra  qu'on 
ait  f^k  =  f'h. 

On  voit  donc  que  pour  l'équilibre  des  liquides  dif- 
ferens  contenus  dans  des  vases  communiquans,  il  est 
nécessaire  que  leurs  densités  soient  en  raison  inverse 
de  leurs  élévations  au-dessus  des  sections  de  ces  vases, 
faites  par  un  même  plan  horizontal.  Si  l'on  verse  de 
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nouveaux  liquides  au-dessus  de  ceux  qu'on  viênFL. 
considérer,  on  verra  de  même  qu'en  désignant  par 
h,  U,  K'^eXc,  les  épaisseurs  de  ces  liquides  datn 
l'ut)  des  vases,  et  par  p',  p',  ç,'" ,  etc.,  leurs  deositéB, 
cl  en  represeulant  par  A,  A^,  4,j,  etc.,  f,,  f,  ,  p,  ,  etc., 
les  quantités anatogue:^  daus  nn  autre  vase,  il  fandm 
qu'où  ait  l'équation 

-  f'A+p7('-i-f"'A"+elc.  =  p/;H-p„i,  +  p„,A^H_etc.i 

d'où  il  résultera  que  les  pressions  rapportées  à  l'aiiité 
de  surface  seront  égales  sur  les  deux  surfaces  supé- 
rieures Afi  et  CD  du  liquide  homogèue  qui  va  d'un 
vase  à  l'autre,  et  qui  peut  être  celui  dont  Is  densité 
est  p',  ou  celui  dont  la  densitécst  p^,  on  plus  généra- 
lement un  autre  liquide  quelconque,  pourvu  que  les 
deux  surfaces  AB  et  CD,  qui  le  termiuenl,  soient  coibtt 
prises  dans  un  même  plan  borizoulal. 

On  peut  remarquer  que  des  couches  iofinimenl 
iHÎnixs,  (umpriaes  daiu  des  T«K»  4i^rflq»^  irt  «aii^ 
imes  9f*^  les  ninws  plans  horuQat»gx„^qt>ftTiii<m 
U  Vti^  prewion  rapportée  k  IVoité  df  «mMb!»  Vifc 
jàq-]4iïSMU  àM  pUn  q^i  tenaiae  le  liqqide  infifijâw,, 
«P^  pqqrrtvit  cfuitenir4e8  liqu^les  4ifiënnifljl»Miili 
gpeies  pr^pqçtés  jiw  coiipb««  à*  nivfaù ,  hq  ytffm 
diculaires  à  la  direction  de  la  pesanteur,  npt.hjpft.lirK. 
qoentàr^Utédeapressipits,  m»is  «09  phn^qi^ia 
k  rhomogéoéité  Ùa  liquide  (p."  S^),  Ipraqiie  w».C9*r 
£hes4pat  iqtanmD'pnes  par  des  p^Fois  fiyes,   . 

S98.  Les'lois  de  J'éqnilibre  cle»Anidcs.pelany  Jm  . 
•dl«a  .TWCscovRiuiiiqaaM^soiitsqsoeptiUâvl'a^faiiHl 
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nombre  d  applications  dont  nous  nous  bornerons  à 
indiquer  les  plus  communes. 

Celle  qui  se  présente  la  première ,  et  que  nous  ne 
ferons  qu'énoncer,  est  la  théorie  des  nivellcmens  et 
des  instrumens  qu'on  appelle  des  nweaux. 

Dans  \c  siphon  j  AonX  les  deux  branches  s'ouvrent 
à  leur  partie  supérieure ,  et  qui  contient  de  Feau  ou 
un  autre  liquide ,  l'équilibre  a  lieu  quand  les  deux 
extrémités  du  fluide  sont  comprises  dans  un  même 
plan  y  quelle  que  soit  la  grandeur  de  la  pression  at- 
mosphérique en  ces  deux  points.  L'équilibre  peut  aussi 
exister  dans  le  siphon  renversé ,  pourvu  qu'alors  la 
pression  atmosphérique  ait  une  grandeur  convenable. 
Soient  ABC  (fig.  4^)9  ^  ^^be  renversé ,  B  son  point 
le  plus  haut,  E  et  F  les  points  où  le  liquide  s  arrête 
dans  ses  deux  branches,  et  qui  sont  situés  dans  un 
même  plan  horizontal.  Si  Ton  appelle  p  la  densité 
du  liquide  et  h  la  hauteur  du  point  B  an-^lessus  de 
ce  plan ,  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface , 
exercée  par  le  liquide  en  ces  points  E  et  F  sera  égale 
à  fghi  et  en  appelant   «29*  la.  pression  atmosphé- 
rique qui  s'exerce  de  bas  en  haut  en  chacun  de  ces 
points,  il  faudra  donc  qu'on  ait  ^  >  pgA,  ou  tout  au 
plus ,  ^  =  fg'/^ ,  pour  que  cette  pression  empêche  le 
liquide  de  s'écouler.  Dans  le  second  cas,  la  pression  au 
point  B  sera  nulle;  dans  le  premier,  elle  sera  égale  à 
fsr — fgh  ;  et  si  Ton  avait  nar  <;  pgA,  la  pression  au  point 
B  serait  négative ,  le  liquide  se  diviserait  en  ce  point, 
et  s'écoulerait  par  les  deux  branches  du  siphon.  Au 
reste,  dans  le  siphon  renversé,  l'équilibre  du  liquide 
n'est  qu'instantané,  et  ne  peu  t  s'observer  qu'à  raison  de 
2.  36 
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l'adhérence  de  ses  molécules  entre  elles  ou  roiilre 
l'intérieur  du  tube;  dès  que  son  cxtréniîtd  F  est  un 
peu  au-dessous  ou  au-dessus  de  son  cxtremîtê  E, 
l'excès  de  la  pression  atmosphérique  sur  la  pression 
du  liquide,  est  plus  grand  ou  plu-S  pclil  au  point  E 
qu'au  point  F  ,  et  le  liquide  s'écoule  par  la  branche 
BC  ou  par  la  branche  BA  du  sîplion.  Dans  rttsagf 
ordinaire  de  ce  tube  renversé,  la  branche  la  plus 
.  courte  BA  est  plongée  daos  un  vase  H  ,  coalenaiit  un 
liquide  qui  s'élève  jusqu'au  point  D  du  tube;  un  fait 
le  vide,  en  aspirant  l'air  que  ce  lube  renferme;  le 
liquide  s'élève  au-dessus  de  son  niveau  primitif,  jus- 
qu'à ce  qu'il  ait  atteint  lesommetB  du  tube;  il  des- 
cend ensuite  jusqu'au  point  C,  puis  il  s'écoule  par 
cette  extrémité  du  tube.  L'écoulement  s'aiTÔtcratt , 
lorsque  le  point  D,  eu  s'abalssant  dans  la  brandie  DA, 
se  trouverait  au-dessoas  du  point  C;  ce  qni  ne  peut 
arriver ,  puisqu'on  suppose  que  AIÏ  est  la  plus  courte 
des  deux  branches  du  tube. 
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section  horizontale  AB.  Cela  étant ,  si  Ton  ajoute  au 
poids  du  couvercle  un  nouveau  poids  X,  le  liquide 
sNibaissera  en  A'fi'  dans  la  caisse  H  ^  et  l'ëievera  en  F 
dans  le  tube  DE.  Par  cette  addition  de  X^  la  pression 
rapportée  à  runitc  de  sarface  sera  plus  grande  en  A'B' 

qu'en  AB,  de  la  quantité  t-,  en  désignant  par  b  Taire 

de  la  section  horizontale  de  H  ;  en  même  temps ,  la 
pression,  aussi  rapportée  à  l'unité  de  surface,  et  duc 
au  poids  de  Teau  contenue  dans  le  tube  vertical  DE, 
augmentera  d'une  quantité  fgoo,  en  désignant  par  p  la 
densité  du  liquide ,  et  par  jc  l'élévation  du  point  F' 
au-dessus  du  point  F.  Pour  que  l'équilibre  sub- 
siste ,  il  faudra  donc  qu'on  ait 

X  =:  fgbxi 

équation  qui  fera  <x>naaltre  le  poids  X  d'après  l'ob- 
servation de  X.  On  a  soin  que  b  soit  une  très  grande 
surface,  afin  que  des  élévations  peu  considérables  de 
l'eau  dans  le  tube  vertical,  puissent  répondra  à  de 
très  grandes  charges  du  couverde  mobile,  et  servir 
à  les  mesurer.  La  section  horizontale  du  tube  est  très 
petite  par  rapport  à  6,  et  il  en  résulte  que  les  abais- 
semens  du  couvercle  dans  la  caisse  H  sont  très  petits, 
par  rapport  aux  élévations  du  liquide  dans  le  tube  ; 
car  si  l'on  appelle  J^  la  distance  comprise  entre  AB  et 
•  A'B',  et  c  la  section  horizontale  du  tube ,  on  aura 
.bjrz=ca:  y  puisque  le  volume  total  de  l'eau  doit  être 
invariable.  Le  tube  DE  pourrait,  au  reste,  n'être  ni 
vertical,  ni  cylindricpie ;  et  la  formule  précédente 
donoerait  toujours  la  valeur  de  X^  pourvu  que  x  fût 

36.. 
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la  distance  comprise  entre  les  deux  niveaux  du  li- 
quide en  F  et  en  F'. 

Un  harmnèlre.  est,  en  {^ctiéral,  un  lube  ABC 
(iig.  ^/() ,  dont  les  deux  branches  lïA  cl  BC  sont  vei^ 
lieales,  et  qui  est  fermé  a.  rexlreniïlé  A  Je  BA  ,  et 
ouvert  à  l'extrcniité  C  de  BC.  On  fait  exactement  le 
ville  dans  ce  tube  ,  puis  on  y  verse  du  mercure,  qui 
s'élève  jusqu'en  D  dans  la  brancbe  AB,  et  à  une  moin- 
dre lianteur,  jusqu'en  E,  dans  la  branche  ouverte  CB. 
Si  l'on  mène  par  le  point  F-  un  plan  liorîzonUl  qui 
coupe  en  F  la  branche  AB,  le  mercure  sîlué  aa-dcs- 
sous  de  ce  plan  sera  tie  lui-même  en  éfpiilibre;  et, 
pour  que  cet  étal  subsiste,  il  faudra  qoe  les  pressons 
rapportées  h  l'unilé  de  surface,  qui  sont  exercées  en 
F  par  le  mercure  FD,  et  en  E  par  l'atrao^plicre  , 
soient  égales  entre  elles.  D'après  cela  ,  j'appelle  tîr  la 
pression  atmosphciiquc,  je  désigne  par  m  la  densité 
du  mercure,  et  par  h  la  hauteur  verticale  du  pofait  D 

nii-dpcciiG   An  noint  P.   f'i>E*_9-H!n»     U  AltCâm„j>t,  Jac 
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ayant  pour  base  Funîté  de  surface,  et  sctendant 
ifidéfîniment  dans  l'atmosphère  :  il  dépend  du  dé- 
croissement  de  la  pesanteur,  à  mesure  que  Ton  se- 
lèye  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre ,  de  la  den- 
sité et  de  la  température  des  couches  d'air,  et  des 
quantités  de  vapeur  d'eau  qu'elles  peuvent  contcr- 
nir.  Ce  poids  pouvant  varier  dans  un. même  lieu 
de  la  terre,  la  hauteur  barométrique  A  varie  aussi  ; 
elle  change  encore  de  grandeur,  à  raison  des  vents 
verticaux,  qui  rendent  la  pression  atmosphérique 
plus  grande  ou  plus  petite  qu'elle  ne  serait  daii^' 
l'état  de  repos  de  l'air:  à  Paris,  la  valeur  la  plus 
commune  de  h  est  o",76. 

Si  l'on  remplaçait  le  mercure  par  un  autre  li* 
quide  dans  le  baromètre,  la  hauteur  h  changerait 
en  raison  inverse  de  la  densité  de  ce  liquide,  com- 
parée à  celle  du  mercure,  en  supposant  toujours 
qu'il  .j(  ait  un  vide  sensiblement  parfait ,  au-dessus 
du  niveau  D,  dans  la  braucbc  fermée  du  Ijai^omè- 
tre.  Pour  Teau ,  celte  élévation  h  est  denvirori 
io",4'>  et  c'est  aussi  la  plus  grande  liaiitcur  à  la- 
quelle Veau  puisse  s'élever  dans  une  pompe ,  au- 
dessus  de  son  niveau  extérieur.  Quand  il  existe  une 
couche  d'air  entre  la  surface  du  liquide  et  le  /i/^- 
ton,  cet  air  se  dilate;  il  exerce  sur  le  liquide  in- 
térieur une  pression  moindre  que  celle  de  l'atmos- 
phère, mais  qui  diminue  l'élévation  de  l'eau,  et  la 
réduit  à  une  grandeur  que  nous  déterminerons  dans 
un  autre  chapitre. 

599.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  du 
calcul  dos  pressions  exercées  par  les  liquides  pesans 
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sur  les  parois  încliiices  ou  courbes  des  vases  qui 
contiennent,  el  sur  les  surfaces  tics  corps  solides 
y  sont  plongés. 

La  pression  exercée  par  un  liquide  homogène  sar 
une  paroi  plane  inclinée,  est  égale  au  poids  d'un 
prisme  de  ce  liquide  qui  aurait  pour  base  cette  pa- 
Foi,  et  pour  hauteur  la  distance  de  M}»  centre  de 
gravité  au  niveau  du  liquide.  Eu  eHet,  soient  a  un 
élément  de  cette  paroi ,  et  z  sa  distance  au  niveau 
du  liquide  ;  la  pression  sur  cet  élément  sera  pa  ou 

*  çgza>,  en  mettant  pour  p  sa  valeur  précédente  (n*  5g5); 

-'et  comme  les  pressions  sur  tous  les  élëmens  sont 
perpendiculaires  à  la  paroi  plane  ,  la  résultante  de 
ces  forces  parallèles  aura  pour  valeur  le  produit  de 
fg  el  de  l'intégrale  de  ro,  étendue  i'i  1.t  paroi  en- 
tière. Or,  celte  intégrale  est  égale  à  hz^ ,  en  appe- 
lant b  l'aire  de  la  paroi ,  et  £,  la  distance  de  BOrift 
centre  de  gravite  au  niveau  du  liquide  ;  la  nld^| 
de  l»  pression  sur  le  pian  incliné  sera  donc  fgis,  t 
conformément  à  l'énoncé  du  théorème. 

Dans  le  cas  de  plusieurs  liquides  superpoaéB  daoi 
le  vase ,  on  déterminera  séparément  les  prcMOM 
exercées  on  transmises  sur  la  paroi  încliDée,  ftt 
chacun  de  ces  liquides;  et  lenr  somme  sera  la  |*a»- 
sion  totale  c^ue  cette  surface  plane  aura  i  sapfar» 
ter.  La  pi'ession  «v  '  de  l'atmosphère  angmontera 
cette  pression  totale  d'une  quantité  égale  à  bm. 

Tous  les  points  de  la  base  horizontale  du  viM 
éprouvant  des  pressions  égales ,  la  résultante  de  «i 
forces  parallèles  passe  par  le  centre  do  gnvîlë  de 
cette  base;  mais,  dans  le  cas  d'une  paroi  inclina  « 
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les  aemens  in.fërieurs  éprouveront  des  pressons  plus 
grandes  que  celles  des  élëraens  supérieurs  ;  et  le  point' 
où  la  résultante  totale  vient  percer  la  paroi  y. qu'on 
peut  appeler  le  centre  de  pression,  sera  toujours  plus 
bas  que  le  centi^  de  gravité  de  cette  mêine  surface. 
Quand  une  paroi  plane ,  plongée  dans  un  liquide  ho- 
mogène^  tourne  autour  de  son  centre  de  gravité ,  la 
pression  .qu  elle  éprouve  ne  change  pas  de  grandeur , 
mais  le  point  d'application  de  cette  force  normale  et 
constante  change  de  position  sur  cette  surface. 

6oo.  Pour  donner  un  exemple  de  la  détermina- 
tion du  centre  de  pression ,  supposons  que  la  paroi 
plane  soit  un  trapèze  ABCD  (fig.  4^) ,  dont  les  deux 
bases  AB  et  CD  sont  horizontales.  Si  nous  partageons 
cette  surface  eu  élémens  parallèles  à  ces  bases  et  d'une 
hauteur  infiniment  petite ,  chacun  de  ces  élémens 
éprouvera  la  même  preteion  dans  toute  sa  longueur, 
et  son  centre  de  pression  sera  situé  à  son  milieu;  or, 
si  Ion  prolonge  les  côtés  AC  et  BD  du  trapèze,  jus- 
qu'en leur  point  de  rencontre  K,  et  qu'on  mène  la 
droite  KH,  qui  va  de  ce  point  au  milieu  H  de  AB, 
cette  droite  passera  aussi  par  le  milieu  G  de  CD ,  et 
par  les  milieux  de  tous  les  élémens  du  trapèze  ;  elle 
renfermera  donc  le  centre  de  pression  demandé  ;  et 
il  ne  s'agira  que  de  déterminer  la  distance  de  ce 
point  à  AB. 

Soient  x'  cette  distance^  «r  celle  d'un  élément 
quelconque  à  la  même  base  AB ,  2^  la  longueur  MN 
de  cet  élément,  z  sa  distance  au  niveau  du  fluide,  h 
la  hauteur  du  trapèze.  L'aire  de  cet  élément  et  la 
pression  quil  éprouve  seront  udx  et  fgzudjo}  la  près- 
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/h  ^ 

fgzudxi  et  d'aprâ 

la  théorie  des  momens  des  forces  parallèles ,  on  aon 


■'/     Fgziidx  ^    f    xfgziidx. 

lu  du 
plan  V 

Jîquii 

ion 

ant 

I 


Soit  aussi  c  la  distiince  de  AB  au  niveau  du  li- 
quide ;  appeloas  «  l'angle  compris  cuire  le  plan  vcr- 
tical,  (fui  va  de  cette  droite  au  niveau  du  liquide, 
et  le  prolongemeot  du  plan  du  trapèze;  On  aura      —  i 

z  =  c  ~\-  X  cos  a  ; 

et  si  l'ou  substitue  celle  valeur  de  ::  dans  l'cfpialïon 
preccdeute,  et  qu'on  supprime  le  ïacteur  g^  constant 
et  commun  à  ses  deui:  membres,  il  en  résallera 


=^  c  I     xiulx-\- cos  X.  f    x'utfx. 
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,  bk  ah-^ia — b)x 

a — b  '  h 

En  mettant  cette  valeur  de  u  dans  lequation  précé- 
dente f  et  effectuant  les  intégrations ,  on  en  déduit 

f  ^hc  {a  +  ai)  +  **(«  +  3i)  cos  u 

Par  conséquent  y  si  Ton  mène  à  cette  distance  x\ 
une  parallèle  EF  à  la  droite  ÂB,  le  point  P,  où  elle 
coupera  la  ligne  GH ,  qui  va  du  milieu  dç  AB  à  celui 
de  CD,  sera  le  centre  de  pression  du  trapfee. 

La  figure  ^S  suppose  que  la  base  supérieure  ÂB 
soit  la  plus  grande;  si  le  contraire  avait  lieu ,  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  suffirait  de  remplacer  l'angle  et  par 
son  supplément  y  ou  de  clianger  le  signe  de  cosa, 
dans  cette  formule. 

Dans  le  cas  de  a  =  go^,  la  paroi  est  horizontale,  et 
la  formule  se  réduit  à 

,   _  A  (g  +  ai) 
■        ~     Z{a  +  b)  ' 

ce  qui  coïncide,  effectivement,  avec  la  distance  du 
centre  de  gravité  du  trapèze  à  sa  base  a. 

Quel  que  soit  l'angle  a ,  si  cette  base  est  à  fleur 
(Feau,  on  a  c  =  0,  et  la  valeur  générale  de  x'  de- 
vient 

,  _  h(a  +  3b)^ 

2(a  +  2i)  ' 

de  sorte  qu'elle  est ,  dans  ce  cas ,  indépendante  de 
rinclinaison  de  la  paroi.  Le  trapèze  se  changera  en  un 
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parallelogramnie,  quand  on  suppose  b  =:  a;  ell 
alors 

a'  =  I  /i. 

Il  se  change  en  un  triangle  daas  les  deux  cas  de  b^o 
et  n  =  o  ;  pour  lesquels  on  aura 

x'  =  ^h,     x'  =  ^k.  ^Ê 

Dana  le  premier  cas ,  c'est  la  base  du  triangle  qai  cÂ  ' 
njleur  (teau,  et  x'   est  la   distance  du  cenirc  de 
pression  à  cette  base;  dans  le  second  cas,  or'  est  la 
distance  ad  sommet  qui  se  trouve  à  U  sur£tce  du  li- 
quide. 

Goi.  Sur  une  portion  de  surface  courbe,  les  pres- 
sions se  détermineront  en  décomposant  d'abord  la 
pression  normale  à  chaque  élément,  en  trois  forces 
pat-allèies  aux  axes  des  coordonnées,  et  calcoUnt 
ensuite  par  des  intégrales  doubles,  les  compoBaDlcs 
totales  suivant  ces  trois  directions,  lesquelles  compo- 
santes se  réduiront  au  moins  à  deux  forces,  qui 
pourront,  le  plus  souvent,  n'être  pas  réductibles  à 
une  seule  (a*  a64)-  Mais  quand  il  s'agira  des  pressions 
exercées  sur  la  snr&ce  entière  d'un  corps  pkmgs  daas 
un  fluide ,  la  réduction  à  nue  seule  force  aura  tou- 
jours lieu,  et  cette  résultante  aaique  sera  Tertkde, 
ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Soit  AMB  (fîg.  46}  le  corps  dont  il  est  questioo; 
désignons  par  x,j',  2,  les  coordonnées  rectangulaires 
du  poiut  quelconque  M  de  sa  surface,  et  prenons  le 
niveau  du  fluide  pour  le  plan  des  or  et_^,  et  l'aie 
des  z  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 
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Appelons  Où  rëlëment  difTérentiel  de  la  surface,  étp 
la  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface ,  qui  répon* 
dent  au  point  M  ^  de  sorte  que  pc9  soit  la  pression 
exercée  sur  cet  élément,  et  dirigée  suivant  la  normale 
intérieure  MN.  La  valeur  de  p  sera  la  même  pour 
tous  les  points  qui  sont  à  la  même  distance  z  du  ni- 
veau da  liquide ,  soit  que  ce  fluide  stagnant  soit  ho- 
mogène ,  ou  qu'il  soit  seulement  composé  de  couches 
horiiontales  dont  la  densité  ne  varie  que  dune  tx>u- 
che  à  «ne  antre.  Soient  encore  a  t  C,  >,  les  angles  que 
fait  la  normale  MN  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x^ 
jfZf  menées  par  le  point  M  dans  l'intérieur  du  corps. 
Enfin,  projetons  m  sur  les  trois  plans  des  coordon^ 
nées,  et  désignons  les  projections  de  cet  élément^ 
par  a  sur  le  plan  des^  et  z,  par  b  sur  celui  des  z  et 
X,  et  par  c  sur  celui  des  x  et^.  En  observant  que 
A,  C,  >,  sont  aussi  les  inclinaisons  du  plan  tangent 
en  M  sur  ces  trois  plans ,  nous  aurons  (n*  i  o) 

a  =  â^cosct,     h  =  fi7cosf,     c  =  ûfcos^^; 

et  n  l'on  multiplie  ces  équations  par  p^  il  en  résul- 
tera 

pazszpacosA,    pbzsipcùcosC^    pc^zpocosy; 

ce  qui  montre  que  les  produits  pu,  pb,  pc,  sont  les 
composantes  parallèles  aux  axes  des  x,jr,  z,  de  la 
pression  normale  po»;  en  sorte  que  la  composante 
perpendiculaire  à  chaque  plan  des  coordonnées,  et^ 
généralement  a  un  plan  quelconque ,  se  déduit  de/M9 , 
en  y  remplaçant  l'élément  C9  par  sa  projection  sur  ce 
plan. 
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Cela  posé,  le  corps  AMB  étant  terniiaé  de  toute*'" 
paris,  il  y  a,  au  moins,  un  second  étëment  de  sa  sur* 
t'acL'  qui  a  la  même  projectîou  sur  cbaquc  plan  doiiuc, 
que  1  élément  u.  Ainsi,  en  abaissant  du  point  M, 
une  perpendiculaire  MP  sur  le  plan  des  j-  cl  z,  cette 
perpendiculaire,  on  son  prolongement,  rencontrera  la 
surface  du  corps  en  un  point  M',  cl  ta  projection  de 
l'élément  Cl)' qui  répoudàce  point,  sera  égale  À /i  sur  ce 
plan ,  comme  celle  de  ce.  Les  deux  élémens  étant  siloé 
à  la  même  dislance  du  niveau  du  liquide,  éprouve- 
ront les  pressions  normales  /?a»  et  pro' ,  qui  seront 
entre  elles  comme  les  aires  a  et  en' ,  dont  le  rap|N)rt 
peut  avoir  une  grandeur  quelconque.  Mais  leurs 
composantes  parallèles  à  l'axe  des  x,  auront  une 
valeur  commune  pa,  et  les  forces/»»  et  pat'  agt!>5ant 
suivant  les  normales  intérieures  MN  et  M'M',  ces 
composantes  égales  agiront  évidemment  en  sens  c<ki* 
traire  l'une  de  l'autre,  savoir,  de  M  vers  M'  au  point 
M,  et  de  M'  vers  M  au  point  M'.  Par  conséquent  h 
composante  parallèle  à  l'axe  des  x,  de  la  pression 
exercée  sur  a,  sera  détruite  par  la  composante cai- 
vaat  la  même  direction,  de  la  pression  exercée  nr 
un  antre  clément  a'.  On  verra  de  même  que  la  com- 
posante de  p'Ji ,  parallèle  à  l'axe  des  j ,  sen  aosai 
détruite  par  la  composante  suivant  cette  direction,  de 
la  pression  relative  à  un  troisième  élément^*  lequel 
répondra  au  point  OÙ  la  perpendiculaire  abainée  d> 
point  M  sur  le  plan  des  x  et  z,  rencontrera  one^^^ 
coode  fois  la  surface  du  corps.  Or,  on  condat  de>là 
que  ces  composantes  horizontales  des  pressions  eiv- 
cces  sur  les  éicmens  de  la  surface  du  corps  plonge  se 
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détruisent  dans  chacune  des  sections  horizontales  et 
infiniment  minces,  et^  conséquemment ,  sur  sa  sur- 
face entière.  Il  s'ensuit  donc  aussi  que  toutes  ces 
pressions  se  réduisent  à  une  seule  force,  qui  est  la 
résultante  de  leurs  composantes  verticales ,  et  qui 
provient  de  la  prépondérance  de  la  valeur  de  p  dans 
la  partie  inférieure  du  corps. 

Si  p  résultait  d'une  pression  exercée  k  la  surface  du 
liquide  y  sa  valeur  serait  constante  dans  toute  l'étendue 
de  la  surface  ÂMB  ;  et  les  composantes  des  pressions 
se  détruiraient  deux  k  deux ,  dans  le  sens  vertical  aussi 
bien  que  suivant  les  directions  horizontales.  Quelle  que 
soit  la  forme  d'un  corps  solide  ou  fluide,  une  pres- 
sion constante  et  normale ,  exercée  en  tous  les  points 
de  sa  surface,  ne  peut  donc  produire  ni  un  mouve- 
ment de  translation,  ni  un  mouvement  de  rotation , 
comme  nous  l'avons  dit  précédemment  (d*  584)* 

6oa.  Pour  déterminer  la  résultante  des  pressions 
verticales  exercées  sur  AMB,  j'abaisse  du  point  quel- 
conque M  une  perpendiculaire  sur  le  plan  horizon- 
tal des  X  et  jr,  qui  rencontre  en  M^  cette  surface  AMB. 
Les  élémens  cû  et  oi^  ,  qui  répondent  aux  points  M^  et 
M^,  auront  une  même  projection  c  sur  ce  plan;  mais 
les  pressions  rapportée3  à  l'unité  de  surface  y  seront 
différentes;  et  si  on  les  désigne  par  p  et  p^j  le  filet 
du  corps  que  terminent  ces  deux  élémens ,  et  dont  la 
longueur  est  MN ,  sera  poussé  verticalement  de  bas 
en  haut  par  une  force  pc^^pp.  Je  suppose,  pour 
plus  de  simplicité,  que  le  liquide  dans  lequel  le 
corps  est  plongé  soit  homogène;  je  représente  par  f 
sa  densité,  et  par  /  la  longueur  de  MM^,  on  aura 
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l'Hydrostatique  qu'on  vient  de  démontrer ,  en  diâ 
qu'un  corps  plongé  dans  un  liquide,  y  perd  une  par- 
tie de  son  poids,  égale  au  poids  du  fluide  qu'il  dé- 
place (n*  191). 

Il  en  résulte  que  pour  avoir  le  Térltabie  poids  d'un 
corps,  il  doit  être  pesé  dans  le  vide.  Deux  corps  pe- 
sés dans  l'air,  dans  l'eau,  ou  dans  tout  autre  fluide, 
et  qui  se  font  équilibre  au  moyen  d'une  balance 
c]cacte,ont  des  poids  réellement  diCTérens,  à  moinK 
que  leurs  volumes  ne  soient  équivalens.  Le  poids  le 
plus  grand  est  celui  du  corps  qui  a  le  plus  grand  vo- 
lume, puisque  ayantéprouvé  une  plus  grande  perte 
dans  le  fluide ,  il  y  fait  encore  équilibre  à  l'autre. 

Si  un  même  corps  est  pesé  successivemeul  dans  le 
vide  et  dans  l'eau,  et  que  P  soit  sou  poids  dans  lu 
vide  ,  et  P'  son  poids  dans  l'eau,  P  et  P  —  V  seront 
les  poids  absolus  de  ce  corps  et  de  l'eau  sous  ud 
même  volume;  ils  sont  donc  entre  eux  comme  les 
densités  de  ces  deux  substances  (n"  Go).  Par  consé- 
quent, si  l'on  pread  pour  unité  la  densité  de  l'eas,  et 
qu'on  3[^)elle  D  celle  du  corps ,  oa  aura 


C'est  d'après  cette  formule  qu'on  détermine  les  àat- 
sités  des  corps  qui  peuvent  être  pesés  dans  Teait, 
sans  s'y  dissoudre ,  au  moyeu  de  la  balance  hydros^ 
tatique. 

6o5.  La  démonstration  du  n°  601  s'applique  éga- 
lement aux  parois  latérales  d'un  vase  qui  coaliantv 
liquide;  et  l'on  en  conclura  que  les  omipoMuitabo- 


I 
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pressions  exercées  de  dedans  en  deliors^ 
sur  toute  la  surface  intérieure  du  vase^  ^fi  détruisent 
deux  à  deux  ;  en  sorte  que  ai  le  fbo^^du  vase  est  posé 
suc  un  plan  fixe  et  faortEôntal,  Taction  des  fluides 
qu'il-  contient  ne  pourra  pas  le  mettre  en  mouve- 
Eieat;  ce  qui  résulte  aussi  du  principe  de  la  conser- 
vation du  mouvement  du  centre  de  gravité  (tt^  555). 
Mais  si  Ton  fiiit  une  ouverture  à  l'une  des  parois  la- 
térales, au^essous  du  niveau  du  liquide,  celui-ci  s  e- 
boulera  par  cet  orifice  |  et  la  pression  n'ayant  plus 
lieu  sur  la  partie  de.  la  paroi  qu'on  a  enlevée ,  cellp 
qui  est  exercée  à  la  partie  opposa  du  vase  ne  sera 
plus  détruite;  par  conséquent^  ce  vase  sera  mis  en 
mouvement  en  sens  contraire  de  l'écoulement  du 
fluide.  Ce  principe  est  celui  des  différentes  sortes  de 
machines  à  réaction ,  et  sur  lequel  est  fondç  le  moyen 
proposé  par  D.  Bernooilli ,  pourimouvoir  les  bateaux 
sans  le  secours  dés  rames  ni  du  vent. 

On  verra  aussi,  par  le  même  raisonnement  que 
dans  le  n^  602 ,  que  la  pression  totale  exercée  sur  le 
fond  du  vase  et  sur  ses  parois  latérales ,  est  toujours 
é^Ie  au  poids  du  fluide  qu'il  contient,  et  appliquée, 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  au  centré  de  gravité  de 
ce  fluide.  Chaque  filet  vertical  du  fluide,  qui  va,  sans 
interruption,  de  son  niveau  à  un  point  quelconque 
du  vase,  exerce  sur  ce  point  une  pression  normale , 
dont  la  composante  est  égale  au  poids  de  ce  même  fi- 
let. Celui  qui  rencontre  en  deux  points  la  surface  in- 
.    térieure  du  vase>  comprenant  le  fond  et  les  parois 
latérales,  exerce  en  ces  deux  points  des  pressions 
dont  les  composantes  vertical^  sont  dirigées  en. sens 
a.  37 


r 
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contraire  l'une  de  l'autre.  La  composante  qui  repond 
au  poiiit  inférieur,  est  dirigée  dans  le  scus  de  la  pe- 
sauteur,  et  l'emporte  sur  l'autre  d'une  quantité  egal« 
au  poids  de  ce  filet;  et,  de  cette  manière,  la  résul- 
tante des  pressions  verticales  de  tous  ces  (ïlets  fluide^, 
n'est  autre  chose  que  le  poids  même  du  fluide  en 
question . 

Il  faut  distinguer  cette  pression  de  celte  qui  a  lieu 
seulement  sur  le  fond  du  vase  {a'  SgS),  et  qui  n'est 
égale  au  poids  du  fluide  que  quand  le  vase  est  uo  cy- 
lindre où  un  prisme  droit.  Elle  est  moindre  que  ce 
poids,  lorsque  le  yase  s'élargit  en  allant  du  fond  à  sa 
partie  supérieure,  parce  que  les  filets  verticaux  du 
fluide,  qui  partent  de  son  niveau,  et  sont  interceptés 
par  les  parois  latérales,  ne  pressent  pas  sur  le  fond 
du  vase;  elle  est,  au  contraire,  plus  grande  que  le 
poids  du  liquide,  quand  le  vase  va  en  se  rétrécis- 
sant, parce  que  les  filets  verticaux  qui  partent  du 
foud  du  vase ,  et  sont  interceptés  par  les  parois  la- 
térales, exercent  néanmoins  la  même  pression  ver- 
ticale sur  le  fond  du  vase ,  que  s'ils  s'étendaient 
jusqu'au  niveau  du  liquide';  ce  qui  manque  afpoïdi 
de  chacun  de  ces  filets  incomplets,  étant  remplacépai 
la  résistance  de  la  paroi  à  laquelle  ils  viennent  aboviir. 
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'    .  CHAWTRE  IV. 

HE  L'ÉQUIUDR£  ET  BU   MOtJVElIEIVT   DES   CORPS 

FLOTTAIVS. 

« 

■ 

606.  Pour  qauQ  corps  pesant  paisse  se  tenir  en 
équilibre  k  la  surface  d'un  liquide  stagnant,  il  est  në- 
cessaijpe  que  son  poids  soit  moindre  que  celui  d'un 
volume  de  ce  fluide  égal  au  sien;  toutefois,  il  y  a  des 
cas  où  il  se  forme  autour  d'un  corps  flottant  un  es- 
pace vide  de  peu  d'étendue,  qui  doit  être  ajouté  à 
son  volume,  et  qui  diminue,  conséquemment ,  sa 
densité  moyenne  ;  de  sorte  que  des  corps  d'un  petit 
volume  peuvent  surnager,  quoique  leur  densité  pro- 
pre surpasse  celle  du  liquide.  Nous  ferons  abstraction 
de  cette  circonstance,  qui  se  rapporte  à  la  théorie 
des  phénomènes  capillaires,  dont  il  ne  sera  pas  ques- 
tion dans  ce  Traité  (n°  588). 

La  densité  du  corps  solide,  s'il  est  homogène,  ou 
sa  densité  moyenne ,  s'il  ne  l'est  pas,  étant  moindre 
que  celle  du  liquide,  le  corps  s'enfonce  dans  le 
fluide,  jusqu'à  ce  que  le  poids  du  liquide  qu'il  dé- 
place soit  devenu  égal  à  son  poids  entier  ;  et  quand 
cette  égalité  a  lieu ,  le  corps  reste  en  équilibre ,  si  son 
centre  de  gravité  et  celui  du  fluide  déplacé  sont  si- 
tués sur  une  même  verticale;  car  la  pression  du  li- 
quide qui  doit  faire  équilibre  au  poids  du  corps,  est 

37.. 
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-'     égale  au  poids  du  liquide  déplacé  *  et  appliquée  à  SOH  '- 
centre  de  gravité,   en  sens  cootraire  de  la  pesan- 
teur (o°  602). 

Si  le  corps  flottant  est  homogène,  aussi  bieu  que 
le  liquide,  le  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé 
coïncide  avec  celui  de  la  portion  immergée  du  corps. 
Dans  l'état  d'équilibre,  le  volume  de  cette  partie  du 
corps  est  à  celui  du  corps  entier ,  comme  la  densité 
*  du  corps  est  à  celle  du  llanide;  et  la  détermination 
des  positions  d'équilibre  a  a  corps  flotlaut  se  réduit 
à  un  problème  de  Géon  ie ,  dont  voici  l'énouoé. 
Couper  un  corps  par  un  ]  ,  de  manière  que  le  vo- 
lame  d'un  segment  soit  à  celui  du  corps ,  dans  un 
rapport  donné  ,  et  que  les  centres  de  gravité  da  seg- 
'  menl  et  du  corps  se  trouvent  sur  une  ra^me  perpen- 
diculaire an  plan  coupant.  Quand  on  a  déterminé  une 
section  du  corps  qui  satisfait  à  ces  deux  conditions, 
on  la  place  au  niveau  du  liquide,  de  manière  que  le 
segment  dont  on  a  considéré  le  volume,  soit  situé 
aii-^-dèssiHis»,et  l'on  a  une  àm  positions  d'éqvîjilnvihi 
corps  ^ottaot. 

Dans  chaque  cas  particulier ,  on  exttrîn^v»  ces 
deux  conditions  par  des  Àjnalions ,  dont  la  atrfotioa 
complète  fera  ÀMinaltre  toutes  les  positions  (féqui- 
libre  de  ce  co^.  Quelquefois  leifr  noiiftre  «era  ■»- 
fiai ,  comme  dans  le  cas  des  sçJides  d«  révofatioii 
dont  l'axe  est  borizoatal  ;  d'autres  fois,  ce  nombre  ter*. 
fîni  et  déterminé;  mais  il  serait  difficile  de  démoft- 
trer,  à  priori,  q'u'il  y  a  toujours  une  podtioo  d'éqai- 
libre ,  quelle  que  soit  la  forme  du  corps. 

607.   Je  choisirai,  pour  exemple  du  pn^tline 
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qu'on  yitifl  d'ënoncef ,  le  cas  d'un  prî^e  droit  et 
triangulaire  I  d<Mt  lei  arêtes  sont  horisontaléss.  Le 
plan  ooupant  Içur  sera  évideaiment  parallèle;  de 
plus,  sa  direction  sera  indépendante  de  la  distance 
comprise  entre  ^es  deux  bases.  On  pourra  donc  faire 
abstraction  de  la  longueur  du  prisme,  et  déterminer 
aeûlement  Tintersectiob  du  plan  coupant  et  de  Tune 
des  deux  hases  ;  de  sorte  que  le  prpblèitie  se  rappor  - 
tera  à  la  Géométrie  plane  ;  ce  qui  aurait  lieu  égale- 
ment dans  le  cas  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  hon-^ 
zontal  à  basç  quelconque. 

Soil  ABC(fig.  4?)  ^'^^e  des  bases  du  prisme  donné. 
Il  peut  airiver  que  deux  sommets  de  ce  triangle  soient 
plongés  dans  le  liquide^  ou  qu'il  d'y  en  ait  qu^un  seul 
au-dessus  du  niveau.  J'examinerai  d'abord  le  cas  d'un 
seul  sommet  immergé  ;  on  verra  ensuite  comment 
l'autre  cas  se  ramène  à  celui-là.  Soient  donc  C  ce  sorti-' 
met  immei^é,  et  MN  l'intersection  du  plan  coupant  et 
de  la  base  ABC,  qu'il  s'agit  de  déterminer,  et  qui  re- 
présentera le  niveau  du  liquide.  J'appellerai  a ,  b,  c, 
les  côtés  donnés  de  ce  triangle  ABC ,  qui  sont  respec- 
tivement opposés  aux  angles  A ,  6 ,  C  ;  et  je  dési- 
gnerai par  a:  et  j^  les  côtés  inconnus  CM  et  CN  du 
triangle  MNC  ;  de  sorte  qu*on  ait 

BC=:a,  ACs^i,  ABssc,  CMsjr,   CNssj. 

L'aire  d'un  triangle  quelconque  est  ^alé  au  pro  -. 
duit  de  deux  de  ses  côtés  et  du  sinus  de  l'angle  com- 
pris ;  on  aura  donc 

ABC^i^&sinC,     MNCs^^sinC. 
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Le  prisme  entier  et  le  prisme  plouge'  dans  lelicfâïji 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  ABC  et  MNC;  i 
doit  donc  avoir 

MNC  :  ABC  ::  r  :   ,; 

r  e'iant  uae  quantité  plus  petite  que  l'unité,  qui  rfr^ 
présente  le  rapport  de  la  densité  du  corps  flottant  à 
celle  du  liquide.  En  roetlaut  pour  ABC  et  MNC  leurs 
valeurs  précédentes,  celte 'proportion  doaoe 

xj-  =  rab.  (i) 

Maintenant,  soit  D  le  milieu  de  b  base  AB;  me' 
nonsla  droite  CD,  et  prenons  sur  cette  ligne  DG=|DC; 
le  point  G  sera  le  centre  de  gravité  du  triangle  AfiC 
De  même,  E  étant  le  milieu  de  MN,  si  Toti  prend 
sur  CE  une  partie  EF=  jCE,  le  point  F  sera  le 
centre  de  gravité  de  MNC.  La  droite  GF  devra  d«Mc 
être  perpendiculaire  à  MN;  mais,  à  cause  que  les  li- 
gnes CD  et  CE  sont  coupées  en  parties  proportion- 
nelles aux  points  G  et  F,  les  droites  DE  el  GF  sont 
parallèles;  par  conséquent,  la  droite  DE^  qai  joîat 
les  railieai:  des  deux  bases  AB  et  MN ,  est  aussi  ferpta- 
diculaire  à  MN;  et  il  en  résulte  que  les  deux  ofalî* 
ques  DM  et  DN  sont  égales. 

Réciproquement,  si  l'on  a  DM:=DN,  la  droite 
DE  sera  perpendiculaire  à  MPi ,  ainsi  que  sa  panllèle 
GF;  donc,  pour  que  la  droite  qui  joint  les  deux 
centres  de  gravité  G  et  F  soit  perpendicubire  à  riiH 
tersectiou  MN,  il  est  nécessaire  et  il  sufBt  que  les  va- 
leurs de  DM  et  DIN  soient  égales. 

Cela  étant,  faisons  CO  =  h,  et  désignons  par* 
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et  €  les  deux  parties  DCA  et  DCB  de  Tangle  AGB.  En 
considéraDt  les  de^x  triangles  DCM  et  DCN^  nous 
aurons 

DM  =  A*  -f*  x'  —  2hjc  cos  a , 
DN  =  A*  +  j^  —  ^hjr  cos  €  ; 

et  en  égalant  ces  deux  valeurs ,  il  en  résultera 

X*  —  2ha:  cos  et  =  ^*  -^  2hjr  cos  C.     (2) 

Les  équations  (1)  et  (2}  sont  celles  qui  devront 
servir  à  déterminer  x  et  j»  Far  l'élimination  de  ^ , 
on  en  déduit 

x^  —  2hx^  cos  et  +  2hrabx  cos  Q  —  r*a'ô'  =  0.     (5) 

On  tirera  donc  la  valeur'de  x  de  cette  équation  du 

quatrième  degré  j  et  Ton  aura  ^  =  —  pour  la  va- 

leur  correspondante  de  jr. 

L'équation  (3)  étant  d'un  degré  pair^  et  ayant  son 
dernier  terme  négatif^  il  s'ensuit  qu'elle  a  une  racine 
positive  et  une  négative.  Les  deux  autres  racines  peu- 
vent être  réelles  ou  imaginaires.  Si  elles  sont  réelles, 
la  règle  de  Descartes  fait  voir  que  l'équation  (5)  aura 
trois  racines  positives,  et  une  racine  négative;  car  en 
considérant  les  signes  de  ses  termes,  et  soit  qu'on 
donne  le  signe  +  ou  le  signe  —  au  troisième  terme , 
qu'on  y  peut  comprendre  avec  un  coefficient  nul,  on 
trouve  toujours  trois  variations  et  une  permanence. 
Les  inconnues  xetj,  qui  sont  les  côtés  du  triangle 
IVINC,  ne  pouvant  être  que  des  quantités  positives, 
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rcspeclivt-inciit  moindres  que  lus  côtés  CA  et  Cfi  do 
triariE^le  ABC,  on  rejettera  doaC|  comme  étrangères  à 
la  qui?sliuii ,  la  racine  nëgalive  de  l'équation  (5),  les 
valeurs  de  a'  plus  graudes  que  a,  et  celles  qui  don- 
nciaieiit  uiic  valeur  de  J'  plus  grande  que  b.  Ainsi , 
il  y  aura,  au  plus,  trois  positions  d'équîHbre  pour 
lesquelles  le  sommet  C  est  seul  plongé  dans  le  li- 
quide. 

CioS.  Si  l'on  suppose  ce  sommet  hors  dn  fluide,  et 
lt;s  deux  points  A  et  B  au-dessous  du  niveau  MN,  le 
problème  sera  le  même  que  dans  le  cas  précédent , 
avec  celte  seule  différence  que  la  quantité  r  devra 
être  remplacée  par  i — r  dans  les  équatton9(i)  et(3). 
En  filet ,  le  triangle  ABC,  et  ses  deux  parties  MNC  et 
MNliA  ,  ayant  leurs  centres  de  gravité  sur  une  même 
droite ,  et  ceux  de  ABC  et  de  la  seconde  partie  de- 
vant être  situés  sur  une  perpendiculaire  à  MN ,  il  fau- 
dra toujours   que   les  triangles  ABC  et  MNC  aïeul 
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En  s'en  servant  pour  éKininer  f  At  rëqtuttioti  (a)  ^ 
on  retrouvera  Téquation  {3),  dans  laquelle  le  rapport 
r  sera  remplacé  par  \r^T$  c'est-à-dire,  que  Ton 
aura 

En  raisonnant  conune  prëcédemmeùt,  on  conclura 
de  cette  équation ,  qu'il  y  a  au  plus  trois  positions 
d'éq[uilibre ,  pour  lesquelles  les  deux  sommets  A  et  B 
du  solide  sont  plongés  dans  le  fluide* 

Si  Ton  considère  successivement  les  trois  sommets 
A,  B  y  G,  et  si  Ton  examine,  pour  chaque  sommet, 
les  cas  où  il  est  seul  plongé  dans  le  fluide  et  seul 
hors  du  fluide,  on  déterminera  toutes  les  positions 
horizontales  d'équilibre  du  prisme  donné  ;  et  il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède ,  que  ce  itombre  ne  pourra 
jamais  être  plus  grand  que  dix-hnît. 

609.  Lorsque  le  triangle  ABC  est  isoscèle ,  on  peut 
se  passer  de  Téquation  (3)  ou  (4),  et  résoudre  direc*- 
tement  les  équations  en  x  et  y.  Je  suppose  qu'on  ait 
bz=:af  les  triangles  CAD  et  CBD  seront  rectangles 
et  égaux  ;  on  aura 

Q  =^a,     h^  =z  a*  —  ^c',    acos«  s=  àj 
et  les  écpiations  (i)  et  (2)  deviendront 

On  y  satisfait  d'abord ,  en  prenant 
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valeurs  qui  sont  admissibles,  à  cause  de  r  <  i 
a  \jT:<i_a.  Il  en  résulte  une  première  position  de- 
quilibre,  dans  laquelle  le  triangle  M^'C  est  isoscèle, 
et  où  la  base  AB  du  triangle  ABC  sera  parallèle  â  RW 
ou  horizontale.  Eu  changeant  r  en  i  —  r,  on  aura 
une  seconde  position ,  où  le  poifit  C  sera  situé 
hors  du  liquide,  et  la  base  AB  toujours  horizontale. 
Mais  il  peut  aussi  exister  d'autres  positions  d'éqtu- 
libre,  pour  lesqii^lles  cette  base  sera  inclioéè. 

En  effet,  si  l'on  supprime  le  facteur  y  — ar  de 
seconde  équation  (5),  il  vient 


j 


Celle-ci  et  la  première  équation  (5)  donnaal  la 
somme  et  le  produit  des  deux  inconnues  x  et  ^^  îl 
s'ensuit  que  ces  quantités  seront  les  deux  racines 
d'une  même  équation  du  second  degré,  lesquelles 
racines  auront  pour  expression 

^[4a'  — c'±  VC^û'  — c')'— i6ra*]. 

On  prendra  successivement  chacune  d'elle?  pour  x 
et  l'autre  pour^;  et  quand  elles  seront  toutes  deux 
réelles  et  moindres  que  a,  il  en  résultera  deux  noa- 
velles  positions  d'équilibre,  dans  lesquelles  la  base 
AB  sera  située  hors  du  liquide.  En  mettant  i  — ran 
lien  de  r,  et  supposant  toujours  les  racines  rédles 
plus  petites  que  a,  on  aura  deux  autres  positions  oà 
cette  base  sera  immergée. 
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Lorsque  les  deux  racines  qu'on  yient  d'écrire  sont 
égales  f  la  base  ÂB  est  horizontale ,  et  ces  nouvelles 
positions  d'équilibre  doivent  rentrer  dans  les 'précé- 
dentes; et,  effectivement,  on  a  alors  4^*— c'=4^*V/r, 
ce  qui  donne^  =  or  =  a  \/r. 

610.  Dans  le  cas  du  triangle  équilatéral,  on  fera 
c  =  a ,  dans  les  formules  précédentes.  Les  valeurs 
égales  de  x  eijr  ne  seront  pas  changées  ;  leurs  valeurs 
inégales  deviendront 


J  (3  =b   V9  -  iQr), 
dans  le  cas  d'un  seul  sommet  immergé ,  et 


a 


J(3  ±   v/,6r-.7), 

dans  le  cas  d'un  seul  sommet  hors  du  liquide*  Il  s'a^ 
gira  donc  de  savoir  queUe  doit  être  la  fraction  r, 
pour  que  ces  valeurs  soient  réelles  et  moindres 
que  a. 

Or,  si  l'on  a  r  <  1%  et  >  y ,  la  première  formule 
sera  réelle,  et  ses  deux  valeurs  seront  moindres  que 
a;  hors  de  ces  limites,  cette  formule  sera  imaginaire, 
ou  bien  une  de  ses  valeurs  surpassera  a;  et  de  même, 
pour  que  les  valeurs  de  la  seconde  formule  soient 
réelles  et  plus  petites  que  a,  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  l'on  ait  r  <  ^  el  >  1^ .  On  voit,  donc  que 
depuis  r^=z-^  jusqu'à  r=~,  la  première  formule 
sera  seule  admissible;  que  ce  sera,  au  contraire,  la 
seconde  qui  sera  seule  admissible  depuis  r  =  ^  jus- 


^ 
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<pj*à  r^-^;  et  que  p(wirr>  ^  ou  r<i  ïçt  les  deux 

formules  devront  être  rejelées. 

Comme  tout  est.  semblable  par  rapport  anx  troà 
sommets  du  triangle  équilatéral ,  le  nombre  des  po- 
sitions d'équilibre  sera  toujours  ua  multiple  de  trots, 
et  ce  nombre  total  pourra  être  six  ou  dix  -huit ,  sui- 
vant la  valeur  de  r. 

6ii.  Outre  leurs  positions  borizontales  d'équilibre, 
les  prismes  et  les  cylindres  homogènes  ont  aussi  dea 
positions  d'équilibre,  dans  lesquelles  leurs  arêtes 
sont  verticales,  etteurs  bases,  parallèles  au  niveau  du 
liquide,  et  qui  sooï  doubles  pour  chaque  corps, 
parce  que  l'une  ou  l'autre  des  deux  bases  peut  êtrt 
plongée  dans  le  fluide.  Un  prisme  verHcal  et  d 
partie  immergée  cal  leurs  centres  de  gravite  sur  udb  ' 
même  perpendiculaire  au  niveau  ;  le  rapport  de  leun  i 
volumes  est  le  même  que  celui  de  leurs  hauteurs; 
et,  par  conséquent,  la  hauteur  du  prisme  immergé 
est  à  celle  du  prisme  entier,  comme  la  deusâto  da 
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cette  sàrtion  se  tnuverm  au-desBOos  on  aa-dessns  ^u 
centfe  de  rdlipsoide.  Smt  aussi  Z  Taire  de  la  section 
boriaODtale'de  ce  c5rp6,  6ite  à  une  distance  quel- 
coitque  z  de  soif  centre;  le  yokime  du  demi-ellipsoide 

étant  -g-  abc ,  on  aura  celui  du  segment  plongé ,  en  re- 

ZdZf  qui  exprime 

la  valeur  de  la  trancliefDomprise  entre  la  section  hjleur 
iPeau  et  la  section  horîizontale  faite  par  le  centre  du 
corps  y  et  qui  aura  le  même  signe  que  u>  Dans  le  cas 
uTéquilibre ,  on  aura  donû 

■ 

^abc  —  f"  Z&  =y  abcrj 

m 
I  • 

r  étant  toujours  le  rapport  de  la  densité  du  corps 
flottant  à  celle  du  liquide.  Ce  corps  étant  un  ellip- 
soïde^ on  aura  (n^  89) 

et  l'équation  d'équilibre  deviendra 

Elle  aui%  toujours  une  seule  racine  réelle,  com- 
prise entre  dzc,  qui  sera  positive  ou  négative,  selon 
que  Ton  aara  r^  i  ou  r  -<  |.  Dans  les  cas  extrêmes 
de  r=aso  et  tbi,  eette  racine  sera  uss  c  et 
«  =  —  c. 

Un  corps  symétrique  autour  d'un  axe  vertical, 
étant  plongé  successivement  et  par  la  même  partie , 
dans  difienens  liquides,  s'y  enfoncera  de  quantités 
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dont  les  volumes  seront  en  raison  inverse  des  ^ensilés 
de  ces  fluides.  C'est  sar  ce  principe  qu'est  fondé  l'u- 
sage du  pcse-liqueur  ou  aréomètre,  pour  comparer 
ciitrt;  elles  les  densités  de  divere  fluides. 

(il  2.  Parmi  les  différentes  positions  d'équilibre  d'un 
même  corps  solide  flottant  à  la  surface  d'un  liquide, 
il  y  en  a  qui  sont  stables,  et  d'autres  qui  ne  le  sont 
pas;  et  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n'  S-jo,  si  l'on 
fait  tourner  ce  corps  autour  d'un  axe  horisonlal, 
pour  lixcr  les  idées,  ses  positions  snccessîves  d'équi- 
libre seront  alternativement  stables  et  instantanées, 
il  importe  de  distinguer  avec  soin  les  premières  des 
dernières ,  qui  ne  subsistent  assez  de  temps  pour  être 
observées,  qu'à  raison  d'une  petite  adhérence  du 
corps  flottant,  au  liquide  avec  lequel  il  est  en  con- 
tact. 

Supposons  d'abord  que  le  corps  flottant  soit  par- 
faiiement  symétrique,  pour  la  forme  et  pour  la  den- 
sité de  ses  parties,  de  part  et  d'autre  d'une  section 
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férieure,  le  point  G  pourra  tomber  aû-dessoQs  du 
Doint  H. 

*  'Cela  étant ,  concevons  que  Ton  écarte  un  peu  le 
corps  flottant  de  sa  position  d'équilibre  ^  en  le  faisant 
tourner  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ABGD ,  et 
l'abandonnant  ensuite  à  lui-même  sans  vitesse  ini- 
tiale.  Quel  que  soit  le  mouvement  que  le  corps  pren- 
dra^ là  section  ABCD  demeurera  toujours  verticale, 
et  comprendra  constamment  le  centre  de  gravité  G. 
Dans  cette  nouvelle  position ,  soit  A'C'  (fig.  49)  9  1^ 
droite  qui  repr^nte  le  ni  Veau  du  liquide,  et  qui 
coupe  AC  au  point  £ ,  de  manière  que  le  segment  du 
corps  qui  répond  à  AEA',  soit  entré  dans  le  liquide, 
et  que  celui  qui  répond  à  CEC\  en  soit  sorti.  Je  sup- 
poserai égaux  les  volumes  de  ces  deux  segmens;  il 
en  résulte  qy e  le'  volume  du  liquide  déplacé  par  le 
corps  n'aura  pts  changé  ;  le  poids  de  ce  volume  de 
fluide  sera  donc  encore  égal  à  celui  du  corps,  comme 
dans  l'état  d'équilibre;  or,  le  centre  de  gravité  G  du 
corps  flottant  doit  se  mouvoir  comme  si  la  masse  de 
ce  corps  y  était  réunie ,  et  que  le  poids  de  ce  corps 
et  la  pression  du  fluide  y  fussent  appliquées  (n""  4^8); 
et  ces  deux  foi*ces  verticales  agissant  en  sens  con- 
traire l'une  de  l'autre,  et  étant  égales  dans  notre 
hjrpothèse,  on  n'aura  point  à  considérer  le  mouve- 
ment du  point  G. 

Soient  H'  le  centre  de  gravité  du  volume  du  liquide 
déplacé,  après  que  le  corps  a  été  écarté  de  sa  position 
d'équilibre.  Ce  point  appartiendra,  comme  le  centre  de 
gravité  G,  à  la  section  ABCD  j  mais  ils  ne  seront  plus 
situés,  en  général,  sur  la  mèaie  verticale;  la  pression 


Bg»  TRAITÉ  DE  MÉCANIQn:. 

tlu  floide  fera  donc  tourner  te  corps  autour  d'une 
droite  passant  par  Le  point  G,  et  perpendiculaire  1  |a 
section  AfiCD  ;  et  il  s'agira  de  savoir  si  ce  mouvemein 
tendra  à  ramener  le  corps  à  sa  position  d^qnili^tre, 
ou  à  l'en  écarter  davantage,  et  à  le  faire  cliavirer. 

Or,  si  l'on  mène  par  le  point  H'  la  verticale  II'M, 
qui  rencontre  la  droite  BGK  perpendiculaire  à  AC, 
au  point  M,  il  est  évident  que  la  pression  du  fluide 
qui  s'exerce  de  bas  en  \\>n^  fiuivanl  la  direction  H'M, 
tendra  à  ramener  la  droite  fiGK  à  sa  position  verti- 
cale, correspondante  à  l'équilibre,  ou  à  l'en  écarter 
davantage,  selon  que  le  point  M  sera  situe  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  G.  Dans  le  premier  cas,  l'é- 
quilibre sera  stable,  et  dans  le  second,  il  ne  le  sers 
pas.  Quand  le  point  M  et  le  point  G  coïncideront,  le 
corps  restera  encore  en  équilibre,  dauf  U  position 
voisine  de  la  première,  où  on  l'aura  pjacé. 

Si  le  centre  de  gravité  G  tombe  aa-dessoos  de 
celui  du  volume  du  liquide  déplacé,  qui  était  H  ,  dam 
l'étlt  d'équilibre,  ^c'est-à-dii>e,  si  ce  point  Gse  trteîre 
entre  les  points  B  et  H ,  sur  la  ligne  BK ,  le  point  H 
se  trouvera  Ai-dessos.  de  G ,  et  l'équilibre  sent  né- 
cessurement  stable.  Si,  an  contraire,  le  point  G  est 
au-dessus  de  H,  comme  dans  le  cas  d'en  corps  bone- 
gène ,  le  point  M  pourra  se  trouver  au-dessus  on  af^ 
dessons  de  G,  et  l'équilibre  pourra  être  KtableoaDBB 
aCable.  LepoîntM,  dontia  considération  sert  ^'dis- 
tinguer l'nn  de  l'autre ,  les  deux  étfts  d'éqnilîhre  fia 
corps  flottant,  symétrique  par  rapport  à  nn«  setfîito 
verticale,  «st  ce  qu'on  appelle  le  méiCaceiitns.Itlaisna» 
allons  donner  une  autre  règles  déduite  du  principe 
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des  forces  vives  pour  s  assurer,  dans  tous  les  cas,  de 
la  stabilité  de  cet  équilibre. 

6i3.  Pour  cela ,  considérons  un  corps  d'une  forme 
quelconque^  homogène  ou  hétérogène ,  en  équilibre 
à  la  surface  de  leau.  Soient  ABCD  (fig.  5o)y  la  sec- 
tion de  ce  corps  par  le  niveau  de  l'eau  prolongé  dans 
son  intérieur,  G  le  centre  de  gravité  du  mobile,  H 
celui  du  volume  d'eau  déplacé  par  la  partie  immer- 
gée de  ce  corps,  V  le  volume  de  celte  partie ,  et  M  la 
niasse  du  corps  entier  ;  puisqu'on  le  suppose  en  équi- 
libre, la  droite  GIl  est  perpendiculaire  au  plan  ABCD, 
et  la  masse  d'eau  déplacée  est  égale  à  celle  du  corps, 
de  sorte  qu'en  appelant  p  la  densité  de  l'eau ,  on  a 

M  =  \p. 

Supposons  qu'on  élève  la  section  ABCD  au-dessus 
du  niveau  de  l'eau  (fig.  5i),  ou  qu'un  l'abaisse  av- 
dessous,  d'une  quantité  très  petite  ;  qu'en  même 
temps  ^  on  incline  un  tant  soit  peu  le  plan  de  cette 
section;  et,  pour  plus  de  généralité,  qu'on  imprime 
aussi  de  petites  vitesses  aux  points  du  mobile.  Lc- 
quilibre  sera  troublé;  et  la  question  de  la  stabilité 
consistera  à  examiner  si,  par  suite  du  mouvement 
que  le  corps  prendra,  la  section  ABCD,  fixe  dans  l'in- 
térieur du  mobile,  s'écartera  de  plus  en  plus  du 
niveau  de  l'eau ,  ou  si  elle  tendra  a  y  revenir,  en 
oscillant  de  part  et  d'autre  de  ce  niveau.  Pendant  le 
mouvement  qui  aura  lieu ,  le  niveau  naturel  de  l'eau 
coupe  le  corps  flottant  suivant  une  section  variable 
dans  son  intérieur,  qu'on  appelle  le  plan  de  floilai-^ 
son.  A  un  instant  quelconque,  soient  A'B'C'D'  cette 
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scclîon;  AB''CD"  uoe  autre  section  variable  de  ce 
corps,  faite  par  un  plan  horizontal  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité  de  la  section  ABCD  ;  AC  l'inlersec- 
tion  de  ABCD  et  AB"CD",  variable  sur  ABCD  ;  0  l'in- 
clinaison mutuelle  de  ces  deux  sections  ;  Ç  la  distance 
de  AB"CD"  au  plan  de  flottaison,  laquelle  distance 
sera  regardée  comme  positive  ou  comme  négalÎTe, 
suivant  que  cette  section  se  trouvera  au-dessous  ou 
au-dessus  du  niveau  de  l'eau.  Les  quantités  variables 
fl  et  Ç  sont  supposées  trcs-pelites  i'i  l'origine  do  mou- 
vement; il  s'agira  de  savoir  si  elles  resteront  très 
petites  pendant  toute  sa  durée. 

6t4.  En  appelant  n  la  vitesse  variable  d'un  elémcut 
quelconque  tim  de  la  masse  du  mobile,  la  somme  des 
forces  vives  de  tous  ses  points  sera  donnée  par  Ho- 
tégrale  fti*dni  étendue  à  la  masse  entière ,  et  l'équa- 
tion qui  resuite  du  principe  général  des  forces  vives, 
sera  de  la  forme  {a*  564) 

fu'dm  ^  c  +  2Ç;  (a) 

c  étaut  une  constante  arbitraire  ,  et  ^  une  fonctioa 
dépendante  des  forces  qui  sont  ap^^iquées  aux  points 
da  mobile. 

Ces  fiorces  sont  la  gravité ,  qui  agit  sur  tous  ses 
points ,  et  les  pressions  verticales  que  le  fluide 
exerce  sur  la  partie  immergée  de  la  surface  du  corps; 
or,  on  peut  substituer  à  ces  pressions  des  forces  mo- 
trices agissant  sur  tous  îes  élémens  dmàe  sa  niasse, 
qui  sont  situés  au-dessous  du  niveau  de  l'eau,  en 
prenant  poar  chaque  élément  une  force  dirigée  m 
sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  égale  au  poids  da 
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VK^ume  d'eau  qu'il  remplace  ;  car  la  résultante  de  ces 
forces  motrices  aura  la  même  grandeur^  la  même 
direction  et  le  même  point  d'application,  que  celle 
des  pressions  verticales  (n^  602).  De  cette  manière, 
en  désignant  par  g  la  gravité  et  par  di^  r>élément  du 
Yoliune  du  mobile  qui  correspond  à  l'élément  dm  de 
sa  masse ,  la  force  motrice  de  dm  sera  gdm  —  gpdv , 
si  ce  point  matériel  se  trouve  au-dessous  du  niveau 
de  Teau,  et  gdm  s'il  se  trouve  au-dessus.  Soit  de  plus 
z  la  dÂslaoce  variable  de  dm  an  plan  de  flottaison , 
positive  ou  négative,  suivant  que  dm  sera  au-dessous 
ou  au-dessus  de  ce  plan  ;  il  résulte  de  la  valeur  gé- 
nérale de  la  fonction  ^,  donnée  dans  le  n\  564  f  V^^ 
dans  la  question  qui  nous  occupe,  on  devra  avoir 

(p  =  fzgdm  —  fzgpdi^i 

la  première  de  ces  deux  intégrales  s'étendant  à  la 
masse  entière  du  corps  flottant ,  et  la  seconde,  seule- 
ment à  la  partie  immergée  de  son  volume* 

En  abaissant  du  centre  de  gravité  G  de  la  niasse  M, 
une  perpendiculaire  GE  sur  le  plan  A^B^CD%  et 
faisant  GE  =  2,  >  on  aura  d'abord 

fzgdm  =  gUz^, 

pour  la  valeur  de  la  première  intégrale.  Je  partage 
la  seconde  en  deux  parties,  l'une  relative  au  vo- 
lume y  situé  au-dessous  de  ÂIICD,  dans  1  état  d'équi- 
libre^ lautre  relative  au  volume  compris  entre  les 
sections  ABCD  et  A'B'C'D'.  J'ai  alors  gVp'  pour  la 
valeur  de  la  première  partie;  z'  étant  la  distance  va- 
riable du  centre  de  gravité  H  du  volume  V  au  plan 
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do  flottaison ,  c'est-h-dire  ,  !a  longueur  de  ta  pcqïcn- 
(liculaire  HF  abaissée  du  point  II  sur  le  plan  A'B'CD'. 
Eu  rcjpresenlant  donc  pour  un  moment  par  k  la  va- 
leur de  l'intogralcyr^/i',  étendue  h  tous  les  clémcns 
dv  du  vohiinc  contenu  entre  ABCD  et  A'B'CD',  gfk 
sera  la  seconde  partie  de  la  seconde  intégrale  com- 
prise dans  l'expression  de  ip ,  et  nous  aurons 

'P  —  sM=.  —  fifV='  —  gfi, 

pour  la  valeur  complète  de  celle  .quantité.  Mais  la 
droite  GII  étant  perpendiculaire  au  plan  ABCD,  Fan- 
nie qu'elle  fait  avec  la  verticale  GE  est  l'inclinaison  fl 
du  plan  AiîCD  sur  un  plan  horizontal;  si  donc  on 
appelle  a  la  longueur  constante  de  GH ,  on  aura 


le  signe  supérieur  aj-aiit  lieu  quand  le  point  G  est 
au-dessous  du  point  H ,  cl  le  signe  inférieur  dans  le 
cas  contraire.  En  subf^tiluant  celle  valeur  de  :  dans 
celle  de  <p,  et  observant  que  M=;Vf,  il  vient 

Ç  =  ±  gfa  V  cos  fl  —  gfi  ; 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  la  valeur  de 
l'intégi'ale  représentée  par  A. 

Gi5.  Pour  l'obtenir,  je  décompose  l'aire  de  la  sec- 
tion ABCD  en  éléraens  infiniment  petits  ;  je  les  pro- 
jette tous  sur  le  plan  de  flottaison  A'B'CD';  ce  qui 
divise  le  volume  compris  entre  ces  deux  sections  dn 
corps ,  en  une  infinité  de  cylindres  verticaux  qui  ont 
pour  bases  les  projections  liorizonlales  des  élemensde 
ABCD.  Je  coupe  ensuile  un  cylindre  Ijuelconque par 
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une  infinité  de  plans  horizontaux,  et  je  prends  pour 
leléiTient  ch  du  volume  que  je  considère ,  la  partie 
de  ce  cylindre  comprise  entre  deux  plans  consécutifs, 
dont  les  distances  au  plan  de  flottaison  sont  z  et 
z+dZf  de  sorte  que  cet  élément  soit  égal  à  la  base 
du  cylindre,  multipliée  par  dz.  Or,  rfA  étant  l'élément 
difTérentiel  de  la  seclion  ABCD,  la  projection  hori- 
zontale, ou  la  base  du  cylindre  correspondant,  sera 
r/Acosâ,  puisque  9  est  Finclinaison  du  plan  de  cLk 
sur  le  plan  de  projection  ;  on  aura  donc 

dv  =  dzdA. cos  6  ; 

par  conséquent,  l'intégrale  fzdv,  relative  à  l'un  des. 
cylindres  verticaux,  sera  le  produit  de  rM  .cos  û«  et  de 
fzdz^  ou  égale  à  \jr^ cos^  .d\^  en  appelant  j^  la 
hauteur  de  ce  cylindre  ,  ou  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  dK  sur  le  plan  de  flottaison.  La  quantité  qu'oit 
a  représeutée  par  k  sera  donc 

A' =  I  cos  û/T^^rfA  ; 

l'intégrale  s'éteudant  à  l'aire  entière  de  ABCD. 

La  perpendiculaire^  se  compose  de  deux  parties  : 
l'une  comprise  entre  les  deux  plans  parallèles  A'CC'D' 
et  AB''CD",  qu'on  a  représentée  par  ^,  l'autre  comprise 
entre  d\  et  le  second  plan ,  qui  sera  égale  à  /  sin  6,  en 
désignant  par  l  la  distance  de  cet  élément  à  Tintersec- 
tiou  AC  des  deux  plans  ABCD  et  AB"CD'';  on  aura  donc 

J  =  C  +  'sin  G, 

où  Ton  regardera  /  comme  une  quantité  positive  ou 
négative,  selon  que  dA  se  trouvera  au-dessous  ou 
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au-dessus  du  second  plan.  En  substituant  cette  va- 
leur dans  l'équation  précédente,  et  observant  que  C 
et  ô  sont  constantes  dans  l'intégiation  indiquée,  il 
vient 
k—i  Ç*cos  6/rfA  +sin6  cos  6/ïf/A  +  isin'6cos6/ï''^- 

J'appelle  i>  l'aire  de  la  section  ABCD,  011  la  valeur 
de /(/A;  la  droite  AB  renfermant,  par  hypothèse,  le 
centre  de  gravité  de  cette  section  ,  l'intégrale  /UtA  est 
nulle;  et  si  l'on  fait 

JÎ'dK  =  l>y\ 

de  sorte  que  y  soit  une  ligne  dépeudanle  de  la  figure 
et  de  l'éteodae  de  ABCD ,  on  aura  finalement 

(t  =  ii  cos  e  (Ç'  +  >'sia'  fl). 

Cette  formule  n'est  pas  rigoureusemeot  la  valeur 
de  fc;  pour  qu'elle  le  fût,  il  faudrait  que  le  volume 
(Compris  entre  les  sections  A'B'C'D'  et  ABCD  fût  un 
cylindre  vertical ,  tronqué  par  le  plan  de  la  section 
ABCD;  mais  quelle  que  soit  sa  forme,  on  conçoit  que 
la  valeur  exacte  de  k  doit  différer  très  peu  de  la  pré- 
cédente ,  tant  que  les  variables  Ç  et  8  sont  très  pe- 
tites; et  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  dîfTérence  de 
ces  valeurs  est  une  quantité  du  troisième  ordre  à 
l'égard  de  Ç  et  d*  En  substituant  la  valeur  approchée 
de  k  dans  l'expression  de  ^ ,  faisant  aussi 

siofl  =  6 ^i  +  etc.,    cosfl=:i  — -+etc., 

2.3   '  '  a    '  ' 

et  négligeant  tous  les  termes  du  troisième  ordre  par 
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rapport  à  ces  variables  9  et  ^,  nous  aurons  donc 

ce  qui  change  l'équation  (a)  en  celle-ci  : 

/u'din  +  gp[bÇ^  +  {by^dz\a)Q']=:c,     (b) 


en  comprenant  le  terme  zh  ^gpVa  dans  la  constante 
arbitraire  c. 

6i6.  La  valeur  de  cette  constante  se  déterminera 
d'après  les  valeurs  de  u,  Ç,  Q,  k  l'origine  du  mouve- 
menty  qui  sont  supposées  très  petites;  c  est  donc  aussi 
une  quantité  très  [>etite;  et,  de  plus,  l'équation  (6) 
montre  que  sa  valeur  est  positive,  si  le  coefficient 
by^dbWa  est  positif,  quand  le  mouvement  commence. 
Si  ce  coefficient  reste  positif  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  on  peut  conclure  de  cette  même 
équation,  par  le  raisonnement  déjà  employé  dans  le 
n®  5^0,  que  les  variables  ^  et  6  demeureront  cons- 
tamment très  petites;  de  manière  qu'on  aura  a  un 
instant  quelconque. 


ce  qui  fait  voir  que  la  stabilité  de  Fécpiilibre  du  corps 
flottant  tient  au  signe  de  la  quantité  by^ihYa,  et 
que  cet  équilibre  sera  stable  toutes  les  fois  que  cette 
quantité  sera  positive  à  l'origine  et  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement. 

L1atégrale/Z*d>,  qui  est  représentée  par  by^ ,  ne 
peut  être  qu'une  quantité  positive ,  puisque  tous  ses 
élémens  sont  positifs.  Le  terme  db  Va  doit  être  pris 
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avecle  signc  +  .  quand  le  point  G  est  plus  Iws  qne  le 
point  H;  donc,  dans  ce  cas,  le  coefficient  ^•d=  Vrt 
est  positif»  et  l'équilibre  est  stable.  Loi-s  donc  que  le 
cenire  de  gravite  de  la  niasse  eolière  d'un  corps  flot- 
tant est  plus  bas  que  celui  du  volume  d'eau  qu'il 
déplace  dans  sa  position  d'e'quilibre,  on  peut  être 
certain  de  la  stabilité  de  cet  équilibre  par  rapport  » 
tous  les  petits  mouvemcns  qu'il  est  possible  d'imprt- 
mtr  à  ce  corps. 

SI,  au  contraire,  le  point  H  est  plus  bas  que  le 
point  G,  le  ternie  ±  Vu  doit  lîlre  pris  avec  le  signe  — ; 
il  faut  alors  qu'on  ait  by'  >■  V«  ,  pour  que  le  coeffi- 
cient bydzVa  soit  positif,  et  qu'on  puisse  assurer 
la  stabilité  de  l'équilibre.  Or,  la  gr.indeurde  la  ligne 
y  Tîirie  avec  la  position  de  la  droite  AC,  qui  passe 
toujours  par  le  centre  de  gmvité  de  la  section  ABCD, 
et  peut  tourner  autour  de  ce  point  pendant  la  durée 
da  mouvement;  maïs  en  faisant  faire  à  la  droite  AC , 
une  révolution  entière,  il  est  évident  qu'il  y  aura 
une  position  dans  laquelle  la  ligne  y  sera  plus  petite 
que  dans  toute  autre  position;  si  donc  on  calcule 
cette  plus  petite  valeur  de  y,  et  qu'on  trouve 
by*  >  Va,  il  sera  certain  que  le  coefficient  tj-ttVa 
ne  peut  devenir  négatif,  et,  par  conséquent,  que 
l'équilibre  est  stable. 

Dans  un  vaisseau ,  par  exemple ,  il  est  aisé  de  voir 
que  la  droite  AC,  à  laquelle  répond  le  minimtan  de 
l'intégrale  fl'dh,  est  la  ligne  qui  va  de  la  proue  à  la 
poupe.  On  partagera  donc  l'aire  de  la  section  à  fleur 
dcau  en  élémens  infînimeut  petits;  puis  on  déter- 
minera par  le  calcul  intégral  la  somme  de  tous  ces 
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clcmens^  multiplies  respectivement  par  le  carré  de 
leurs  distances  à  cette  ligne  ;  et  pourvu  que  cette  in- 
tégrale surpasse  le  produit  du  volume  d  eau  déplace 
par  le  vaisseau ,  et  de  la  distance  du  centre  de  gravité 
de  ce  volume  a  celui  du  vaisseau,  on  pourra  assurer 
que  l'équilibre  est  stable,  par  rapport  à  tous  les  petits 
mouvemens  du  vaisseau ,  lors  même  que  le  second 
centre  de  gravité  sera  plus  élevé  que  le  premier. 

G 17.  Après  nous  être  occupé  de  Téquilibre  et  de 
la  stabilité  des  corps  flottans ,  nous  allons  actuelle- 
ment déterminer  leur  mouvement,  lorsqu'on  les  a 
un  peu  écartés  d'une  position  d'équilibre  stable. 
Pour  résoudre  la  question  d'une  manière  complète , 
il  faudrait  avoir  égard  à  la  fois  à  ce  mouvement  et  a 
celui  du  liquide  ;  c'est  ce  que  je  tâcherai  de  faire  dans 
un  autre  ouvrage.  Maintenant,  je  ne  tiendrai  pas 
compte  du  mouvement  du  fluide;  et  pour  •simplifier 
le  problème,  relativement  au  corps  solide,  je  sup- 
poserai qu'il  soit  symétrique  de  part  et  d'autre  d'un 
plan ,  qui  restera  vertical  pendant  tout  le  mou- 
vement. 

Ce  plan  renferme  les  centres  de  gravité  G  et  II  du 
mobile  et  du  volume  de  fluide  qu'il  déplace  dans  son 
état  d  équilibre.  Dans  cet  état,  la  droite  GH  est  ver- 
ticale ;  on  l'incline  en  la  faisant  tourner  dans  ce  plan 
autour  du  point  G;  puis  on  abaisse  ou  on  élève,  pa- 
rallèlement à  elle-même,  cette  droite  dans  ce  même 
plan  ;  on  abandonne  ensuite  le  mobile  à  l'action  de 
la  pesanteur  et  du  fluide  environnant,  sans  lui  impri- 
mer aucune  vitesse  initiale  ;  et  il  est  évident  que  la 
section  du  mobile  faite  par  le  plan  dont  il  s'agit,  et 
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qui  te  coupe  en  deux  parties  symétriques,  demeo-^ 
rera  coasiamment  verticale.  L'iiilerseclioa  AC  des 
sections  ABCD  et  AB"CD",  restera  toujoui-s  perpen- 
diculaire à  ce  plan  vertical  ;  et  comme  la  droite  AC 
renferme,  par  hypothèse,  !e  centre  de  gravité  de 
ABCD,  il  s'ensuit  que  ce  centre  sera  !e  point  K  où 
elle  coupe  ce  même  plan,  et  que  ta  droite  AC  ren- 
contrera toujours  le  contour  de  ABCI>  dans  les 
mêmes  points  A  et  C.  Indépendamment  de  la  symé- 
trie du  corps  par  rapport  au  plan  perpendiculaire 
à  AC,  je  supposerai,  en  outre,  pour  simplifier  en- 
core plus  la  question ,  que  la  droite  GK  soit  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  section  ABCD;  ce  qui  aura 
lieu ,  par  exemple,  lorsque  le  plan  des  deux  drcHtes 
GK  et  AC  coupera  aussi  le  mobile  en  deux  parties 
symétriques. 

Au  bout  du  temps  quelconque  t ,  compté  de  l'ori- 
gine du  mouvement,  je  représenterai  par  2,  la  dis- 
tance CE  du  point  G  au  plan  fixe  A'B'C'D',  par  ^  la 
distance  mutuelle  des  deux  plans  horizontaux  AB"CD^ 
et  A'B'C'D',  par  fl  l'angle  KGE  compris  entre  la  droite 
GK  ef  la  verticale  GE ,  par^  la  distance  de  rélément 
quelconque  d\  de  la  section  AfiCD  au  plan  A'B'CTV, 
et  par  x  sa  distance  au  plan  vertical  mené  par  le 
point  G  et  parallèle  à  la  droite  AKC.  Je  désignerai 
aussi  par  /  la  dislance  constante  de  cet  élément  à  cette 
droite ,  et  par  h  la  longueur  donnée  de  GK.  II  est  aisé 
de  voir  qu'on  aura 

3^=:^H-Acosfl,  j  =  Ç-|-/sine,  x=/cos6-(-iisinfl, 

où  l'on  regardera  l,  h,  ^,  comme  des  quantités  po- 
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sitives  ou  négatives,  selon  que  rëlément  dA  est  à 
droite  ou  à  gauche  de  la  droite  AKC,  que  la  droite  GK 
se  trouve  à  droite  ou  à  gauche  de  la  verticale  GE  ^  et 
que  le  plan  AB'^CD"  est  au-dessous  ou  au-dessus  de 
A'B'C'D'.  Enfin ,  h  étant  Taire  de  la  section  ABCD , 
et  y  la  même  ligne  que  précédemment,  on  aura 
aussi 

fdX^h,    fld\=:o,     fM\  —  by^;     (i) 

les  intégrales  s  étendant  à  tous  les  élémens  de  b. 

Les  variables  ^  et  0  feront  connaître  la  position  du 
mobile  à  chaque  instant.  Pour  ^  =  o ,  on  aura 

fl=«,  ^=Q,  i;=o,  ^=o, 

parce  qu'on  suppose  nulles  les  vitesses  initiales  de 
tous  les  points  du  corps ,  et  en  désignant  par  a  et  f 
des  quantités  très  petites  et  données.  Le  problème 
consistera  à  déterminer  les  valeurs  de  0  et  ^  en  fonc- 
tions de  ^ ,  en  supposant  que  ces  variables  demeurent 
très  petites  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  ; 
supposition  qui  permet  de  négliger  le  carré  de  9  et  le 
produit  de  6  et  Ç,  et  de  considérer  comme  un  cylindre 
tronqué,  le  volume  compris  entre  ABCD  et  A'B'C'iy. 
6i8.  Le  centre  de  gravité  G  se  mouvra  comme  si 
la  masse  M  du  mobile  y  était  réunie,  et  que  le 
poids  Mg:  du  corps  et  la  résultante  des  pressions  du 
fluide  y  fussent  appliqués.  Cette  résultante  est  dirigée 
en  sens  contraire  de  Mg  ;  elle  est  égale  à  (V-f-U)fg, 
en  désignant  par  V  le  volume  d  eau  déplacé  par  le 
mobile  dans  son  état  d'équilibre,  et  par  V-f-U  ce  vo- 
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iume  au  bout  du  temps  t.  La  forcu  malrlce  du  poiul€ 
diricée  dans  le  sens  de  la  pesanteur ,  sera  donc 
Mg  —  (y  -\-^)fët  O"  simplement  — Ufg,  à  caasc 
de  M  =  Vp;  ^a.  vitesse  luitialc  étant  nulle,  U  ne 
sortira  pas  de  la  verticale  où  il  se  trouve  à  lori- 
giuc  du  mouvenient,  et  Icquation  de  ho»  mouve- 
ment sur  cette  droite  sera 


W- 


■  -  rgV. 


Abstraction  faite  du  signe  ,  U  est  le  volume  com- 
pris entre  les  deux  sections  ABCD  et  ATt'CD';  de 
sorte  qu'en  décomposant  ce  volume  en  prismes  ver- 
ticaux, comme  précédemment,  on  aura 

l'intégrale  s'éteudant  à  tous  les  éléniens  de  /'.  En 
mettant  pour^  sa  valeur  pi'ccédenic ,  on  cii  con- 
clut 

U  =  AÇcosfi. 

Si  donc  on  prend  l'unité  pour  cos  6  dans  cette  va- 
leur et  dans  celte  de  z, ,  qu'on  les  substitue  ensuite 
dans  l'équation  du  mouvement  du  point  G ,  et 
qu'on  y  mette  aussi  Vf  a»  lieu  de  M ,  il  vient 


^K  . 


(3) 


En  mémo  tcmps,le  mobile  tournera  autour  du  point 
G,  comme  s'il  était  fixe,  et  que  les  forces  qui  le 
sollicitent  ne  fusscut  pas  changées  (  n"  /)58  ).  Ce 
mouvement  de  rotation  aura  donc   lieu  nulour  de 
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Taxe  mené  par  le  point  G^  et  perpendiculaire  au 
plan  qui  coupe  le  mobile  en  deux  parties  symétri- 
ques^ et  il  sera  dû  uniquement  aux  pressions  du 
fluide  environnant ,  puisque  le  poids  du  corps  passe 
constamment  par  ce  point;  par  conséquent,  1  équa- 
tion de  ce  mouvement  sera  (n*  59a) 

MA»  —  —  ti. 

en  désignant  par  Mk*  le  moment  d'inertie  du  corps 
par  rapport  à  Taxe  de  rotation ,  par  g}  sa  vitesse 
angulaire  de  rotation  au  bout  du  temps  ^,  et  par/t 
le  moment  total  des  plissions  au  même  instant  et 
par  rapport  au  même  axe.  On  regardera  la  vitesse 
a>  comme  positive  ou  comme  négative,  selon  que  le 
mouvement  aura  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flcclie  s  y  ou  dans  le  sens  opposé  ;  de  sorte  que  Ton 
aura 

d)      d^  d^ 

^  ~        dt*     di  ~  ^  dt^' 

et ,  cela  étant ,  on  devra  prendre  avec  le  signe  -|- 
ou  avec  le  signe  — ,  dans  la  valeur  de  jtc,  les  mo- 
nicns  des  pressions  qui  tendront  à  faire  tourner 
dans  le  sens  de  la  floche  s ,  ou  dans  le  sens  opposé. 
Or,  le  moment  total  /jl  pourra  se  diviser  en  deux 
parties,  l'une  relative  au  volume  constant  V ,  et 
l'autre  au  volume  variable  U.  La  partie  de  la  pres- 
sion correspondante  au  premier  volume  est  égale  à 
\fg  f  appliquée  au  point  H,  et  dirigée  suivant  HF; 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  G  sur  cette 
droite  prolongée,  s'il* est  nécessaire,  a  pour  valeur 


6a6  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

asin^,  en  désignant  par  a  la  distaoce  GH  :  la  pK^ 
mière  partie  du  moment  fj.  sera  donc  rtiVapgsin  6, 
où  l'on  prendra  le  signe  supérieur  ou  le  signe  in- 
férieur, selon  que  le  point  H  sera  ptos  haut  ou 
plus  bas  qae  le  point  G.  Quant  à  la  partie  de  u 
qui  répond  à  U ,  si  l'on  décompose  toujours  ce  vo- 
lume en  prismes  verticaux,  et  qne  l'on  considère 
la  pression  correspondante  au  prisme  quelconque 
/cosârfA,  laquelle  est  égale  et  contraire  au  poids  du  vo- 
lume d'eau  qu'il  déplace  ,  on  aura  ^gx?*cos  flrfA  pour 
le  moment  de  celte  pression,  t;t ,  par  conséquent, 
fg/xy  cos  â  dh  pour  la  seconde  partie  de  ;*  ;  l'int^rale 
s'étendant  à  l'aire  b  tout  entière.  En  mettant  pour  J* 
et  X  leurs  valeurs ,  et  ayant  égard  aux  éqnatîous  (  i  ), 
cette  quantité  deviendra  (^'cos  ô  +  hÇ)pgb  cosSsinQ; 
par  conséquent,  la  valeur  complète  de  fi.  sera 

fj.  =  (A>*  cos'  9  =b  Vrt  -h  bhZ  cos  6)  fg  sîa  fl. 

Je  réduis,  dans  cette  valeur,  cos  â  et  sin  6  à  l'u- 
nité et  à  6  ,  et  je  néglige  le  produit  de  ^  et  fl  ;  puis 
je  la  substitue,  avec  tes  valeurs  de  M  et  de  w ,  dans 
l'équation  du  mouvement  de  rotation  ,  qui  devient , 
de  cette  manière , 

Le  problème  dépend  donc  des  deux  équations* 
différentieltes  (a)  et  (3)  ;  et  comme  les  variables  0  et  ^ 
y  sont  séparées,'  il  s'ensuit  que  le  mouvemeol  de 
rotalion  du  corps  flottant  et  celui  de  son  centre  de 
gnrvité  seront  indcpeadans  l'un  de  l'antre  ;  circon»' 
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tance  qui  tient  a  ce  qu'on  a  supposé  la  droite  GK , 
qui  va  du  centre  de  gravité  du  mobile  à  celui  de 
AfiCD  j  perpendiculaire  à  cette  section. 

En  intégrant  ces  deux  équations,  et  déterminant 
les  constantes  arbitraires  d'après  les  valeurs  initiales 


Ç=^cos.v/Ç,     ô  =  «cosgv^?^Xf)]. 

L'ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité  étant 
égale  k  h+Çf  quand  on  néglige  le  carré  de  9 ,  il 
s'ensuit  que  le  mouvement  de  ce  point  sera  le  même 
que  celui  d'un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait 

y.  Pour  que  la  valeur  de  9  ne  croisse  pas  indéfini- 
ment^ c'est-à-dire,  pour  que  l'équilibre,  d'où  l'on  a 
écarté  le  corps  flottant ,  soit  stable ,  il  faudra  et  il 
suffira  que  la  quantité  by*  zfc  \a  soit  positive  ;  ce 
qui  s'accorde  avec  le  théorème  du  n®  616.  Celte  con- 
dition étant  remplie,  les  oscillations  de  la  droite  GK, 
de  part  et  d'autre  de  la  verticale  GE,  seront  les 
mêmes  que  celles  d'une  pendule  simple  qui  aurait 

Cy^Ta  P^^^  longueur. 

Si  le  corps  flottant  n'était  pas  symétrique  de  part  et 
d'autre  du  plan  des  droites  GK  et  AKC ,  et  que  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  G  sur  la  section  ABCI> 
difleràt  de  la  droite  GK,  les  variables  Ç  et  9  ne  seraient 
plus  séparées  dans  les  équations  (2)  et  (3)  ;  la  pre-' 

mière  renfermerait  un  terme  multiplié  par  -t\  et  la 
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*■  i  trfrftfme  qui  aurait  Ç"  pour  facteur;  les  mou- 

'^  de  rotation  et  du  point  G  ne  seraieut  plus 

indepcndaus  l'un  de  l'autre;  et  le  mobile  pourrait 
exécuter  quatre  sortes  d'oscillations  simples,  dans  les- 
quelles son  mouvement  se  décomposerait  loujour;, 
conformément  au  principe  de  la  coexistence  des 
petites  oscillations,  et  qui  se  réduisent  à  deux  dans 
le  cas  particulier  que  nous  venons  de  considérer. 
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de  lair  et  du  mercure  ;  en  appelant  l  la  hauteur  de 
1  atmosphère,  dans  cette  hypothèse ,  et  désignant  par  p 
la  densité  de  Tair  à  la  température  zéro  et  soub  la 
pression  barométrique  C^^yô ,  on  aura  donc 


l  =  ^(o-,76); 


et  à  cause  de  (n'ôi) 

-  =  10462. 
f  - 

il  en  résulte^  à  très  peu  près, 

L'atmosphère  doit  évidemment  $  étendre  beaucoup 
plus  haut,  puisque  la  densité  et  le  poids  de  ses  couches 
difjiinuent  à  mesure  qu'elles  s  élèvent  au-dessus  de  la, 
surface  de  la  terre.  On  fixera  une  limite  quelle  ne 
peut  atteindre ,  en  déterminant  la  hauteur  k  laquelle 
la  force  centrifuge  est  égale  k  U  pesanteur  ;  car  au**- 
delà,  la  force  centrifuge  disperserait  les  oioLécules 
d'air  dans  l'espace.  C'est  à  Féquateur  que  cette  li- 
mite est  le  moins  élevée;  or,  en  ce  lieMj  la  force 

centrifuge  est  -|^  (n^  1 78)  à  la  snrÊu:e  de  la  terre  ; 
à  une  hauteur  z  au-dessus  de  cette  surface,  eUe  de-^ 
vient   ^  \sar    '  ®^  l'intensité  de   la    pesanteur  est 

^      ,  en  désignant  par  r  le  ràjron  de  la  terre  ;  la 

limite  dont  il  s'agit  sera  donc  déterminée  par  l'é- 
quation 

r+z r^ 

de  laquelle  00  tire,  ponr  cette  limite, 

39.. 
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c'est-à-dire,  à  peu  près  cinq  fois  le  rayon  de  la  terre. 
Mais  ii  y  a  lieu  de  croire  que,  bien  avant  d'atteindre 
à  une  si  grande  hauteur,  l'air  est  liquéfié  p«r  le 
froid,  qui  augmente  rapidement  à  mesure  qu'on  s*é- 
Icve  dans  l'atmosphère.  Nous  ne  connaissons  pas  U 
loi  de  cette  augmentation  à  l'air  libre,  qu'il  ne  fiaal 
pas  confondre  avec  celle  que  l'on  observe  sop  Jes 
inonlagnes,  où  la  température  de  l'air  et  celle  du  sol 
s'influencent  mutuellement;  la  seule  donnée  que 
nous  ayons  sur  ce  sujet ,  est  celle  qui  résulte  de  l'ascen- 
sion aérostatique  de  M.  Gay-Lussac ,  dans  laquelle  il 
s'est  élevé  à  une  hauteur  de  6980":  les  températuresde 
l'air  à  la  surface  de  la  terre  et  à  cette  hauteur  étaient 
de  5o°,75  et  —  9*,5o,  du  thermomètre  cenUgrade; 
ce  qui  fait  une  diminution  d'environ  un  degré  pour 
175*°  d'élévation,  en  supposant  le  décroissement  de 
la  chaleur  uniforme. 

631.  Si  l'on  ferme  en  C  (fig.  44)  f  ^  brandie  ou- 
verte du  baromètre,  ou,  plus  généralement,  si  fon 
■pUoB.ceAte.  branche  dans  un  vase  H  fermé  de  toutes 
parts,  (fig.  53),  l'équilibre  du  système  ne  sera  pas 
troublé  :  ce  sera  alors  la  pression  exercée  en  Epir l'air 
contenu  dans  ce  vase,  qui  fera  équilibre  ï  celle  de  la 
colonne. DF  du  mercure,  suspendue  dans  la  fanocbe 
fermée,  au-dessus  de  son  niveau  E  dans  U  bran^ 
ouverte.  Cette  pression  rapportée  k  l'unité  de  sor&œ, 
ou  ce  qu'on  appelle  la  force  élastique  de  Fair,  aon 
donc  pour  mesure  la  pression  mgh  du  mercure,  et 
elle  sera  équivalente  au  poids  cr  de  la  colonne  tt- 
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xnosphérique.  Un  baromètre  qui  s'ouvre  ainsi  dans 
un  vase  ferme ,  et  qui  sert  k  mesurer  la  force  élasti-* 
que  de  l'air  ou  d'un  fluide  quelconque^  contenu 
dans  ce  vase  ^  s'appelle  alors  un  manomètre.  Le  poids 
mgh  du  mercure  dépend  de  la  nature,  de  la  densité 
et  de  la  température  de  ce  fluide  élastique. 

Si  l'on  transporte  un  manomètre  d  un  lieu  dans 
un  autre ,  et  que  la  température  et  la  densité  de  Tair 
contenu  dans  le  vase  H  soient  les  mêmes  en  ces  deux 
eiMroits ,  il  faudra  que  la  hauteur  du  mercure  varie 
en  raison  inverse  de  la  gravité ,  afin  que  le  poids  de 
la  colonne  de  mercure  reste  le  même.  L'observation 
de  cette  hauteur  à  des  latitudes  différentes  pourrait 
donc  servir  à  mesurer  les  variations  de  la  pesanteur  ; 
mais,  pour  l'exactitude  de  cette  mesure,  il  faudra 
avoir  égard  à  l'augmentation  du  volume  occupé  par 
l'air  contenu  dans  H ,  qui  r^ultera  d'une  augmenta- 
tion de  hauteur  du  mercure  dans  la  branche  fermée. 

Ainsi ,  supposons  que  g  et  A  soient  la  gravité  et  la 
hauteur  DF  du  mercure ,  en  un  lieu  de  la  terre  ;  le 
manomètre  étant  transporté  en  un  autre  lieu ,  et  la 
température  étant  restée  la  même ,  supposons  que  le 
mercure  se  soit  élevé  de  D  en  D' dans  la  branche  fer- 
mée ,  et  qu'il  se  soit  abaissé ,  en  même  temps ,  de  E 
en  E'  dans  la  branche  ouverte  ;  menons  par  le  point  E' 
un  plan  horizontal ,  qui  coupe  en  F'  la  branche  fer-* 
mée  ;  désignons  par  h*  la  différence  DT'  de  niveau  du 
mercure  dans  les  deux  branches ,  et  par  g'  la  gravité 
correspondante.  Les  pressions  ]>arométriques  seront 
entre  elles  comme  gh  et  g' h' ,  dans  les  deux  observa- 
tions ;  elles  seront  proportionnelles  aux  densités  du 
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fluide  contenu  dans  H,  et,  par  coaiéqaeW,  en  ni' 
son  inverse  des  volumes  qu'il  occupera  dans  ce  vMB; 
en  appâtant  ces  Tolumes  V  «t  V,  on  anra  donc 

gh  ===  v^- 

Or,  si  l'on  appelle  c  l'aire  de  la  settion  horizontale 
du  tube  au  point  D  ,  le  volume  du  mercure  compris 
entre  D  et  D' sera  {h'  —  k)c;  mais,  à  Cause  de  Iln- 
compressibilité  de  ce  fluide,  il  faudra,  quelle  qne 
soit  la  forme  du  vase  H,  que  le  volume  V  surpasse 
V  de  cette  quantité  (A' —  A)  c  ;  on  aura  donc 

V'  =  VH-(A'— A)^:; 
et  l'oa  Gouclora  de  l'ëqualicm  précédeute 

*: y* 

pour  le  rapport  des  intensités  de  la  pcftantuttr  dans 
les  deux  lieux  des  observations.  Mais,  quelque  soin 
que  l'on  npjMjrte  dans  la  mesure  dt'S  quantités  que 
cette  fol-mule  i>eoteniie>  ce  procédé  set»  totijtiPTg 
beaucoup  moins  susc«ptibl6  d'exactitude  tfoA  tàtïl 
qui  est  fondé  sur  les  expériences  du  pendule. 

6â>.  Maintenant,  fermons  en  C  (fig.  44)  I»  brandie 
ouTerte  du  baromètre,  et  onvrons  en  A  là  brmncfat 
qui  était  fermée;  la  pression  atmospfaiMqat! Vajon- 
tant  à  celle  au  mercure  »  l'air  contftnu  danl  BC  ta  se 
eoMpriAMr,  et,  eonsëquemment,  le  aiveaB  dtt  mer» 
oan  s'elevera  dans  cette  branche  et  s'abaissen  daas 
l'autre.  Ajoutons  dans  cette  autre  brandie  mte  noiH 
Telle  quantité  de  m«>cure,  4e  manière  que  la  âiÊK' 
rencs  de  tiinau  dans  lei  deux  branches  soit  ooeore 
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^me  auparavant.  Dans  cet  état,  si  le  mer- 

^e  DenD'etde  ËenE',  et<|ue  Ton  mène 

plan  horizontal  qui  coupe  l'autre 

Saura  DT'=DF.  Au  point  F',  la 
are  sera  mgh  ;  en  ajoutant  la  pressioa 
^  c  9,  qui  a  lieu  au  niveau  D^  on  aura 

.  ou  2mgh  ;  par  conséquent ,  la  força  élaa* 
.  Tair  contenu  dans  CE'^  qui  s'exerce  sur  le 
a  £'  et  qui  £ait  équilibre  à  cette  pression  totale , 
.a  double  de  celle  qui  avait  lieu  quand  l'air  occupait 
l'espace  CE.  Or,  l'expérience  prouve  que  l'espace  CE' 
est  moitié  de  CE;  elle  fait  voir  aussi  que  si  l'on  triple 
la  pression  par  une  addition  convenable  de  mercure  ^ 
l'espace  occupé  par  l'air  est  réduit  au  tiers  ;  et ,  géné- 
ralement,  on  trouve  que  le  volume  du  fluide  varie 
en  raison  inverse  de  la  pression  qu'il  éprouve ,  ou , 
autrement  dit,  que  la  densité  croU  dans  le  même 
rapport  que  la  force  élastique. 

Cette  proportionnalité  est  ce  qu'on  appelle  la  loi  de 
Mariette  j  du  nom  du  physicien  qui  l'a  déduite  de 
robservatioo.  EUe  suppose  que  le  fluide  n'éprouve 
aucune  variation  de  température;  en  sorte  que,  pour 
l'observer  exactement ,  il  faut  donner  à  l'air  contenu 
dans  CE,  le  temps  de  perdre  l'augmentation  de  tem<- 
pérature  qu'il  acquiert  par  la  compression ,  et  de  re*- 
ventr  à  sa  température  primitive.  Elle  a  lieu  pour 
tous  les  gaz  ,  et  aussi  pour  les  vapeurs ,  en  supposant 
la  pression  moindre  que  celle  qui  les  réduit  eu  li- 
quides^ Enfin,  elle  subsiste  égalemeat  pour  les  mé  - 
langes  de  diSerens  fluides  ;  et  si ,  par  exemple ,  deux 
gaz  ont  la  même  température  et  un  même  volume  V^, 
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que  j>  soit  la  force  ëlasticpie  de  l'un  et  ff  celle  de 
l'autre ,  et  qu'on  les  réunisse  sous  le  volume  V,  la 
terape'rature  du  mélange  sera  encore  la  même  ,  et  la 
force  élastique  ,  ou  la  pression  qu'il  exerce  sur  l'anité 
de  surface,  deviendra  p-\-p'. 

Û23.  Au  moyen  de  la  loi  de  Mariette,  on  peut  fa- 
cilement calculer  l'élévation  de  l'eau  dans  une  pompe, 
lorsqu'il  existe  de  J'air  entre  ce  liquide  et  le  piston  ; 
laquelle  élévation  serait  io'",4>  corrtme  nous  l'avons 
dit  précédemment  (n°  SgB),  si  l'eau  était  en  contact 
avec  le  piston. 

Tour  cela ,  soient  ABCD  (  fig.  53  )  le  tuyau  cylin- 
drique et  vertical  d'une  pompe ,  plongé  dans  l'eaa 
jusqu'en  EF,  et  GII  la  base  horizontale  du  piston.  La 
pression  atmosphérique  s'exerce  sur  le  niveau  exté- 
rieur de  l'eau,  qui  est  le  même  que  le  niveau  inté- 
rieur EF.  Cette  pression  ,  rapportée  ù  l'unité  de  sur- 
face, sera  égale  à  gl ,  en  prenant  la  densité  de  l'eau 
t  désignant  par  /  la  hai 
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celle  du  réservoir  dans  lequel  elle  est  plongée ,  on  aura 
d'abord 

bx 

à  raison  de  rincompressibilité  du  liquide  ;  et  la  ques- 
tion se  réduira  à  déterminer  la  valeur  de  x. 

Or ,  Tair  qui  occupait  Tespace  EFHG ,  occupera 
maintenant  Tespace  ET^'G'  ;  et  celui-ci  étant  à  1  au- 
tre comme  a  +  c  —  a: est  àa,  il  s'ensuit  que  la  force 
élastique  gl  du  fluide  sera  diminuée  dans  le  rapport 

inverse,  et  deviendra      J^  _    .  Ce  sera  la  pression' 

rapportée  à  Tunité  de  surface  qui  aura  lieu  sur  ET'; 
en  l'ajoutant  à  la  pression  de  l'eau  comprise  entre 
ET'  et  E^F^ ,  dont  la  valeur  e^g{pc  -f- j^) ,  on  aura  la 
pression  totale  exercée  sur  le  niveau  intérieur  E^F^  ^ 
qui  devra  faire  équilibre  à  la  pression  extérieure  gl  ; 
ce  qui  exige  qu'on  ait 

la  .  .    bx         j 

a+c  —  X    '  '      t  ' 

en  supprimant  le  facteur  commun  g ,  et  substituant 
pour  jr  sa  valeur  précédente.  Cette  équation  est  du 
second  degré ,  et  peut  s'écrire  ainsi  : 

en  réduisant ,  et  faisant ,  pour  abréger , 

Q  +  b        J' 

En  résolvant  cette  équation  ,  on  trouvera  deux^va-^ 
leurs  réelles  et  positives  de  x  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  que 
l'une  d'elles  sera  toujours  inadmissible.  En  effet ,  l'élé- 
vation x-f^  de  l'eau  au-dessus  du  niveau  extérieur,  ne 
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peutpas  surpasser/;  à  cause  de  x+j'sîT^,  on  a  doac 

x-^fl;  d'ailleurs,  il  est  évident  qu'on  doit  aussi 
avoir  a:  <a+c;  or,  la  somme  des  deux  racines  de 
l'équation  précédente  étant  y/-f-  a  +  c ,  si  l'une  est 
plus  petite  que  a  H- c,  l'autre  sera  plus  graudeqne  y/, 
ou  bien,  si  l'une  est  moindre  que  y/,  l'autre  surpas- 
sera a-^C\  par  conséquent,  l'une  des  deux  racines 
sera  seule  admissible,  et  l'autre  devra  être  rejelée 
comme  étrangère  à  la  question. 

En  vertu  de  l'équation  d'équilibre,  la  force  élas- 
tique — ^-^ —  ,  de  l'air  contenu  entre  ET'  et  CH', 

est  égale  à  g/  —  g'f-^-Hj')-  H  en  résulte  sur  la  base 
inférieure  du  piston,  une  pression  dirigée  en  sens 
contraire  delà  pt^santeur,  et  égaleàg/^ — ?(-*'"K?')^' 
La  base  supéricui-e  de  ce  corps  est  poussée  en  sens 
contraire  par  la  pression  atmosphérique,  égale  à  ^U<; 
la  charge  que  le  piston  supporte ,  ou  l'excès  de  celle 
seconde  force  sur  la  première,  est  donc  g(x  -^-j'i^i, 
c'est-à-dire ,  le  poids  de  l'eau  contenue  entre  E^,  et 
EV,  et  élevée  au-^Iessus  du  niveau  extérieur;  ce 
qu'on  peut  regarder^  à /non^  comme  évidenL 

634-  U  nous  reste  actuellement  à  considérer  la  loi 
de  la  force  élastique  de  l'air,  rektivement  a  sa  tempé- 
rature. 

Sil'airetdifierensgazjSOumisànne  pression  oHift- 
tante,  et  la  même  pour  toos,  sont  placés  d&ns  une 
CDceintA  dont  le  température  varie  d'na  lastaBl  à 
l'antre»  rdbservalioa  prouve  que  tous  ces  flmdei 
se  dilaleot  é^plemoiL  En  prenant  l'an  d'eai ,  Xair^ 
^  eJMB|il« ,  pour  Ibermomètre  ,  c'es(*«-dii« ,  n. 
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divisant  sa  dilatation  totale  en  parties  égales  p  qai 
marqueront  les  degrés  de  la  température ,  il  en  ré- 
sulte que  les  accroissemens  de  Tolume  de  tous  ces 
gaz  seront  les  mêmes  pour  des  augmentations  égales 
de  température^  et  proportionnels  à  ces  augmen- 
tations. L'observation  prouve  aussi  que,  dans  une 
étendue  très  considérable,  les  indications  du  tber- 
momètre  à  air  di£ferent  très  peu  de  celles  du  ther- 
momètre à  mercure  )  en  sorte  que  ,  dans  cette 
étendue ,  la  dilatation  d'un  ga£  quelconque  est  pro- 
portionnelle à  son  accroissement  de  température , 
indiquée  par  les  degrés  du  thermomètre  ordinaire* 
Enfin,  de  zéro  à  100%  c'est4i-dire ,  de  la  tempCTa- 
ture  de  la  glace  fondante  à  celle  de  l'eau  bouil- 
lante, M.  Gay-Lussac  a  trouvé  que  le  volume  de 
l'air  soumis  à  une  pression  constante ,  et ,  par  consé- 
quent, celui  d'un  gaz  quelconque,  àugocienteot  dans  le 
rapport  de  l'unité  à  1,^7 5}  ce  qui  donne  une  dilata- 
tion èe  0,00575,  pour  chaque  degré  du  thermomètre 
centigrade. 

D'après  cela ,  soient  V  le  volume  d'un  gaz  quelcon^ 
que ,  à  la  température  zéro ,  4r  sa  force  élastique ,  et 
D  sa  densité.  La  pression  w ,  rapportée  k  l'unité  de 
surface,  restant  la  même,  et  le  nombre  de  degrés  de 
la  température  devenant  6 ,  désignons  par  V  et  D' ce 
que  deviendront  le  volume  et  la  densité  du  gaz; 
nous  aurons 

r  =  V(i  +  afl), 
en  faisant 

a  =  0,00375  j 

et  comme  la  densité  varie  en  raison  inverf e  du  vo- 
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lame,  nous  aurons  aussi 


D'  =  7^- 


Maintenant,  supposons  qu'on  fasse  varier  la  pressîou 
sans  changer  la  température  9.  Soient  ^  et  p  ce  que 
deviennent  simultanément  la  pression  et  la  den- 
sité, qui  étaient  -îst  et  D';  d'après  la  loi  de  MariotW, 
on  aura 

/■=  T> 

et  en  mcltanl  pour  0'  sa  valeur  pre'cédeultf,  et 
fai^t 

il  en  ixsultera 

pour  rexprL>5sion  de  la  force  élastique  d'un  gaz  quel- 
conque, en  fonction  de  sa  densité  et  de  sa  température- 
625.  Cette  formule  convient  aux  gaz,  aux  vapeurs, 
et  à  leurs  mélanges.  La  température  6  étant  indi- 
quée par  le  thermomètre  à  mercure,  elle  a  lien  pour 
les  valeurs  négatives  de  9,  jusqu'à  environ  — 36%  ou 
un  peu  moindres  que  la  température  de  la  congélation 
de  ce  fluide.  Elle  a  aussi  été  vérifiée  pour  des  tempér»- 
tares  qui  surpassaient  beaucoup  100*  ;  et  la  différence 
entre  les  lois  de  dilatation  de  l'air  et  du  mercure  »  ne 
commence  k  devenir  un  peu  considérable  que  quand 
te  s'élève  k  environ  500°  (*). 

(.*)  V<^f^t  SOT  ce  point  T  le  Mémoire  de  MH .  Pe(i  t  et  Dulong, 
inséré  dam  le  1 8*  cahier  da  Journal  de  t École  Poljucluiifye. 
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Le  coefficient  k  est  différent  pour  les  différens 
fluides,.  Relativement  à  l'air  atmosphérique,  MMT.  Biot 
et  Arago  ont  trouvé ,  à  l'Observatoire  de  Paris  ^ 


g-  =  io46a, 

pour  le  rapport  de  la  densité  du  mercure  à  celle  de 
l'air,  sous  la  pression  barométrique  de  0^,76,  et  à  la 
température  zéro  (n^  61).  En  Élisant  donc,  en  même 
temps , 

«w  =  mGA,      h  =  o",76, 

la  valeur  de  k  sera 

et  y  dans  cette  valeur,  il  faudra  prendre  pour  G  la 
gravité  au  lieu  où  le  rapport  -^  a  été  déterminé, 
c'est-à-dire,  à  la  latitude  de  Paris,  pour  laquelle  on  a 

G  =  9~,8o896. 

Le  coefficient  de  G  se  rapporte  à  l'air  parfaite- 
ment sec  ;  si  l'air  était  humide ,  sa  densité  serait 
moindre ,  sous  la  même  pression  et  à  la  même  tem- 
pérature, et  la  valeur  de  k  varierait  en  raison  inverse 
de  cette  densité.  Sous  la  pression  barométrique  de 
o°',76,  et  à  la  température  zéro,.<^it,  parexemi- 
pie,  <r  le  rapport  de  la  densité  de  l'air  au  moxi- 
mum  d'humidité,  à  la  densité  de  l'air  parfaitement 
sec  ;  on  aura ,  comme  on  le  verra  plus  loin , 

^       o",n6— o",oo5o8   .    10   o"»,oo5o8  '       ' 


\ 
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par  conséqBcnt,  en  divisant  la  valeur  précédeale 

de  k  par  cette  valeur  de  «T,  oa  aura  la  valeur  de  A 

qai  i-épond  au  maximum  d'humidité  de  l'air,  sa- 

tÔÎt: 

*  ==  797 '^od- 
6a6.  Maiutenant,  nousformeronssansdilTlculle  le» 
différentes  équations  d'équilibre  d'une  colonne  atmos- 
phcriqoc.Sopposonsquecettecolonnesoit  cylindrique 
et  verticale,  et  qu'elle  ait  sa  base  à  la  surface  de  la  terre 
et  s'étende  jusqu'à  la  limite  de  l'atmosphère.  Soit  A 
l'aire  de  sa  section  horizontale.  Divisons  celte  colonne 
en  couches  horizontales  inHniraent  minces,  et  sup- 
posons la  surface  A  assez  peu  étendue  pour  que  la 
densité  et  la  température  ne  varient  pas  sensiblement 
d'un  point  à  un  autre  d'une  couche  quelconque.  Ap- 
pelons /? ,  p  ,  ô ,  la  force  élastique  de  l'air,  sa  densité 
et  sa  température,  qui  ont  lieu  à  la  dîslauce  ï  de  la 
surface  de  la  terre.  Soit  aussi  g'  la  gravité  à  celle 
même  distance  ;  S.^pdz  sera  le  poids  de  la  couche  dont 
l'épaisseur  est  dz,  ci  dont  les  deux  faces  répondent  à 
z  et  z —  dz,  La  pression  qu'elle  éprouve  sur  sa  face 
supérieure  sera  Ap  ;  celle  qui  aui^  lieu  sur  sa  £ue  in* 
férieure  aura  pour  expression  A  f  ;>  —  ^^\  liais  en 

passant  de  la  première  à  la  seconde  face ,  la  |»essioa 
doit  augmenter 'du  poids  Kg'pttz;  il  faudra  donc 
qu'on  ait 

*(''-^*)  =  *''  +  A«'prf»' 
OU  simpiement 
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dp  =  —  g!fdzi         (5) 

ce  qui  coïncide  avec  r^quation  qu'on  déduira  de  la 
formule  (3)  du  n*  583,  en  y  faisant 

X  =  o,     Y  =  G,     Z3=  —  ^. 

En  éliminant  p  au  moyen  de  Féquation  (3),    il 
vient 

dp  ^^^  ^dz 

Si  Ton  appelle  r  le  rayon  de  la  terre  et  g  la  pesanteur 
à  sa  surface ,  on  aura 

à  la  liantenr  z ,  en  négligeant  la  variation  de  la  forcé 
centrifuge,  ainsi  que  l'action  de  la  masse  d'air  comprise 
entre  les  deux  surfaces  sphériques  et  concentriques 
dont  les  rayons  sont  r  et  r^^z^  laquelle  action  n'entre 
pas  dans  la  valeur  de  g ,  et  devrait  s  ajouter  à  celle 
de  ^  {jûP  loi).  Nous  aurons,  de  cette  manière , 

dp  ^^  gr*dz 

p    ~         *(i+cta)(r  +  rF 

Pour  intégrer  cette  formule,  il  faudrait  encore 
connaître  l'expression  de  8  en  fonction  dez;  mais  là 
loi  des  températures  étant  inconnue ,  on  est  obligé  de 
considérer  ê  comme  une  constante;  et  Ton  prend 
dans  chaque  cas ,  pour  sa  valeur ,  la  moyenne  des 
températures  qui  répondent  aux  points  extrêmes  de 
la  colonne  d'air  à  laquelle  on  a{^ique  cette  équation. 
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Son  intégrale  est  alors 

iosp  =  H.+'X(r+-r)  +  '^' 

C  étant  la  constante  arbitraire.  En  désignant  par  <9- 
la  pression  atmosphérique  qui  a  lîeu  à  la  surface  de 
la  terre,  on  aura  à  la  fois 


z  ^  Of    P  ^  '^t     log  m  = 


*Ci+-9) 


H-C; 


et  il  en  résultera,  à  une  hauteur  quelcooqae  2  ao- 
dessus  de  cette  sur&ce , 


log£  =  - 


t(i  +  ri)  (r  +  .l- 


M) 


En  vertu  de  cette  équation  et  de  la  formule  (a),  et 
CD  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  Dépérîens, 
on  aura  maintenant 


—  Hx^^f 

pour  les  expressions  de  la  force  élastique  et  de  la 
densité  de  l'air,  depuis  la  surface  du  globe  josqa^  la 
hauteur  où  ce  fluide  a  perdu  par  le  firoid  toute  stm 


D'après  cequ'on  a  dit  dans  le  n'  619,  le  poids  de 
la  colonne  atmosphérique  qui  a  pour  base  l'unité  de 
surEice,  doit  être  équivalente  la  pression  «relative 
au  point  le  plus  bas;  et ,  en  effet,  ce  poids  est  dooné 

par  l'intégrale  |      f^dz^  dont  la  valeur  est  »,  d'a- 
près les  expressions  de  f  et  de  ^'. 
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627.  La  force  motrice  d'ud  baUoà  qui  s'élève  ver^ 
tiealeittent  dand  Tatmasphèrt ,  est  l'excès  dapoâdsde 
l'air  qull  déplace  a  chaque  instant ,  iar  son  propre 
poids.  En  appelant  fc  sa  masse  et  V  son  volume, 
cette  force  sera  donc  Vfg'  —  ftgf ,  à  la  hauteur  z 
au-dessus  de  ta  terre  ;  par  conséquent ,  on  aura 


^; 


pour  réquatioh  différentielle  du  mouvement  vertical 
de  ce  corps ,  au  lx>ut  du  temps  quelconque  t.  Si  l'on 
appelle  c  sa  densité  moyenne,  de  sorte  qu'on  ait 
fjL^icVp  et  qu'on  substitue  pour  f  et  gf  leurs  valeurs 
précédentes,  cette  équation  deviendra 

En  multipliant  par  aâz^  intégrant  et  désignant  par  C 
la  constante  arbitraire ,  il  vient 

Si  Ton  suppose  que  le  mobile  soit  parti  de  la  sur^ 
face  de  la  terre  avec  une  vitesse  nulle ,  on  aura  à  la 

fois  z  =  o  et  •^  =  o;il  faudra  donc  qu'on  ait 

C  as  >ïr  —  atcgr^ 
«t  il  en  résultera 

dF~    c    L^~^  J  "7+1' 

pour  le  carré  de  la  vitesse  à  une  hauteur  quelconque* 

s.  4^ 
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En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  (A ,  on  dé- 
terminera ensuite  par  la  me'thode  des  quadratures, 
le  temps  que  le  mobile  emploiera  à  parvenir  à  une 
hauteur  donnée. 

En  égalant  à  zéro  la  valeur  de  t-;  ,  ou  détermi- 
nera la  hauteur  à  laquelle  le  mohile  demeurerait  en 
équilibre ,  s'il  y  parvenait  sans  vitesse  acquise;  et  de 
même  l'équation  ^  =  o,   fera    couaaître  la  plus 

grande  hauteur  à  laquelle  le  ballon  s'élèverait  dans 
l'atmosphère,  en  supposant  que  sa  masse  et  son  vo- 
lume ne  \arient  pas.  La  première  de  ces  deux  hau- 
teurs s'exprimera  au  moyen  d'un  logarithme;  la  se- 
conde dépendra  d  une  équation  transcendante ,  et 
ne  pourra  se  calculer  que  par  approximatïoD.   • 

6a8.  Proposons  -  nous  maintenant  d'appliquer  Vé- 
quation  (fj)  à  la  mesure  des  hauteurs  verticales. 

Soient  h  et  h'  les  hauteurs  du  mercure  dans  le  ba- 
romètre ,  à  la  station  inférieure  et  à  la  station  supé- 
rieure; T  et  T'  les  températures  correspondantes 
du  mercure  ;  t  et  t^  celles  de  l'air  ^  qui  seront 
différentes  de  T  et  T',  lorsque  le  mercure  du  bt- 
romètre  n'aura  pas  eu  le  teûips  de  se  mettre,  pen- 
dant les  observations ,  en  équilibre,  de  tempâature 
avec  l'air  eovironDanl.  Si  m  est  la  densité  du  mercure 
à  la  station  inférieure ,  m  H — ~  Am  sera  sa  den- 
sité à  la  station  supérieure ,  parce  que  la  densité  de 
ce  fluide  augmente  de  ^^  pour  chaque  d«gt«  -de  di- 
minution daas  la  température.  Pour  plus  de  sinpli- 
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cite ,  nous  comprendrons  le  facteur  i  -|-  ^t^     dans 

la-  hauteur  h',  qui  sera  alors  la  hauteur  observée^ 
multipliée  par  cette  quantité,  et  nous  supposerons 
ensuite  que  m  soit  la  densité  du  mercure  aux  deux 
stations.  De  cette  manière^  nous  aurons 

« 

au  moyen  de  quoi  l'équation  (4)  deviendra 

'       •  •  • 

Ainsi  qu'on  l'a  dit  plusl^9t,.!ijl.  faudra  prendre 
^  (<  -|-  tf)  pour  fl.  La  valeur  de  a  est  0,00575  pour 
l'air  sec,  aussi  bien  que  pour  celui  qui  renferme 
la  vapeur  d'eau  en'  quantité  constante ,  et  dans  une 
proportion  quelconque.  Mais  il  faut  observer  que , 
quand  la  température  s'élève ,  la  quantité  de  vapeur 
augmente ,  en  général ,  dans  l'atmosphère  ;  et  comme 
la  densité  de  la  vapeur  serait  à  celle  de  l'air  comme 
10  est  à  16,  sous  la  pression  ordinaire  o^'^^ô,  il 
s'ensuit  que  la  densité  de  l'air  libre ,  dont  la  tem- 
pérature augmente  ,  doit  diminuer  dans  un   plus 
grand  rapport  que  celui  qui  répond  au  coefficient 
0,00575.  Four  tenir  compte,  autant  qu'il  est  pos* 
sible ,  de  la  quantité  de  vapeur  qui  se  trouve  dans 
l'atmosphère,  nous  augmenterons  donc  le  coeffi- 
cient et;  et ,   pour  la  commodité  du  calcul ,  nous 
le  ferons  égal  à  o,oo4  ;  en  sorte  que  nous  aurons 


:e  = 

1000 


40.. 
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Les  logarithmes  qui  entreot  dans  le  premier  mem- 
bre cle  l'équation  précédeote,  sont  népériens;  pour 
les  convertir  en  logarithmes  ordinaires,  je  mnlti- 
plie  cette  équation  par  Je  modale  de  ceux-ci,  ^vx 
j'appelle  M ,  et  dont  la  valeur  est 

M  =  0,4543945. 

La  gravilé  g  que  renferme  son  second  membre,  est 
celle  qui  répond  à  la  station  inférieure  et  à  U  la- 
titude du  lieu  de  robservatioo .  En  désignant  cet  angle 
par  4  ,  et  comparant  la  gravité  g  ^  celte  qui  entre 
dans  les  valeurs  de  Â-  du  n"  GaS  et  qui  répond  à 
la  latitude  de  Paris,  on  aura 

_  ('— o.ooa588cosa4)G 

S  i  —  o,ooa588  cos  3  (48°  5o'  i4^* 

D'ailleurs,  les  coefBciens  de  G  dans  ces  deux  v>- 
leurs  de  k  répondant ,  l'un  à  l'extrême  sécheresse 
de  l'air,  et  l'autre  à  son  extrême  humidité,  on  peut 
prendre  ta  demi-somme  de  ces  deux  qnàntitM*  o« 
7961  ",10,  pour  le  coefficient  qui  convient  ï  l'état 
ordinaire  de  l'almoiphère.  On  aura  alors 

g[i— o,oo2588aw2(48'5o'i4')]  =  (18337-^G; 

et,  au  moyen  de  cette  valeur,  Jointe  à  celle  de  g, 
on  tirera  de  l'équation  (5) 

(.833,-,46,[,  +  îa^']  J 

'"        I  —  o.ooaSSiS  co>  a+         L^F  (    (6) 
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formule  dans  laquelle  les  log^^ritfanaes  sont  ^ctuellq*- 
ment  ceux  qui  ont  pour  base  le  nombre  lo. 
Pour  &ire  usage  de  cette  équation ,  on  négligera 

la  fraction  -  contenue  dans  son  second  men»- 


bre  ;  ce  qui  fera  connaître  une  première  valeur  fip^ 
prochée  de  z  :  en  la  substituant  dans  ce  second  mem- 
bre, on  obtiendra  une  seconde  valeur  de  z^  plus 
approchée  que  la  première ,  et  &  laquelle  on  pourra 
toujours  s'arrêter. 

En  remplaçant  le  nombre  18337,46  par  un  coef- 
ficient inconnu  a  dans  cette  équation ,  et  4éterini- 
nant  a  d'après  la  moyenne  d'un  grand  nombre  de 
hauteurs  z,  mesurées  trigonométriquement,  on  trouve 

a  ■=  i8336~; 

ce  qui  diffère  très  peu  du  cofsffident  1 6337^4^  >  que 
nous  avons  calculé  directemeut. 

629.  Si  l'on  veut  employer  la  formule  (6)  ^  déter- 
miner l'élévation  d'un  lieu  de  la  terre,  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer,  00  supposera  que  T^  ^,  h^  se  rap  - 
portent  à  ce  lieu,  et  T,  ^,  A,  au  bord  de  la  mer  qui 
en  est  le  moins  éloigné;  et,  pour  plus  d'exactitude , 
on  devra  prendre  pour  4  une  latitude  moyenne  entrp 
celles  de  ces  deux  pœnts.  D'après  la  remarque  du 
n**  a 55,  il  faudra  aussi  avoir  ég^rd,  dans  l'expression 
de  la  pesanteur  ^,  à  l'action  de  la  couche  de  la  terre 
dont  la  hauteur  est  z  ;  en  supposant  sa  densité  égale 
à  la  moitié  de  la  densité  moyenne  de  la  terre ,  on  a 
alors 

ff'  =      ^^      +  ?^  • 
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et,  h  cause  de  la  petitesse  de  la  fraction  - ,  on  troq-  . 
ver>  'qu'en  faisaot  usage  de  cette  pesanteur  £^t  Ù  J 
quantité  i  +  -  >  contenue  dans  la  fonnole  (6) ,  dent  j 

5i 

itre  remplacée  par  »  +  g;.- 

Four  donner  un  exemple  du  calcul  de  cette  for- 
mule, ainsi  modifiée,  je  prends  celui  (jui  est  cite 
daqs  X Annuaire  du  Sureau  des  Lotigitudes,  et  qui 
se  rapporte  à  la  hauteur  de  Guanaxuato  au-detfus  du 
niveau  de  la  mer. 

Les  données  de  cet  exemple  sont  : 

h  =o-",763i5,     T=/  =a5'5, 
A' ==  o^.ôoogS  ,     T'  =  ï'=2i-5,     4,  =  2ir 
La  liauteui-  h',  corrigée  et  multipliée  par  le  facteur 
1  H — sjr= — ,  qui  doit  être  employée  dans  ta  for- 
mule (6),  devient 

k'  =  o",6oi5â. 

En  négligeant  la  fraction  -  dans  cetfe  formule,  ob 

trouve 

z  =  a077",98 , 

pour  la  première  valeur  approchée  de  z;  et  en  subs- 
tituant cette  valeur  dans  la  même  formule,  prenant 

Sz-        .  t 

I  H- g- au  lieu  de  i -f- -,  comme  il  vient  d'être  dit, 

et  observant  qu'on  a 

r  =  6366198", 
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on  obtient 

pour  la  hauteur  demandée ,  laquelle  est  moindre  que 
celle  de  Vjénnuaire,  d'à  peu  près  2  mètres  et  demi. 

65o.  Lorsque  la  hauteur  z  n'est  pas  très  considé- 
rable^ on  peut  négliger  la  fraction  -  dans  la  for- 
mule (6) ,  et  remplacer  en  même  temps  le  nombre 
i8337"'^4^  y  par  un  coefficient  plus  grand.  Celui  qui 
résulte  d'observations  nombreuses  que  Ramond  a 
faites  dans  le  midi  de  la  France,  est  iSSgS  mètre^. 
La  latitude  correspondante  est  à  peu  près  %[/  =  45®  ; 
et,  cela  étant,  l'équation  (6)  se  réduit  à 

ce  qui  est  la  formule  barométrique  dont  on  fait  le 
plus  communément  usage. 

Dans  un  même  vase ,  et  sous  la  même  pression  at- 
mosphérique, l'ébullition  de  l'eau  distillée  commence 
toujours  à  une  même  température ,  et  cette  tempéra- 
ture s'abaisse  à  mesure  que  la  pression  extérieure 
diminue.  Si  donc  on  avait  formé,  par  Texpérience , 
une  table  des  températures  où  l'eau  commence  à 
bouillir,  sous  des  pressions  décroissantes  par  des 
difiërences  très  petites,  et  qu'on  portât  un  vase  con-^ 
tenant  de  l'eau ,  à  différentes  hauteurs  au-dessus  de  la 
terre ,  les  températures  où  cette  eau  commencerait  à 
bouillir,  feraient  connaître,  au  moyen  de  la  table 
que  nous  supposons ,  les  hauteurs  barométriques  cor- 
respondantes, que  l'on  pourrait  employer  dans  li^ 
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formule  précédente.  C'est  de  cette  manière  (]u'on  i 
proposé  de  déferrainer    les  différences  de    haute 
au-dessus  de  la  terre,  par  l'observation  de  l'ébuf 
lion  de  l'ean ,  et  sans  recourir  explicitement  aux  n 
sures  du  baromètre. 

63 1 .  Je  terminerai  ce  chapitre  par  quelques  t 
marques  relatives  au  poids  et  à  la  force  élastique  des 
vapeurs,  laquelle  force  est  aussi  ce  qu'on  appelle  ia 
tension  de  ces  fluides. 

Si  un  vase  fermé  renferme  un  liquide  en  quantité 
suffisante  pour  fournir  toute  la  vapeur  qui  peut  s'y 
former,  celle  qui  s'élève  de  ce  liquide  atteint ,  plus 
ou  moins  vile,  un  maximum  qui  ne  dépend  que  de 
la  température,  et  qui  est  le  même  quand  le  vase  est 
vide  d'air,  ou  quand  il  contient  de  l'air  ou  un  gaz 
quelconque,  condensé  ou  dilaté.  Soit  que  cette  qnau- 
tité  de  vapeur  ait  atteint  son  maximum,  ou  qu'elle 
soit  encore  au-dessous,  sa  tension  s'ajoute  k  la  force 
élastique  du  gaz  sec,  et  la  somme  forme  la  force  élas- 
tiqnd  dn  mâan^.  A  h  même  température,  U  teaw»» 
n)(»t!itaa«st différente  pour  lesdifférentwr^imMiift 
h  lu  <q«WI«  6ait»  pour  use  vaho»  vapeur*  n'est  pw 
enconBcooB«e  eo  fonction  dg  la  tewpsmtnQ»,  Bi^iitiir^ 
meptt  k  h  yajKur  d'eau ,  les  e^périenoes  1««  plus  iét«ir 
d«es  qu'on  a  âûtes,  jusqu'à  pnéeeat,  sont  c«Um  d« 
cwttmUMiiiwe  de  l'Acadame  de»  ScienoM»  dont  d  nt 
nenda  comptie  dans  k»  toflwe  %  et  XI  de  «es  Mô^ 


La  force  éUstique  maxima  de  I»  vtfmr  d'citu , 
formée  dans  le  vide*  à  la  température  de  iS%75, 
par  exemple,  est  mesurée  par  uoe  hauteur  baro- 
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métrique  de  q"',oj6.  Quaa4  ^  ^  produit  dio^ 
r«ir  mç  9  II  cette  tempmiure  «t  sous  la  pr^ssiçii 
ordkuiir»  Q^9^6,  M  fc^rcis  élastique  ^'aJQUte  à  eel^ 
preswm,  et  l'ei^péneiice  donoe  eflei^îveoieojt  o''«776 
poar  la  pression  exercée  per  le  m^aage» 

Si  FoQ  pouvait,  sans  liquéfier  lu  Y#peur  isolée f 
élever  se  leMÎoo  de  0^,016  k  0^,76,  sa  densité^  d:V 
près  la  déterminatmi  de  M*  Qay-X^wseCf  /Sfer^U  k 
celle  de  lair  sec,  sous  la  mime  pressip^^  k  la 

même  température,  dans  le  rapport  d#  »o  à  i6« 

En  vertu  de  la  loi  de  Mariette  f  h  denvité  ide  la 
vapenr  que  nous  pnsoons  pour  eiwnple  e^  dpqc 

-g.    *  >  ;  celle  de  Fair,  à  la  température  de  i8*,75 

et  sous  la  pression  de  0^,76,  étant  prise  pour  unité. 
Par  conséquent ,  si  l'on  appelle  P  le  poids  d'un  litre 
de  cet  air ,  et  P'  celui  d'un  litre  de  la  vapeur  d'eau , 
on  aura 

A  la  température  zéro ,  P  serait  égal  k  1000  grammes, 
divisé  par  769,4  (u*"  61);  pour  obtenir  sa  valeur  à  la 
température  de  18% 76,  il  faut  diviser  ce  quotient  par 
1 4-  (18,75)  (o/K>375),  d'après  la  loi  de  la  densité  de 
l'air  ;  il  en  ràsulte 

P  =  i%2i455, 
et  lV>n  en  déduit 

F=  o'',oi597. 
Le  poids  d'un  litre  d$  vapeur,  à  la  température  de 
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i8',75,  et  à  son  maximum  de  densité,  doit  i 
élre  celui  de  la  plus  grande  quantité  de  vapeur  qne 
peut  contenir  un  litre  d'air  à  cette  température,  et 
quelle  que  soit  sa  densité.  Or,  par  nne  expérience  di- 
recte ,  Saussure  a  trouvé  i  o  grains  pour  le  plus  grand 
poids  de  la  vapeur  d'eau  qui  peut  se  former  dans 
un  pied  cube  d'air,  sous  la  pression  ordinaire  et  à  1> 
température  donnée;  d'où  il  résulte  (o,oi546)  gram- 
mes po^P'  le  décimètre  cube;  ce  qui  diÛère  peu  du 
résultat  précédent, 

Généralement ,  sOus  une  pression  baromclrique  k , 
et  à  une  température  quelconque ,  si  l'on  appelle  A 
la  densité  de  l'air  sec  ,  A'  celte  de  l'air  moaille,  et 
a  la  tension  de  l'air  qu'il  renferme,  on  aura 

car  un  volume  quelconque  A  d'air  mouillé  se  com- 
posera d'un  pareil  volume  d'air  sec,  dont  la  force 
élastique  serait  réduite  k  k  —  a ,   et  la  densité  i 

T(h  •'^  a),  joint  à  un  égal  volume  de. vapeur  qni 
aurait  -g  t  A    pour    densité  ;    par    conséquent ,  la 

somme  de  ces  deux  densités,  multipliées  par  A, 
exprimera  la  masse  AA'  du  mélange  ;  et  en  suppri- 
mant le  fiactenr  commun  A ,  on  aura  l'éqnatïon 
précédente.  Celte  équation  servira  à  déterminer  le 
.  poids  d'un  volume  donné  d'air  mouillé  ,  d'âpre 
le  poids  de  ce  volume  d'air  sec  à  la  même  tempé- 
rature ,  et  la  tension  de  la  vapeur  contenue  dus 
l'air  mouillé.  En  y  faisant  k  =3=  o">7€,  sajqxifiiiit 


I 
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que  la  température  soit  zero^  et  observant  qu'à 
cette  température  la  tension  maxima  de  la  vapeur 
d'eau  est  o*,oo5o8,  on  en  déduira  la  valeur  de  J^ 
du  n®  6a5. 

632.  Si  l'atmosphère  qui  nous  enveloppe  n'existait 
pas,  elle  serait  remplacée  par  une  autre  atmosphère  for* 
mée  de  la  vapeur  d'eau  qui  s'élèverait  de  la  mer.  La  loi 
des  densités  de  ses  couches  et  sa  hauteur  totale  dépen- 
draient de  la  loi  de  la  température ,  qui  aurait  lieu 
dans  cette  atmosphère  de  vapeur  aqueuse  ^  et  que  nous 
ne  pouvons  aucunement  connaître;  mais,  quelle  qu'elle 
soit,  le  poids  total  d'une  colonne  verticale  cylindrique 
Âe  cette  vapeur,  ayant  pour  base  l'unité  de  surface, 
sera  toujours  égal  à  sa  force  élastique  qui  répond  à  son 
point  le  plus  bas  (n^  6a6)  ;  et  quand  sa  densité  en  ce 
point  aura  atteint  son  maximum^  cette  force  ne  dé- 
pendra plus  que  de  la  température  correspondante*  A 
la  vérité,  nous  ignorons  aussi  quelle  pourrait  être  cette 
température;  et  il  y  a  lieu  de  croire  qu'elle  serait  beau- 
coup inférieure  à  celle  qui  a  lieu  maintenant  à  la 
surface  de  la  terre,  parce  que  le  fluide  qui  se  trouve- 
rait en  contact  avec  cette  surface ,  aurait  une  densité 
beaucoup  moindre  que  celle  de  lair  ordinaire.  Pour 
fixer  les  idées,  supposons  que  la  température  dont  il 
s'agit  soit  encore  i8%75.  Le  poids  de  la  colonne 
d'atmosphère  aqueuse  ayant  pour  base  un  décimètre 
carré ,  ne  pourra  pas  excéder  celui  d'un  prisme  de  mer- 
cure qui  aurait  la  même  base,  et  o™,oi6  pour  hau- 
teur, c'est -a- dire,  le  poids  de  16  centièmes  d'un 
litre  de  mercure,  ou  à  peu  près  23oo  grammes.  Le 
poids  de  toute  la  vapeur  d'eau  qui  peut  être  con- 
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lenoe  dans  unu  colonne  d'air  de  notre  almospliùre , 
dépend  de  la  loi  du  décroissent ent  de  la  température 
dans  le  sens  vertical,  et  ne  saurait  être,  calcule  j 
mais  si  la  base  de  la  colonne  est  nn  déciniêtre  carre, 
et  la  température  înféneure  i8*,75,  on  s'assnrcra  ai- 
sément que  ce  poids  doit  surpasser  aSoo  grammes, 
en  observant  que,  dans  toute  la  partie  de  cette  co- 
lonne dont  la  température  différera  peu  de  i8',-j5, 
et  jusqu'à  la  hauteur  où  la  pression  ue  sera  pas  ré- 
duite à  o^tOiô ,  chaque  litre  d*air  peut  reafermer  en- 
viron i6  milligrammes  de  vapeur. 

Ainsi,  l'atmosphère  qui  presse  sur  ta  surface  de  la 
terre,  n'est  pas,  comme  on  le  disait  autrefois,  la 
cause  qui  empêche  les  liquides  de  se  vaporiser  et  de 
se  disperser  dans  l'espace;  au  contraire,  sa  présence 
permet  aux  vapeurs  de  se  maintenir,  au-dessus  de  h 
terre,  en  plus  grande  quantité  que  si  l'atmosphca' 
n'existait  pas. 
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CHAPITRE  VI. 


DE  LA  FOBGE   ELASTIQUE  ET  DE  LA  CBALEUE 

DES  GAZ. 


653.  Là  loi  de  Mariette  suppose^  comme  nous 
TaTons  dit  (  m*  6^2)  »  qu'on  a  laiisë  au  flâide ,  dilaté 
ou  condense ,  le  temp^  de  revenir  à  sa  tempëratnfe 
primitive.  Si  Ton  ne  prend  pas  cette  précaution ,  la 
température  augmente  ou  diminue  en  même  temps 
que  la  densité ,  et  la  force  élastique  croissant  ou  dé- 
croissant ainsi ,  à  raison  de  la  densité  et  à  raison  de 
la  température^  on  conçoit  qu'elle  doit  varier^  pour 
un  même  fluide ,  dans  nn  plus  grand  rapport  que  sa 
densité.  Lorsque  le  fluide  est  contenu  dans  un  vase 
dont  les  parois  sont  imperméables  à  la  chaleur^  il 
conserve  tout  son  calorique,  en  se  condensant  ou  en 
se  dilatant ,  et  sa  température  augmente  ou  diminue 
en  conséquence.  Il  en  est  de  même  toutes  les  fois 
que  ses  variations  de  densité  sont  assez  rapides  pour 
que  sa  chaleur  propre  n'ait  pas  le  temps ,  dans  le  cas 
de  la  condensation ,  de  s'échapper  sous  forme  rayon- 
nante I  ou  de  se  communiquer ,  par  le  contact ,  aux 
corps  voisins I  et  pour  que,  dans  le  cas  de  la  dilata-» 
tien ,  ces  corps  ne  puissent  communiquer  au  fluide , 
par  le  rayonnement  ou  par  le  contact ,  une  quan- 
tité sensible  de  calorique.  C'est  ce  qu'on  suppose^ 
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par  exemple,  comme  on  l'expliquera  par  la  suite 
relalivemenl  aux  varialions  de  densité  qui  onl  lir 
dans  les  codes  sonores,  et  dont  la  durée  o'est  que 
quelques  millièmes  de  seconde.  Dans  cette  quesliOD; 
et  dans  beaucoup  d'autres ,  il  serait  important  dl 
connaître  l'expression  de  la  force  élastique  d'oo  ga»v 
en  fonction  de  la  densité ,  et  l'élévation  ou  l'abais- 
sement correspondant  de  la  température ,  lorsque 
la  quantité  de  chaleur  de  la  masse  fluide  demeure 
invariable.  Mais  uoua  manquons,  dans  l'état  actuel 
de  la  science,  des  données  nécessaires  pour  la  solu- 
tion complète  de  ce  problème;  et  je  vais  exposer, 
dans  ce  chapitre,  ce  que  le  calcul  et  rexpéricttre 
nous  ont  appris ,  jusqu'à  présent ,  sur  celte  ma- 
tière. I 
G54.  Soient  f  la  densité  d'un  gaz,  fl  sa  tempCT»- 
ture  en  degrés  du  lliermomètre  centigrade ,  et  /)  ta 
pression  qu'il  exerce  sur  chaque  unité  de  surface, 
ou  la  mesure  de  sa  force  élastique;  ou  aura  (n'  d^^} 

p  =  kfii   +«6);  (i) 

a.  et  k  étant  deux  coeffîcieos  indépendans  de  f  et  9 , 
dont  le  premier  est  le  même  pour  tous  les  gaz  et 
égal  à  0,00375 ,  et  dont  le  second  doit  être  donoé 
pour  chaque  gaz  en  particulier. 

La  quantité  totale  de  chaleur  contenue  dans  un 
poitb  donné  d'un  corps ,  dans  an  gramme ,  parexem» 
pie,  ne  saurait  être  calculée;  on  la  regarde  a>nuDe 
inépuisable ,  et  comme  extrêmement  grande  par  rap- 
port aux  quantités  dont  elle  varie  quand  ce  fXirp 
change  de  densité  ou  de  température;  et  ce  sont 


à 
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ces  quantités  additives  on  soustractives  que  Ton  com- 
pare entre  elles,  et  qne  l'on  soumet  au  calcul.  Ainsi, 
nous  désignerons  par  q  Texcès  de  la  quantité  de 
chaleur  contenue  dans  un  gramme  du  gaz  que  nous 
considérons,  sur  celle  que  ce  gramme  renferme, 
lorsque  le  gaz  a  une  température  et  une  densité 
choisies  arbitrairement,  qui  seront,  pour  fixer  les 
idées,  la  température  zéro  et  la  densité  correspon-* 
dante  à  la  pression  ordinaire  de  o'°,76.  Cette  quan- 
tité q  sera  une  fonction  de  p,  f ,  0,  ou  simple- 
ment de  p  et  p,  puisque  ces  trois  variables  .sont 
liées  entre  elles  par  l'équation  précédente.  On  aura 
donc 

f  indiquant  une  fonction  dont  il  s'agira  *dé  déter-^ 
miner  la  forme. 

La  chaleur  spécifique  de  ce  gramme  de  fluide  est 
la  quantité  de  chaleur  qu'il  faudrait  lui  communi- 
quer pour  élever  sa  température  d'un  degré ,  ou ,' 
pour  ainsi  dire ,  la  vitesse  de  l'accroissement  de  q 

par  rapport  à  6 ,  dont  l'expression  sera  ^.  Mais  on 

pourra  la  considérer  sous  deux  points  de  vue  dif- 
férens  :  en  supposant  la  pression  p  constante ,  et 
laissant  au  gaz  la  liberté  de  se  dilater,  ou  bien  en 
le  tenant  sous  un  volume  constant,  et  supposant 
que  la  pression  p  augmente  avec  la  température.  En 
vertu  de  l'équation  (t),  on  a 

^  —  —     ^P 


1 
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quand  on  regarde  p  comme  une  coQStanie ,  et 

ii  —      "f  ■ 
S         ï  +  âS' 

lorsqu'on  sappose  p  invariable.  Sî  doac  ou  appelle 
c\a  ebaleur  specîRque  du  gaz  à  pres^oo  coosUnte, 
et  c,  SA  chaleur  spécifique  à  Wume  constant,  do 
sona  qu'on  ait 

*'  ~  df  71  '       '~  dp  di  '  ^H 

il  en  rsfiultera 

^  —     */,  I  +*a '        '      dp  1+^'     W  - 

el,  par  conséquent. 


't  +  yp%  =  ».     (5) 


1 


ea  désignant  par  y  le    rapport  des  deux   chaleurs 
spécifiques ,  c'est-ànHîre ,  en  disant 


tl  est  évident,  à  priori,  que  ce  rapport  ^  doit 
surpasser  l'anilé  ;  car  il  faut  plus  de  chalenr  pour 
augmenter  la  température  d'un  gaz ,  et  le  dOater 
«n  même  temps ,  que  pour  augmenter  sa  tempéra- 
ture d'une  même  quantité ,  sans  écarter  ses  molé- 
cules. Mais  l'expérience  peut  seule  Étire  oOnnaltR 
la  valeur  de  y  pour  les  diSërens  gaz,  et  comment 
cette  valeur  dépend  de  la  pression  et  de  la  deosilé. 
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Cette  valeur  se  déduit ,  comme  on  le  verra  toâtà 
l'heure,  de  raccroissement  de  la  température  cor- 
respondant à  une  petite  condensation  dn  gaz,  sans 
aucune  perte  de  chaleur. 

635.  Représentons  toujours  par  6  la  température 
du  gaz  ;  et  soit  G  -f-  âi  ce  qu'elle  devient  après  que 
]a  densité  du  fluide  a  été  augmentée,  par  une  com- 
pression très  rapide ,  dans  le  rapport  de  i  +  ^  à 
l'unité  ;  cT  étant  une  très  petite  fraction.  Si  la  perte 
de  chaleur,  pendant  la  durée  de  cette  compr^sion , 
a  été  insensible,  laccroissement  de  température  (a 
correspondant  à  la  très  petite  condensatioi;!  cT,  est 
la  quantité  qu*il  s'agira  d'abord  de  déterminer  par 
l'expérience  suivante. 

Pour  cela ,  supposons  qn6  le  gaz  soit  de  l'air  at- 
mosphérique contenu  dans  un  vaisseau  fermé ,  et 
dont  la  pression,  la  densité  et  la  température  soient 
les  mêmes  qu'à  l'extérieur ,  où  nous  supposerons 
qu'elles  sont  représentées  par  p,  f ,  G ,  pendant  toute 
la  durée  de  l'observation  *  On  enlève  une  petite  por- 
tion de  Tair  intérieur  ;  et ,  api^  que  l'air  restant  a 
repris  sa  température  primitive,  on  désigne  par  p^ 
et  f  '  sa  pression  et  sa  densité.  On  rétablit  ensuite  la 
communication  avec  lair  extérieur;  la  pression,  la 
densité  et  la  température  augmentent  en  même 
temps;  en  sorte  qu'après  un  temps  très  court,  la 
pression  intérieure  est  égale  à  la  pression  qui  a  lieu 
au  dehors.  A  cet  instant,  on  interrompt  la  commu- 
nication ,  et  l'on  désigne  par  f  et  6  -;h  ^  1^  densité 
et  la  température  intérieures.  Ënfia,  cet  accroîsse* 
raent  o^  de  la  température  se  dissipe;  et.,  sans  que  la 
2.  4' 
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flensilé  p"  varie,  la  pression  intérieure  diniiaue,  et 

devient  p". 

La  densité  de  l'air  intérieur  ayant  passé  très  ra[ù- 
dément  de  f '  à  f " ,  si  l'on  prend  ,  ^M 

f 
^  qu'on  Êisse  abstraction  de  la  petite  quantité. de 
chaleur  qui  a  pu  être  absorbée  par  le  vase,  pendant 
le  Itmps  de  ce  passage ,  l'accroissement  de  tempéra- 
ture a  sera  celui  qui  répond  à  la  coadensatton  J,  et 
dont  on  cherche  la  valeur.  L'indication  d'un  ther- 
momètre plongé  dAns  l'air  intérieur,  serait  trop  lente 
pour  faire  connaître  cette  angmenlalion  de  tempéra- 
ture, qui  ne  sabsistc  que  |>eQdant  un  temps  très 
court.;  mais  on  peut  conclure  la  valeur  de  a,  des  trois 
pressions  p,  p',  p'',  ou  des  trois  hauteurs  baromé- 
triques correspondantes,  que  l'on  a  1«  temps  d'ob- 
server. 

En  efifet,  il  y  a  deux  époques,  dans  l'expérience 
qu'on  vient  de  décrire,  où  la  même  température  fl 
répond  à  des  densités  différentes  />'  et  f",  el  anx 
pressions  données  p'  et  //'.  D'après  la  loi  de  Mariette, 
on  a  donc     '  *  ',  "  ' 


et ,  cDaséqqemmeDtf . 

p 

ceqm  taitcOQultrelacondenution  J^.  Deplos^i^^ 
*  ra|>id«ix  ^poqiiM  «ù  11  même  dcnriK  r"  •  <">  ' 
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.  pour  les  températurçs  8  +  ^  ^^  d,  sous  les  pressions 
p  et  p^.  D'après  la  loi  des  forces  ëlastiqûeff  à  égale 
densité,  on  aura  donc  aussi         ;» 

d'où  Ton  tirera  la  valeur  de  m  correspondante  a  la 
condensation  cT.  -     r       • 

Dans  une  expérience  faite  par  MM.  Desormes 'et 
Clément,  où  le.passage  de  là  densité  f'  à  la  densité  f" 
s'est  effectué  en  moins  d'une  demi-seconde^  on  a  eu 

p  =  o*,7665,    /  =  o»,75a7,    />"  =  o",76a9; 

ce  qui  donne 

cT  =  o,oi55. 

.  On  avait  aussi  6=si3%5  ;  et^  à  cauffe.de  «==0,00^575, 
on  déduit  de  l'équation  (4) 

.    I»  =  i%5i75; 

d'où  il  résulte  que  pour  une  condensation  de  0,01 35 , 
sans  perte  de  chaleur,  la  température  de  l'air  augmen- 
terait de  i'*,3i73,  ou  d'à  peu  près  un  degré  pour  une 
condensation 


•V         o,oi33i 

-       1,31,73  ' 


'  Cet  accroissement  de  température  peut  aussi  se 
déduire  de  la  vitesse  du  son;  et  de  cette  manière 
j'avais  trouvé,  autrefois,  un  accroissement  d'un  de- 
gré pour  une  condensation  —x ,  sai)s  perte  de  cha- 

4i-. 
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leur;  résultât  dont  rexpérience . que  nous  citons  ne 
s'écarte  pas  beaucoup. 

636.    Maintenantt' je  dis  que  lé  rapport  y  du 
n*  634  ^  IpouT  expression 

Supposons  f  en  effet ,  que  la  'force  élttstiqiie  et  la  ieni- 
pérature  d'un  gax  étant,  comme  préoédemmeot,  p 
et  0,  la  condensation  cP  soit  équivalente  k  cdlé 
que  le  fluide  éprouve  ^  lorsqu'on  diminue  un  tant 
seit  peu  sa  temp^rati^e-,  sans  changer  la  pressiçn.  En 
désignant  par  €  cette  petite  variation  de  température  ^ 
on  aura 


Appelons  r  la  quantité  de  chaleur  qu'il  £radrait  tom- 
muniquer  à  un  gramme  du  gas  que  l'on  considère , 
pour  élever  sa  température  ,deô  —  eàfl,  sans  chan- 
ger la  pression  p;  la  chaleur  spécifique,  à  pression 
constante ,  étant  c ,  on  aura  aussi 

r  =  ce. 

Après  cette  communication  de  chaleur,  supposons 
que  l'on  comprime  subitement  ce  fluide ,  de  ma- 
nière aie  ramener  à  son  volume  primitif  ;  il  éprou- 
vera alors  la  condensation  cT  ;  et  s'il  n'a  perdu  aucune 
quantité  de  chaleur,  sa  température  aura  augmenté 
de  a>  9  et  sera  devenue  9  +  ^*  Dans  cet  état ,  ia 
pression  du  fluide  sera  devenue  plus  grande  que  pi 
mais,  sans  changer  le  volume ,  si  on  laisse  la  tem- 
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pérature  s'abaisser  jusqu'à  8  —  € ,  cette  pression 
diminuera  aussi,  et  redeviendra  égale  h  p.  Pendant 
cet  abaissement ,  le  gaz  perdra  une  quantité  de  cha- 
leur proportionnelle  à  la  petite  diminution  de  tem- 
pérature €  +  ^f  ^^  exprimée  par  c^Çe  +  c^) ,  puis- 
que Cg  est  sa  chaleur  spécifique  à  volume  constant. 
Le  Yoldhié,  la  température  et  la  pression  étant  les 
mêmes,  après  celte  perte  de  chaleur,  qu'ils  étaient 
avant  <que  la  quantité  de  dialenr  r  eût  été  Gommu-> 
uiquée  au  fluide ,  il  est  nécessaire  que  la  perfe 
c^{é  +  m)  de  chaleur  soit  égale  à  Tj  on  a  donc 

Cé  =  c^i  +  ^)i 

d'où  Ton  tire 


^^  =  —   =:    I    H ; 


et  9  en  ajant  égard  k  la  valeur  précédente  de  ^  ^ 
cette  valeur  de  y  coïncide  avec  la  formule  {5). 

657.  Si  nous  mettons,  dans  cette  îormule ,^-—A 

au  lieu  de  J^ ,  et  pour  v  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (4)f  nous  aurons 


ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  7,  d'après  les 
pressions  p,  p'f  p'f,  ou  les  hauteurs  barométriques 
correspondantes,  qui  résultera  de  l'expérience  ci- 
dessus  décrite. 

En  feisant  usage  des  valeurs  numériques  de  p , 
P'f  P^%  précédemment  citées ,  on  trouve 
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l'air  atmosphérique,  par  les  estpériences  citées  dans 

le  numéw)  pnicédcnt. 

6  M  faot  l'aire  noe  seconde  Supposition  pcAir 
déte..  lerta  foDClion  arbitraire  y  (]ue  reorcrmela 
'Valeur  de  a.  La  plus  simple  est  d'admettre  que,  soos 
une  pression  coustaute,  un  ga^  se  dilate  uniformé- 
ment pour  des  augmentations  égales  de  quantité  de 
chaleur;  ce  qui  revient  à  dire  que  la  chaleur  spccî- 
it  cODstaale ,  lorsque  l'accroisseaient  d'an  dé- 
lie répond  (n" 


mesure  par  un 
thèse  ,  q  devra  <    ■e 
si  l'on  substitue ,  dans  » 
lirce  de  l'équation  (i), 


d< 


.  Dans  cette  hypo- 
:tion  linéaire  de  6  ;  of, 
ction  y,  la  valeur  de  f 


(;  +  ')]' 


,  =  A  +  B(266°,67+6)p» 


(7) 


A  et  B  étant  des  quantités  indépendsoles  de  p  et  fl, 
et  relatives  à  la  nature  do  gaz  que  l'on  considère. 

D'après  les  équations  (a) ,  on  aura 


cw=Bp>^ 


-.P' 


«t  pâvr  cbnnaltre  la  chaleur  spécifique  d'un  gû ,  h 
preseion  constante  ou  Ji  densité  constante  >  soni  tostd 
1^  pressions ,  il  suffira  qu'elle  soi,t  connue  sons  um 
pression  détermioéc.  Seloç  MM.  Laroche  et  Bérard, 
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on  a,  pftr  exemple,  c? 22:0,3669  pour  Tair  sec, -sous 
la  pression  de  o'^^tô;  la  chaleur  spécifique  de  Feau 
etaat  prise  pqar  unités  En  appelant  <ir  la  pression 
correspondante  à  cette  hauteur  barométrique,  on 
aura  donc  , 


0,2669  =  B<or^       ; 

et  si  Ton  appelle  aussi  h  la  hauteur  du  baromètre , 
exprimée  en  mètres,  et  qui  répond  à  la  pression  quel- 
conque pf  de  sorte  qu'on  ait  ^  =  — g,  il  eçi  ré- 
sultera 

c  =  o,2669.(^)"'">,- 

d'où  Ton  déduira  la  valeur  de  c^ ,  en  divisant  par  la 
constante  y.  Comme  cette  constante  est  plus  grande 

que  l'unité,  ce  qui  rend  positif  l'exposant  i  — -,  on 

voit  que  la  chaleur  spécifique  d'un  gramme  d'air 
diminuera,  quand  sa  force  élastique  ou  la  hautei^r  h 
augmentera.  • 

Si  l'on  désigne  par  m  la  quantité  de  chaleur  per- 
due par  un  gramme  d'air,  qhand  sa  température  s'a- 
baissera de  n  degrés,  sans  que  la  force  élastique 
varie ,  on  aura 

«i  =  /»(o,2669)(î^)'">. 

A  volume  égal ,  et  pour  une  même  température  pri- 
mitive, le  poids  de  cet  air  sera  augmenté  dans  le 
rapport  de  A'  à  A ,  sous  une  pression  mesurée  par  une 
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uteur  //  tlu   baromètre.    Eo    appelaol  n£ 
té  de  chaleur  pei-due  par  ce  même  volame 
e  antre  pression,  et  pour  rabaissement  n  de 
1        lore,  nous  aurons  donc 


m=*^(o,,669)(°-#)" 
d'où  l'on  déduit 


é 


Ités  de  chaleur  perdue 
ir,  sous  des  pressions  diffe- 


pour   le  rapport  des 
par  un  même  volun 
rentes. 

Dans  un  cas  où  l'on  avait 

h'  =  i",oo58,       h  =  o'",74o5, 

MM.  Laroche  et  fiérard  oot  trouvé  ^fl 

—  =  i.aSoô; 

en  prenant  la  moyenne  de  deux  obscrYatioDS.  Voir 
ces  valeurs  de  h  et  k',  et  en  faisant  y^i^/^Hf  ta 
formule  donne  , 

—  ^  i,34o5  ; 

ce  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  du  résultat  de 
l'expérience. 

640.  Si  l'on  vent  appliquer  la  formule  (7)  à  la  va- 
peur d'eau ,  il  faudra  sapposer  : 

l'.Qaequand  un  gramme  de  vapeur  est  formel  et 
qu'il  ne  s'en  précipite  aucuoe  partie  «  ai  ne  s'en  ajovie 
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de  nouTelle,  le  rapport  repi^esentë  par  ^^  de  sa  cha- 
léftr  spécifique  à  pression  constante,  à  sa  chaleur  spë*- 
cifi^ue  sons  un  volume  constant ,  ne  varie  pas  atec 
la  température  et  la  densité  y 

a*.  Que  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
élever  la  température  de  ce  gmnyne  de  vapeur,  d'un 
nombre  quelconque  de  degr^^soit  sous  une  pression 
constante ,  soit  sous  un  volume  invariable ,  est  pro- 
portionnelle à  ce  nombre ,  la  température  étant  mar- 
quée par  un  thermomètre  à  air. 

Cela  posé,  si  Ton  appelle  C  la  quantité  de  chaleur 
nécessaire  pour  convertir  en  vapeur,  sous  la  pres- 
sion barométrique  de  o'°,76,  et  à  une  température 
de  loo"",  un  gramme  d'eau  dont  la  température  pri- 
mitive était  zéro  ;  que  l'on  désigne  par  q  la  quantité 
de  chaleur  qu'il  faudrait  employer  pour  vaporiser  ce 
même  gramme  d'eau,  et  donner  à  la  vapeur  une 
températui*e  d  sous  la  pression  quelconque  p  ;  enfin , 
que  l'on  désigne  par  c  la  chaleur  spécifique  de  la  va- 
peur d'eau  sous  la  pression  constante  de  o^,j6,  et 
que  l'on  remplace  dans  l'équation  (7) ,  la  pression  p 
par  la  hauteur  barométrique  qui  lui  sert  de  mesuré , 
et  que  nous  représenterons  par  h,  il  faudra  que  cette 
formule  donne  9=C,  quand  A  s=o™,76  et  â=  100% 

et  ^  =  c ,  lorsque  h  =  o°*,76.  Or,  en  déterminant, 

d'après  ces  conditions,  les  deux  constantes  arbi- 
traires A  et  B  qu'elle  renferme ,  elle  devient  ensuite 

7=CH-c[(a66%67+6)(^)  >  -i566%67].  (8) 
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Il  serait  à  désirer  que  le  degré  d'exactitude  de  c 
formule  fût  vérifié  par  l'expérience,  et  que  les  IroU 
constautes  C,  c  ,y,  qu'elle  renferme,  fussent  déler- 
niinées  avec  précision.  Si  l'on  prend  pour  UDÎté  la 
chaleur  spécifique  d'un  granorae  d'eau  à  la  tempéra- 
ture zéro>  on  a       , 

en  adoptant  pour  C  la  moyeane  des  valeurs  de  c 
quantité,  que  diSërens  physiciens  out  obtenues.  Ea 
même  temps,  on  aura 

c  =  0,847  ' 
d'après  une  expérience  assez  peu  concloaute ,  L-t  qui 
raériteratt  d'être  répétée.  Quant  à  la  valeur  de  y  , 
elle  nous  est,  jusqu'à  présent ,  tout-à-fait  inconnue. 
641  ■  Soit  que  la  densité  f  de  la  vapeur  d'eau  cor- 
respondante à  la  pression  p  gI  a\i  température  6,  ait 
atteint  son  maximum,  ou  qu'elle  soit  au-dessous,  l'é- 
quation (1),  qui  convient  aux  vapeurs  et  aux  gaz 
permanens,  fera  tOQJours  connaître  la  valeur  de  f, 
quand  celles  de  ;>  et  0  seront  données.  Ea  appelant  D 
la  densité  à  la  température  de  100*  et  sons  k  prei- 
sion  ordinaire  de  o'^yô,  et  désignant,  comme  précé- 
demment, par  h  la  hauteur  barométrique  qoi  répond 
à  ^,  on  déduira  de  cette  équation  (a) 
_  PA  366°, 6; 
**  ""    o-,76  «é6*,67  +é" 

Le  poids  d'un  litre  d'air  sec ,  à  la  températore  aën 
et  sous  la  pression  de  o'",76,  étant  1 '',a  1-453  (n'^i^ 

il  deviendra  ^^1^,  ou  o^SSS,  à  la  terapératnr* 
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de  loo*;  et  le  poids  d*un  litre  de  vapeur  d'eau  ^ 
à  la  même  température  et  sous  la  même  pression  ^ 
sera  T|(o^>883)y  ou  o^^55;  par  conséquent ,  on  aura 

pour  le  poid&  d'un  volume  p  de  vapeur,  à  la  tempé- 
rature 0  et  sous  la  pression  quelconque  A.  Dobc>  en 
appelant  Y  la  quantité  de  <îhaleur  nécessaire  pour 
former  ce  poids  de  vapeur,  l'eau  étant  primitivement 
à  la  température  zéro ,  V  sera  le  produit  de  ce  nom- 
bre de  grammes  et  de  la  quantité  q  donnée  par  la 
formule  (8)  ;  en  sorte  que  nous  aurons  ^ 

^==  ?S^ -266,67  + 6- 

L'unité  à  laquelle  cette  quantité  V  se  trouve  rapport 
tée,  est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  -pour  éle- 
ver, de  séro  à  un  degré,  la  température  d'un  gramme 
d'eau;  et  cette  unité  est,  comme  on  sait,  égale  à 
soixante-quinze  fois  la  quantité  de  chaleur  qu'il  faut 
employer  pour  liquéfier  un  gramme  de  glace  k  la 
température  zéro,  sans  élever  cette  température. 

Diverses  observations  ont  porté  plusieurs  physi- 
ciens à  penser  que  quand  la  vapeur  d'eau  a  atteint 
le  ïtMxinuan  de  densité ,  correspondant  à  sa  tempe* 
rature ,  la  quantité  de  chaleur  que  noua  avons  dési^ 
gnée  par  q  ne  varie  plus  avec  cette  f empérattire. 
C'est  a  cet  état  que  Fon  emploie  ce  fluide  <|ans  les 
machines  à  vapeur  :  le  rapport  èe  la  quantité  de 
chaleur  produite  V  ii  sa  tension  A,  serarl  donc  alors. 
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toates  choses  d'ailleurs  égales,  en  raison  inverse  âe 
366'*,67H-fl;  par  cooséquent,  le  i-apport  de  b  dé- 
pense de  chaleur  a  l'effort  exercé  sur  le  piston ,  qui 
a  h  pour  mesure,  diminuerait  quand  la  températare 
deviendrait  plus  grande ,  et  ce  rapport  serait  le  moin- 
dre dans  les  machines  à  haute  pression.  Mais  l'écono- 
mie  de  combustible  qui  en  résulterait  eo  leur  làveor 
serait  loin  de  répondre  à  celle  que  l'expérience  pa- 
rait indiquer;  et  c'est  sans  donte  à  d'autres  circons- 
tances que  ces  machines  doivent  leur  avantage  re- 
latif. 

642.  Concevons  que  la  partie  du  cylindre  vertical 
ABCD  (fig.  53),  qui  est  comprise  entre  la  surûkce  EF 
de  l'eau  et  la  base  GH  d'un  piston,  soit  remplie  par 
de  la  vapeur  d'eau  au  maximum  de  densité ,  corres- 
pondant à  la  température  fi  de  cette  vapeur,  de  Veau 
inférieure,  du  cylindre  et  du  piston.  Daos  cet  état, 
supposons  que  la  force  élastique  de  la  vapeur  fasse 
équilibre  au  poids  du  piston ,  de  sorte  qu'en  appetani 
pcehe  force,  P  ce' poids,  y  compris!»  pl«ssioa,ezl^-',- 
rieure  que  le  piston  supporte ,  et  K  l'aire  de  m  Inm  ■ 
horizontale,  an  ait  .■  -     '   •'> 

P  =  >/).  ■ 

Si  l'on  augmente  U  poids  P,-  et  qu'âderieime  P+Af 
te^  piston  descendra,  et  l'espace  occupé  pair  h^^afeac 
^mînnera  ;-  mais  comoie  on  i'a  si^pos^à;  » 


ntumde  densité,  une  partiese  liquéfiera,-«et  sikte» 
pératnrc  d  estinvariaUe,  la  preesk/ap  kiàeranuft;  1 
la  venté,  dans  le  premier  moment  de  la  conipnMÎa% 
la  tempontuEe  9  atigawnteni,  de  tcUeiaorte  qoiih 
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. li^éfaiction  pourra '"n'aToir  pis  lieu  d'abord,  et  la 
fNression  p  pourra  augmenter.  Mais  A  le  mouvement 
du  piston  n  est  pas  extrêmement  rapide ,  cette  aug- 
mentation de  température  disparaîtra  avant  que  le 
déplacement  de  ce  mobile  soit  appréciable,  et  l'on 
-devra  considérer  0  et  /;  comme  conataBlps  pendant  tout 
son  mouvement.  Il  faut  aussi  remarier  que  la  cou- 
>densation  du  fluide,  qui  le  réduit  en  eau,  et  qui  est 
produite  immédiatement  à  là  partie  supérieure  GH 
«n  contact  avec  le  pidton ,  se  transmet  jusqu'en  EF, 
^dans  un  temps  extrêmement  court ,  pendant  lequel 
le  déplacement  du  piston  test  insensible;  d'où  il  suit 
que  la  densité  du  fluide,  est  sensiblement  la  même 
^ns  toute  sa  hauteur,  pendant  la  chute  du  piston. 
Cela  étant ,  la  force  motrice  de  ce  corps  sera  cons- 
tante et  égale  k  l'excès  de  P  -f-  H  sur  A/i,  ou  à  II; 
abstraction  Êiite  du  frottement  contrp  les  parois  du 
cylindre,  son  mouvement  sera  donc  uniformément 
accéléré  ;  et  ai  l'on  fait  aussi  abstraction  du  rabuve- 
inent  communiqué  à  la  vapeur ,  c'estrè-dire ,  si  Ton 
néglige  sa  masse  par  rapport  à  celle  du  poids  n ,  la 
force  accélératrice  de  ce  mouvement  sera  la  pesanteur 
diminuée  dans  le  rapport  de  n  à  P+n.  Par  consé- 
quent, si  l'on  appelle  /  la  hauteur  de  GH  au  dessus 
de  EF,  la  force  vive  produite  par  la  chute  totale  du 
piston  aura.â  II  l  poi^r  valeur.  - 

Le  piston  étant  d'abord  arrêté  en  GQ ,  supposons 
que  la  température  de  i'éau  inférieure  soit  subitement 
abaissée  et  devienne  0^,  moindre  que  6.  La  couche  de 
vapeur  en  contact  avec  EF  se  liquéfiera  par  le  froid  ; 
elle  sera  remplacée  par  une  autre  qui  se  liquéfiera  de 
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même;  et,  si  la  masee  d'eau  est  assez  grande  pour 
que  ces  couches  successives  de  vapeur  ue  fassent  pas 
varier  sensiblemetil  sa  température ,  les  iÎ€]uéfaclions 
conlioueront  jusqu'à  ce  que  la  masse  entière  de  la 
vapeur  ait  la  force  élastique  p' ,  qui  répond  à  la  tem- 
pérature 6'  et^  son  maximum  de  densité  relatif  * 
celte  tcrapéramre.  Cependant,  la  température  delà 
colonne  de  vapeur  ne  sera  pas  la  même,  non  plus 
que  la  densité ,  dans  toate  sa  hauteur;  et  oe  serait  on 
problème  curieux  que  de  déterminer  les  lois  de  sa 
température  et  de  sa  densité  d  après  les  températures  6 
et  fi',  qui  ont  lieu  constamment  à  ses  deux  ertrémités, 
et  eu  regardant  la  densité  de  chaque  couche  comme 
une  fonction  de  sa  température,  telle  que  la  force 
élastique  soit  constante  et  égale  à  p'.  Cette  constance 
de  la  pression  dans  toute  la  hauteur  de  la  colonue 
de  Tapeur  est  évidemoient  la  condition  d'éqaUibre 
de  ses  couches  successives;  et  quand  l'équilibre  s'e§t 
établi,  il  est  également  évident  que  la  valeur  de  la 
|K<3Ssioa  eonsUnte  ue  peut  p4s  eic^er  felle  q|M|^ 
|ioptfà-la  plus,  petite  des  dauK  tempéntnres  ^élV, 
tamiû  qu'elle  peut  Atra  moindre  qœ  U  fôr^  âi^ 
que  corrtspOBdaate  à  U  ploi  grands,  l^'exfénmitz 
EBoatré>  Ah  reste,  que  la  Tapeur  pBrriealVdûtqB 
teint»tfxtFénltaaeiU  court, à  l'étot  d'équilibre donl  il 
s'agit  ;  en  sortç  que  si  une  TapQur  (fetau^à-apn  nfnct- 
inwn4«^  densité  et  depresnoa,  est  çouteiiaajduw  on 
«spue  fermé  don)  le»  plroïB  «i«n(  partaot  sa  pl^opic 
température,  et  qu'rai  Tienne  à  itininini  imîçaliianfcit 
1«  temp^ture  d  une  partie  d»  oes  paion ,  •mn*  paftie 
de  U  Ta^ur  se  liquaSer a,  «t  l»  paràe  reatanto  prt»- 
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ibra  dans  toute  son  étendue  »  avec  une  très  grande 
rapidité,  la  force  élastique  mnxima  qui  répond  à  la 
moindre  température. 

Cela  posé,  lorsque  le  piston  ne  sera  plus  retenu,  il 
descendra ,  et  l'on  verra ,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, que  son  mouvement  sera  uniformément  accé- 
léré, sa  force  motrice  égale  à  P — hp'  ou  X{p — /?'), 
sa  force  accélératrice  égale  à  la  pesanteur  multipliée 

par  le  rapport  - — ^ ,  et  enfin ,  la  force  vive  pro-» 

duite  par  la  chute  totale,  égale  k  !i\{p  *^  p')L 
Quand  le'  piston  est  parvenu  en  EF,  si  Ton  élève  la 
température  de  Teau  inférieure,  et  que  ce  liquide 
produise  une  vapeur  dont  la  pi*ession  constante'  sur 
la  base  du  piston  soit  plus  grande  que  le  poids  de  ce 
corps,  il  remontera  d'un  mouvement  uniformé- 
ment accéléré,  et  la  force  vive  produite,  quand  il 
aura  parcouru  une  longueur  f,  sera  égale  au  dou- 
ble de  t  multiplié  par  l'excès  de  cette  pression  sur  ce 
poids,  en  faisant  toujours  abstraction  d,u  frottement. 
Cest  d'après  ces  considérations  que  l'on  calcule  la 
force  vive  due  à  la  chute  ou  à  l'ascension  du  piston 
dans  les  machines  a  vapeur  ;  laquelle  force  se  distri* 
bue  ensuite  dans  le  système  auquel  la  machine  est 
appliquée ,  et  s'y  trouve  en  pailie  détruite  par  les 
frottemens,  et  en  partie  employée  à  produire  un  effet 
utile.  Le  calcul  serait  différent,  si  la  densité  ^  la 
vapeur  contenue  dans  lé  corps  de  pompe  n'était  pas 
au  maximum;  ce  qui  arrive,  en  effet ,  pendant  ce  qu'on 
appelle  la  détente  de  la  vapeur,  c'est-à-dire ,  pendant 
qu'on  interrompt   la  communication  de  ce   fluide 

2.  4^' 
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avec  lachatuiicre,  et  que  la  vapeur  se  ■JilatCfSanftqQ'îr 
s'en  ajoute  de  nouvelle  :  le  mouvemenl  du  piston  est 
alors  celui  que  nous  nvons  considère  dans  le  ii"  558; 
et  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  numéro 
suivant,  la  force  vive  produite  peudaut  qu'il  {MircourI 

une  longueur  quelconque ,  a  pour  valeur  a^w  log  *-, 

en  désignant  par  i- lu  volume  pi-imilif  du  fluide,  et 
par/»  et  p'  ses  forces  élastiques  au  commencement  et 
a  la  lin  t\u  mouvemenl. 

645.  il  nous  reste  maintenant  à  considérer  les  forces 
élastiques  et  les  quantités  de  chaleur  des  mélanges  de 
plusieurs  ^az ,  comparées  à  celtes  de  ces  fluides. 

Supposons  qu'on  ait  deux  gaz  dlfTérens,  à  la  m^c 
(empéralurf^  6  et  sous  la  même  pression  p ,  dont 
les  volumes  soient  a  et  a'.  Si  on  les  superpose  dans 
un  vase  ferme,  dont  la  capacité  soit  il-f-n',  il  est 
évident  qu'ils  pourront  s'y  tenir  en  é<piîlibre,  pnis- 
f|u'ils  ont  la  nn'rnic  température,  et  qu'ils  CTterceronl 
l'un  contre  l'autre  la  même  pressioo  ;  mais  l'expé- 
rience  prouve  que  cet  équilibre  n'est  pas  stable:  elle 
fait  voir  que  ces  deux  fluides  se  pénètrent  gndnelle- 
meut  jusqu'à  ce  qu'ils  soient  parfaitement  mêlés;  «t 
elle  montre  aussi  que,  dans  cette  opération,  il  a'j 
a  aucune  variation  de  température ,  ni  aucnoe  perte 
ou  absorption  de  cbaleur;  en  sorte  qu'après  un  cer- 
tain-|emp8,  dilTérent  pour  les  différens  fluides,  00  a 
un  mélange  homogène  dans  lequel  la  proportion  des 
deux  gaz  est  partout  la  même ,  et  dont  la  tempéra- 
ture et  la  force  élastique  sont  toujours  6  et  />.  Db 
ces  faits,  constatés pav  l'observation,  on  peut  coodve 
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un  autre  résaltatque  l'expérience  vérifie  également. 
Si  Ton  a  deux  gaz  mêlés  ensemble  et  remplissant 
un  volume  v,  a  la  température  6,  et  si  Ton  désigne 
par/)  et/7'  les  pressions  rapportées  à  Tunité  de  surface, 
que  ces  deux  gaz  supportent  séparément  à  la  même 
température  et  sous  ce  volume  i^,  la  force  élastique 
du  mélange  sera  /7+/>^  £n  effet,  supposons  d'abord 
que  les  deux  gaz  soient  séparés,  et  qu'on  ait />'  >  p. 
Si  Ton  dilate  le  gaz  soumis  h  la  pression  p',  sans 
changer  sa  température,  et  de  manière  que  sa  force 
élastique  se  réduise  a  p,   son  volume  sera  alors 

^—j  d'après  la  loi  de  Mariotte*  Supposons  ensuite 

qu'on  superpose  les  deux  gaz  dans  un  vase  fermé , 

dont  la  capacité  soit  v  -\'^ ,  oxx  -(/>  +  />')»  ^^  8**^^ 

se  mêleront  sans  variation  de  température,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  dire  ;  et  il  en  résultera  un  mélange 
homogène  à  la  température  0  et  sous  la  pression  p. 
Or,  la  loi  de  Mariotte  s'appliquant  aux  mélanges  des 
ga^,  aussi  bien  qu'aux  gaz  simples,  si  Ton  comprime 
ce  mélange  sans  changement  de  température,  jusqu'à 

ce  que  son  volume  -  {p  ^p')  soit  réduit  à  </,  sa  force 

élastique  p  deviendra  p  +  p'  ;  ce  qu'il  s'agissait  de 
démontrer.  Le  même  principe  aura  également  lien 
pour  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  gaz,  et  pour 
un  mélange  de  gaz  et  de  vapeurs  :  la  pression  du 
mélange  sera  toujours  la  somme  des  pi'essions  que  ces 
fluides  supporteraient  isolément,  à  la  même  tempe*- 
rature  et  sous  le  même  volume  que  le  mélange. 

42.* 
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G44.  Soient  actuellement  n  et  n'  les'^ombres  d« 
grammes  <lc  duux  gaz,  mêlés  ensemble  et  l'emplissant 
uo  volume  v,  a  ia  température  f)  et  sous  la  prt^s&ion  p; 
désignons  par  c  et  c'  les  chaleurs  spécilî(|ucs  d'un 
gramme  de  ces  gaz,  sous  une  pression  coDstaule  et 
égale  a  p,  et  par  c"  la  clialeur  spécili{(ue  duo  | 
gramme  du  mélange  sous  la  même  pression;  os 
aura 

(«  H-  n')c"  =  ne  +  ne'.         (9) 

En  effet,  je  suppose  que  les  deux  gax,  au  lieu 
d'être  parfaitement  mêlés,  ne  soient  que  superposé», 
de  sorte  qu'ils  occupent  des  portions  séparées  a  el  «* 
du  volume  c;  d'après  ce  qu'on  a  dît  tout  à  l'heure  . 
la  quantité  de  chaleur  sera  ta  même  dans  les  deux  gax 
séparés  et  dans  te  mélange  de  ces  deux  gaz  ;  et  cette 
égalité  de  chaleur  subsistera  encore,  si  l'on  augmente 
d'un  degré  la  température  6  des  deux  gaz  et  da 
inélaDge.  Or,  pour  cette  augmentation ,  il  faudra coof 
niuniquci-,  Impression  p  restant  ta  même,  une  quaii- 
Uté  (n  +  n')c''  de  chaleur  au  mélange ,  et  des  <|imii' 
titétf  ne  et  n'c'  aux  deux  gaz.  La  première  quantité 
devra  donc  être  égale  à  la  somme  des  deux  adtres  ; 
ce  qui  donne  l'équatien  (q)  ,  que  l'on  étendra  sans 
peine  à  un  nombre  quelconque  de  fluides  élistîqnes. 
Elle  donnera  la  chaleuc  spécifique  d'un  mâioger 
lorsque  celles  de  tous  les  gaz  ou  vapeurs  qnî  koon»* 
posent ,  et  les  proportions  de  ces  fluides ,  seront  aw 
nues;  réciproquement,  ou  pourra  s*eh  servir  pov 
déterminer  la  chaleur  spécifique  de  l'un  des  oompo- 
sans,  d'après  celles  de  tous  les  autres  et  da  mélange; 
et  l'on  peut  remarquer  qu'elles  ne  supposent  pas  que 


1 


HYDROSTATIQUE.  66i 

]es  chaleurs  spécifiques  des  gaz  mélanges  soient  in^ 
dépendantes  de  kur  commune  température. 

Au  lieu  de  considérer  les  chaleurs  spécifiques  c , 
d ^  d'f  des  gaz  et  du  mélange  sous  une  pression 
constante  9  on  aurait  pu  considérer  ^  de  la  même 
manière ,  leurs  chaleurs  spécifiques  à  volume  cons- 
tant ;  et  en  les  désignant  par  c^ ,  c/»  cj'^  on  serait 
parvenu  à  une  équatioa  semblable  à  la  précédente , 
savoir  : 

.     {n  +  n)cl'  =  /ic,  +  n'c;.         (lo) 

Or,  si  Ton  fait 

I  m 

C  C  ,  C  ff 

on  tirera  des  équations  (g)  et  (lo) 

équation  qui  fera  connaître  le  rapport  y"  relatif  au 
mélange  ,  quand  les  quantités  semblables  y  et  y'^  et 
les  valeurs  de  c^  et  c/,  seront  connues  pour  les  deux 
gaz  mélangés.  Soit  qu'on  prenne  y  =  1,576  ou 
y  =  1,421  (n*  657)  pour  la  valeur  de  y  relative  à  l'air 
sec,  et  quelle  que  soit  la  valeur  inconnue  de  y  qui  ré- 
pond à  la  vapeur  d'eau ,  la  valeur  de  y  relative  à 
1  air  ordinaire  différera  peu  àey^h  cause  de  la  petite 
proportion  de  vapeur  que  cet  air  renferme. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  GSg,  si  les  rap* 
ports  y  et  y'  sont  indépendans  de  la  pression  />, 
mais  différens  pour  les  deux  gaz ,  les  quantités  c^ 
et  cl  seront  exprimées  par  des  puissances  inégales 
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de  p  ;  d'où  il  resnltera  ,  en  vertu  de  rdqoation  (  1 1)^  * 
que  le  rapport  y"  relatif  au  mélange  ne  pourra  pas 
être  aussi  iodépeadant  de  la  pression.   L'hjpotbêse 
de  l'invariabilité  du  rapport  de  la  chaleur  spécifique  < 
d'un  même  fluide  sous  une  pression  conslaule,  à  si  ; 
chaleur  spécifique  sons  un  même  volurac,  et  l«s  ' 
formules  que  uous  en  avons  déduites,  ne  pt'oveol  < 
donc  convenir  en  niénie  temps  aux  f>az  simples, 
pour  lesquels   ce   rapport  n'est  pas  le  même,  et  à 
leurs  mélanges  ca  proportion  quelconque;  et  si  ce 
rapport  a  paru  constant  dans  les  expériences  faites 
sur  l'air  à  dïflërentes  pressions  (n"  GSy  ') ,  c'est  parœ 
qu'il  est  sensiblement  le  même  pour  l'air  et  losi- 
gène,  et,  par  conséquent  aussi,  pour  l'oxigène  et 
l'azote  dont  l'air  est  composé. 
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HYDRODYNAMiaUE 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉQUATIOi\S    GÉrVKUAI.ES    DU    UC)UV£1IE]\T    DVS 

FLUIDES. 

645.  Les  équations  de  l'équilibre  des  fluides  que 
nous  avons  trouvées  dans  le  n'  682  ,  sont  fondées  sur 
la  propriété  caractéristique  commune  aux  liquides 
et  aux  fluides  aériformes,  de  transmettre  égalenieiït 
en  tous  sens  les  pressions  appliquées  à  leur  surface  , 
et  d'exercer  autour  de  chaque  point  de  leur  masse, 
en  vertu  de  l'action  moléculaire ,  des  pressions  égales 
suivant  toutes  les  directions.  Celte  propriété,  comme 
nous  l'avons  dit  précédemment  (n®  SyG),  lient  à  ce 
que  les  molécules  d'un  fluide  qu'on  a  comprimé  ou 
dilaté  reviennent  très  promptement  a  une  disposition 
semblable  à  celle  qui  avait  lieu  primitivement  au- 
tour d'un  point  quelconque ,  de  telle  sorte  qu'après 
sa  compression  ou  sa  dilata\ion ,  un  fluide   est  un 
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système  de  points  matériels  semMable  a  ce  qu'il  ctati 
auparavant,  et  seiitenieot  construit  sur  une  plus 
lite  ou  «ne  plus  grande  échelle.  Le  temps  de  ce 
tour  à  un  état  semblable  n'influe  pas  sur  les  lois  de 
l'équilibre,  que  l'on  n'observe  jamais  qu'après  qu'il 
est  écoule;  mais,  quelque  petit  qu'il  soit,  od  com- 
prend qu'il  peut  influer  sur  les  lois  de  leur  moure- 
ment,  surtout  dans  te  cas  où  les  vibrations  des  molé- 
cules fluides  s'exécutent  avec  une  grande  rapidité;  de 
manière  que  leprincipedel'égalitéde  pression  en  tous 
sens  peut  convenir  à  l'Hydrostatique,  et  n'cire  pas 
toujours  applicable  a  Vffyifrnti/rmmiej ne,  c'est-h-àire, 
h  la  partie  de  la  Mécanique  qui  traite  du  mouvement 
des  fluides. 

Une  différence  analogue  entre  l'clat  d'équilibre  et 
l'état  de  mouvenient ,  a  déjà  été  remarquée  par  La- 
place,  relativement  à  la  loi  de  Mariotle.  Cette  loi 
exige  que  la  température  du  fluide  soit  redeveoue  la 
niéme,  après  la  compression,  qu'elle  était  aupara- 
vant; et  le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  Ions 
sens  suppose,  de  même,  que  les  molécules  du  fluide 
ont  eu  le  temps  de  revenir  à  une  disposition  respec- 
tive semblable  à  leur  disposition  première.  01e  n*a 
plus  lieu  ,  ou  doit  être  modifiée,  dans  les  vibrations 
très  rapides  des  gaz,  où  la  lemperatare  primitive 
n'a  pas  le  temps  de  se  rétablir;  et,  de  même,  le 
principe  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens  n'est  pas 
rigoureiLsement  et  toujours  applicable  aux  monrfr* 
mens  des  liquides  et  des  fluides  aériformes.  On  a  re- 
connu dans  la  vitesse  de.  propagation  du  son,  Ifn- 
fluence  de  cette  modification  de  la  loi  de  Mariette; 
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et  il  y  a  sans  doute  aussi  des  phénomènes  du  mouye- 
nientdes  fluides,  en  général ,  qui  dépendent  de  la  non- 
égalité  parfaite  de  pression  en  tous  sens,  résultant  de  la 
cause  que  nous  indiquons.  Cette  circonstance  intro^ 
duit  dans  les  équations  générales  du  mouvement  des 
fluides,  des  termes  qui  ne  peuvent  se  déduire  de  leurs 
équations  d'équilibre;  j'y  ai  eu  égard  dans  le  Mé- 
moire déjà  cité  (n**  576),  et  je  me  propose  de  reve- 
nir, par  la  suite,  sur  cette  importante  considération. 
Mais  dans  ce  Traité,  je  supposerai,  suivant  la  mé- 
thode qu'on  suit  ordinairement,  la  propriété  de  l'é- 
galité de  pression  en  tous  sens,  commune  à  l'état 
d'équilibre  et  à  Tétat  de  mouvement  ;  et ,  dans  cette 
hypothèse,  les  équations  de  l'Hydrostatique,  fondées 
sur  cette  propriété,  s'étendront  immédiatement  à 
THydrodynamique,  au  moyen  du  principe  de  D'Âlem- 
bert,  qui  est  applicable  à  tous  les  systèmes  de  points 
matériels. 

6\6.  Considérons  de  nouveau  la  masse  fluide 
ÂBCD  (  fîg.  36),  dont  nous  avons  déterminé  les 
équations  d'équilibre  ;  supposons  maintenant  qu'elle 
soit  en  mouvement ,  et  que  toutes  les  notations  du 
n"*  58 1  répondent  à  la  fin  du  temps  quelconque  t , 
compté  depuis  l'origine  de  ce  mouvement.  Ainsi,  la 
masse  fliyde  est  homogène  ou  hétérogène,  liquide 
ou  acriforme;  x,  j",  z,  sont,  au  bout  du  temps  /, 
les  coordonnées  d'un  élément  quelconque  dm  de 
cette  masse  ;  p  représente  la  densité  du  fluide  qui  a 
lieu  en  ce  point  et  à  cet  instant  ;  et  \dm,  Ydm,  Zdm, 
sont  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  x,jr,z, 
de  la  force  motrice  de  dm  à  ce  même  instant.  Les 
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quantitûi  X,  V,  Z,  seront  dus  fonctions  donni 
de  j:  ,  _}' ,  c,  quanti  elles  proviendront  d';itlraclion<i 
ou  de  i-épulsions  qui  émanent  de  centres  fixes;  ras 
fonctions  donne'es  rcnfermerûnt  le  temps  explicilc- 
ment,  quand  les  centi-es  des  forces  seront  en  mou- 
vement. Lorsque  ces  points  seront  ceux  dn  fluide, 
X,  Y,  Z  ,  seront  des  fonctions  de  x ,  j",  z  ,  t,  dé- 
pendantes de  sa  figure  à  chaque  instant,  et  de  la 
loi  des  densitéâ  dans  son  intérieur. 

Les  coordonnées  oc  ,r,  z,  varieront  avec  le  temps; 
elle  varieront  aussi  d'un  point  à  un  autre  du  ^uidc  ; 
et  si  l'on  désigne  par  x' ,  y' ,  z' ,  leurs  valeurs  initia- 
les, c'est-à-dire,  les  cooitloiniceodu  point  de  l'espace 
qu'occupait  l'élément  tlia  à  l'oriyine  du  mouvcmeni, 
les  coordonnées  x ,  y ,  z,  de  ce  même  clémeul  au 
]>out  du  temps  t ,  seront  des  fonctions  inconnues  de 
oc  y  y' ,  z' ,  t  :  la  solution  complète  du  problème 
consisterait  à  déterminer  ces  trois  fonctions  de  quatru 
variables  indépendantes. 

Si  l'on  appelle  u,  v,  w,  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes  Ox ,  Oy ,  Oz,  de  la  vitesse  dont  l'élé- 
ment dm  est  animé  au  bout  du  temps  t ,  on  aura 


_dj 


(0 


on  pourra  regarder  u,  v,  w,  comme  des  fonctions 
ÎDcoanues,  soit  de  ',  oo',  y',  z',  soit  de  t ,  x ,  y,  z; 
c'est  sous  ce  second  point  de  vue  que  nous  a>nRidc' 
rerons  ces  trois  quantités;  et  alors,  pour  avoir  leuis 
accroissemeus  dans  l'instant  dl ,  il  faudra  les  diOëreii- 
tier  par  rapport  à  ï  el  par  rapport  aux  coordonnées 
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x^  jr^z.  Or,  si  Ton  désigne  par  q  une  fonction  quel- 
CQpqne  de  ^^  ^y  y^  ::,  et  par  cfdt  sa  diffësèntielle 
ptise  par  rapport  à  ^  et  aux  variables  x^  J y'^f  con- 
sidérées comme  des  fonctions  de  f ,  on  aura ,  par  la 
règle  connue  de  la  différentiation  des  fonctions  de 
fonctions , 

^1  _^lii^    dx  dqdjr  dq  dz' 

i'  ~    dt  '^  dx     dt'^  dj  Vt  "^  dz    dl*  '■ 

ou  bien,  en  ayant  égard  aux  équations  (i). 

En  désignant  les  accroîssemcns  de  w,  v\  w^  par 
n'(/t,  \f'dtf   w'dt^  nous  aurons  donc 

,  du      .  du 


,             du 
dt 

du 

liX 

1           dv 
^    —  -7- 

•            dl 

dx 

dv      .  dv 


djr  dz  ' 

,  dw      ,  ^11'      .  Jiv      ,  d\v 

w  =_  +  ;*--  H-  ^.  ^_  +«'  jr; 

et,  de  cette  manière,  les  composantes  de  la  vitesse 
d'un  même  élément  r//n,  dans  les  deux  positions 
qu'il  occupe  successivement,  seront  w,  i',  u»,  et 
ii  +  udtf  V'\'v'dty  w  +  w'dt. 

Quanta  la  densité  p,  ce  sera  une  constante  donnée, 
si  le  fluide  est  homogène  et  considéré  comme  in- 
compressible; s'il  s'agit  d'un  liquide  hétérogène,  la 
densité  p,  qui  repond  à  un  élément  déterminé  ^////, 
sera  une  fonction  donnée  de  ses  tix)is  coordonnées 
initiales  x\  y  y  r';  enfin,  si  le  fluide  est  compnrssi- 
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ble»  cette  ilensîté  p  sera  une  fonction  inconnue  det^ 
af  y  y' ,  z' ,  dont  la  valeur  initiale  sera  seulement 
donnée.  Excepté  le  cas  oii  p  est  une  constante  ,  cette 
densité,  rapportée  à  la  position  de  dm  au  bout  du 
temps  (,  devra  toujours  être  considéi'ée  comme  une 
fonction  inconnue  de  x,^,  z,  ;.  Si  l'on  désigne  alois 
par  f'dt,  son  accroissemeat  peadant  l'inslanl  dt^  OK, 
aura,  d'après  la  formule  (2), 


1 


et  dans  le  cas  d'an  fluide  incompressible,  faomogèDC. 
ou  hétérogène ,  cette  valeur  de  f'  devra  se  réduire  à 
zéro. 

647.  Les  composantes  de  la  force  perdue  par  l'é- 
lément dm  pendant  l'instant  dt,  seront 

{X—u-)dm,     {\  —  K>')dni,     (Z  —  w')dm; 

en  substitnant  donc  X  — w',  Y  — f',  Z  — tv',  n  U 
place  dé  X,  Y,  Z,  dans  les  équations  (a)  du  n'  58a, 
il  en  résultera  ces  trois  équatioDs  de  son  mouTement  : 

*=KX-«'),  |=Kï-''%  i^=KZ-»')i 

p  étant  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface, 
qui  a  lieu  au  bout  du  temps  t ,  au  point  qui  rcpood 
aux  coordonnées x,  j',  z,  ei  qu'on  suppose  la  même 
suivant  toutes  les  directions. 

Si  ce  point  appartient  à  une  paroi  fixe,  />  exprimera 
la  pression  normale  que  cette  surface  aura  à  sup- 
porter, et  qui  devra  être  détruite  par  sa  résistaDOe. 


I 
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Si  ce  point  appartient  à  la  surface  libre  d'un  liquide , 
il  faudra  qu^on  ait  pzno,  ou  plus  généralement, 
dpss^o;  en  sorte  que  l'équation  différentielle  de  la 
surface  libre  du  liquide  en  mouvement,  sera 

Qi  —  ir)cb:+{Y  —  i^')dj  +  (Z  —  w')dzz=zo. 

D'après  la  remarque  du  n?  585,  il  faudra  que  la 
valeur  de  ^,  quand  on  l'aura  déterminée ,  soit  cons* 
tammenrt  positive  dans  l'intérieur  de  ce  liquide,  si 
Ton  veut  que  sa  masse  ne  se  divise  pas  pendant  le 
mouvement  :  quand  elle  sera  négative  en  un  point 
d'une  paroi,  ce  qui  ne  pourra  avoir  lieu  que  pour 
un  liquide,  cette  surface  cessera  d'être  pressée  de 
dehors  en  dedans,  et  le  liquide  s'en  détachera. 

Au  moyen  des  valeurs  de  11%  p',  14/,  les  équations 
précédentes  deviennent 

I  4p^_^  Y        ^'*  ^'^  ^  ^^ 

f  dx^^  ik  dx  djr  dz  ^ 

1  dp        ^  dif  dv  dv  dv       (    ,ir\ 

f  dj-  dt  dx  dx  di  ^  Ç  ^   ^ 

1    dp y  dw  d'w  dw  d^v 

"f    dz'"^  di  "^^  dx  djr  dz' 

Comme  la  quantité  p  qu'elle  renferme  est ,  ainsi  que 
chacune  des  vitesses  u,  v,  w,  une  fonction  inconnue 
de  x^jj  z,  ^,  ily  faudra  joindre  une  quatrième 
équation,  lorsque  la  quantité  p  sera  une  constante 
donnée,  et  deux  autres  équations,  dans  le  cas  général 
où  cette  quantité  est  aussi  une  fonction  inconnue  de 
^fXj^f  ^*  ^s  équations  s'obtiendront  de  la  manière 
suivante. 

64B.  Chacun  des  élémens  dm  de  la  niasse  fluide 
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changera  de  l'orme  pcndatil  l'instant  ^//,  et-îl  cfinib-i  , 
géra  même  de  volume,  si  le  fluide  est  confipi-essible: 
mais  cooîme  sa  masse  devra  toujours  rester  la  même, 
il  s'ensuit  que  le  produit  de  -son  volume  ^u  bout  du 
temps  i  +  '/^.et  de  sa  densité  f-\-f'dt  qiii  repond  an 
raùme  instant,  devra  être  le  même  qu'au  bout  du 
temps  t  ;  par  conséquent ,  la  variation  de  ce  produit 
dans  l'instant  dt  sera  e'gale  à  zéro;  ce  qui  fournira 
une  nouvelle  équation  générale;  du  mouvement. 

Pour  la  former,  considérons  le  parai U-lépip^iIc 
rectab{;le  ilotit  le  volume  était  dxd/dzt  a  la  lin  du 
t^mps.  t ,  et  cherchons  la  forme  que  prendra  cet  clé- 
ment du  fluidt;  à  la  lin  du  temps /+rf(.  Soit  M(fiR.  S.'i) 
le  sommet  de  ce  paralléîépipèdc  qui  répond  aux 
coordonnées  x,j',  z;  soient  aussi  Î\IA,  MB,  MC,  h-s 
trois  côtés  adjaccns  à  ce  sommet  et  rcspcctivemetU 
parallèles  aux  axes  Ox,  O;*,  Oz;  en  sorte  qu'oQ  ait 

MA  =  d.T,     AIB  =  dj-r  MC  =  dz; 

supposons  que  D,  E,  F,  G,  sont  les  quatre  antres 
sommets,  et  que  pendant  l'instant ■</(,  les  huit  points 
M,  A,  B,  C,  D,  E,F,  G,  soient  transportés' en  M', 
A',  B',  C,  D',  E',  F',  G';  je  dis  que  le  polyèdre 
dont  CCS  derniers  points  sont  les  sommots,  sera  un 
parallélépipède  obliquangle;  et  pour  le  prouver,  je 
vais  déterminer  et  comparer  entre  elles  les  longueurs 
de  ses  douze  côtés  M'A',  M'h' ,  etc. 

Les  coordonnées  x,j,  z,  du  point  AI  deviennent 

X  4-  udt,    y  4-  vdt,     z  -f-  hy//, 
au  bout  de  Tiuslant  dt-,  ces  quaat.^és  soitt  donc  les 
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coordonnées  du  point  M';  on  en  déduira  celles  de 
tont  autre  sommet  »  en  j  remplaçant  x  ^jr^  z,  par 
les  coordonnées  primitives  de  ce  sommet  ;  ainsi ,  Ton 
aura  les  coordonnées  de  C ,  en  y  conservant  «x  et  j^« 
et  mettant  z-{*t/zàlap1acedeii;parce  que  jr, j^,  2-f-^2 
sont  les  coordonnées  de  C.  De  cette  manière,  les 
coordonnées  de  C ,  seront 


X  +    udt  + 

dz    ^^^^^ 

jr    +     Vdt    + 

-^  dz  dt. 

z  4-  ^2  +  ^"^dt  «4-  -r-  dz  dt  \ 


et  y  en  les  comparant  a  celles  de  M%  on  en  conclura 

en  extrayant  la  racine  carrée  et  négligeant  les  infini- 
ment petits  du  troisième  ordre,  on  aura  donc 

M'C  =  dz  +^dzdt. 

dz 

Les  coordonnées  de  D'  se  déduiront  de  celles  de 
M',  et  les  coordonnées  de  G',  de  celles  de  C,  en  y 
mettant  x-j^dacetjr+djrhla  place  de  x  etjr;  par 
conséquent,  la  longueur  du  côté  D'G'  se  déduira  de 
même  de  celle  du  côté  M'C  j  ce  qui  donne 

D'G'  =  dz  +  ^dzdt  +  -^y-dscdzdt  +  -j^djdzdi; 

donc,  en  négligeant  les  deux  derniers  termes,  qui 
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sont  du  troisième  ordre,  la  valeur  de  D'G'  sera  1* 
même  que  celle  de  M'C.  On  trouvera  de  la  même 
manière,  que  les  côtés  A'E'  et  B'F*  sont  égaux  au  cftié 
M'C,  aux  quantités  près  du  troisième  ordre;  en  sorte 
que  l'on  aura 

M'C  =  A'E'  =  B'F'  =  D'G'. 

Si  l'on  change  z  enj-,  et  w  en  i',  clans  la  valeur  de 
M'C,  elle  deviendra  celle  de  M'B',  savoir: 


en  cliangeaot  de  même  z  eu.  x  et  tv  en  u ,  00  aura  b 
valeur  de  M'A',  qui  sera 

M'A'  =  dx  +  -rdxdt; 
el  Ton  trouvera  aussi 

M'B'  =  AT)'  =  CF'  =  E'G', 
M'A'  =  D'ir  =  CE'  =  t'G'. 

Nous  voyons  donc  que  les  côtés  égaux  entre  eus 
dans  le  parallélépipède  primitif,  sont  encore  restés 
égaux  après  son  changement  de  forme  :  le  paialiélîsnie 
de  ses  côtés  est  une  Conséquence  de  leur  «galité;  par 
conséquent,  l'éléra^nt  de  volume  que  nous  considé- 
rons conserve ,  à  la  (iu  de  dt ,  la  l'orme  d'un  parallé- 
lépipède, mais  qui  n'est  pas  rectangle,  comme  au 
commencemeat  de  cet  instant. 

On  aura  le  volume  de  ce  parallélépipède  obliquan- 
gle,  en  multipliant  l'une  de  ses  Isces";  parexemplcr 
la  face  M'A'D'B',  par  la  perpendiculaire  CI"  «bais- 
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sée  du  point  C  sur  cette  face;  IWe  du  parallëlo- 
gramme  M'A^D^B'  est  égale  au  produit  de  ses  4eux 
côtés  M^A'  et  M'Ê' ,  multiplié  par  le  sinus  de  Tangle 
A'M'B'  ;  et  la  perpendiculaire  CT'  se  déduit  du  côté 
CM',  en  le  multipliant  par  sinC'M'P;  par  conséquent, 
le  volume  du  nouveau  parallélépipède  aura  pour 
valeur 

M'A'  •  M'B' .  M'C .  sin  ATM'B' .  sin  C'MT'. 

Or ,  les  angles  À'M'B'  et  CMT'  étaient  droits  daxis  le 
parallélépipède  primitif;  chacun  d'eux  ne  pneutdonc 
maintenant  différer  d'un  angle  droit,  que  d'une  quan« 
tité  infiniment  petite;  le  sinus  de  chacun  de  ces 
angles  ne  différera  donc  de  l'unité,  que  d'un  infini- 
ment petit  du  second  ordre;  par  conséquent ,  si  Ton 
néglige  les  infiniment  petits  du  cinquième  ordre,  il 
faudra  faire  sin  A'M'B'=  i  et  sin  CMT'=  i ,  dans 
le  produit  précédent  ;  ce  qui  le  réduit  à 

M'A'  .  M'B' .  M'C. 

Donc,  en  mettant  pour  chacun  des  facteurs  sa 
valeur  précédente,  effectuant  la  multiplication,  et 
négligeant  toujours  les  infiniment  petits  du  cin- 
quième ordre,  ce  produit  sera 


( 


I  +-di^^+^^^  +  -£dt^dxdjrdz. 


Tel  est  donc,  à  la  fin  du  temps  t^dt,  le  volume 

de  l'élément  qui  était  dxdjdz ,  à  la  fin  du  temps  t. 

En  même  temps ,  la  densité  p  est  devenue  p^i^p^dt; 

en  multipliant  donc  ce  volume  par  p'^p'dt,  et  re-, 
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tranchant  du  produit  la  masse  primitive  p^LrHfihhf 
on  aura  la  variation  de  cette  masse  peDdaot  l'îaslaDt 
dtj  et  cette  variation  devant  être  nalle,  il  en  résul- 
tera l'équation  ^^ 

,    ,        /du     .     dv    ,    dw\  ^^ 

en  négligeant  les  ioBniment  petits  du  cinquième 
ordre ,  et  supprimant  ensuite  le  facteur  dt  djc  dj-dz, 
commun  à  tous  les  termes.  Par  conséquent,  d'après 
la  valeur  de  p'  du  numéro  précédent,  la  quatrième 
équation  du  mouvement  qu'il  s'agissait  de  fonuer. 


d.fu     I     d.fv     ,    d.fw 


(4) 


649.  Cette  équation  appartiendra  aux  liquides  et 
anx  fluides  aériformes;  mais  la  quantité  p'  étant 
nulle,  dans  le  cas  des  liquides  regardés  comme  in- 
compressibles ,  cette  équation  se  partagera  eo  deux 
autres,  savoir: 


En  les  joignant  aux  trois  équations  (3),  on  aura  un 
nombre  d'équations  ^al  k  celui  des  cinq  inconnues 
p,  Pj  u,  V,  Wf  qu'elles  doivent  servir  à  détertniner 
en  fonctions  de  x^y,  z,  t.  Quand  le  liquide  est  ho- 
mogène, la  densité  f  est  une  constante  donnée;  ce 
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qui  rëdait  les  iilconniies  à  quatre,  et  fait  en  méiiitt 
temps  disparaître  la  première  équation  (5)* 

Relativement  aux  fluides  élastiques ,  on  n'a  aussi 
que  quatre  équations^  savoir,  les  équations  (5)  et  (4)| 
mais  i^ors  la-  densité  est  liée  à  la  pression;  ce  qui 
réduit  à  une  seule  les  deux  inconnus»  p  et  p.:Si  l'on 
suppose  que  la  température  soit  la  même  dans  toute 
la  masse  du  fluide  k  Tétat  de  repos,  les  dilatations 
ou  compressions  des  éléraens  de  ce  fluide,  qui  auront 
lieu  pendant  son  mouvement,  feront  varier  cette 
température ,  et  la  pression  p  ne  sera  plus  propor* 
tionnelle  à  la  densité  p,  dans  l'état  de  mouvement, 
comme  elle  l'est  dans  l'état  d'équilibre.  On  verrai 
dans  la  suite,  comment  on  peutavoir  égard  à  cette  cir- 
constance ,  dans  le  cas  d'un  mouvement  très  rapide* 
Maintenant  je  supposerai  qu'il  s'agisse  d'un  mouve-* 
ment  asses  lent  pour  qu'elle  n'ffit  aticune  influence 
sensible  ;  en  sorte  que  l'expression  de  p  en  fonction 
de  p,  soit  celle  qui  convient  a  l'état  d'équilibre» 
savoir  (n*  624)  > 

p  =  kp{i  +  «8);  (6) 

6  désignant  la  température  commune  à  tous  les  points 
du  fluide ,  et  le  coefficient  0,005^5  de  la  dilatation 
des  gaft,  et  k  une  constante  relative  à  la  matière  du 
fluide  que  l'on  considère.  ^ 

Lorsque  les  valeurs  de  p,  /),  n,  î>,  w,  auront  été 
déterminées,  soit  au  moyen  des  cinq  équations  (3) 
et  (5),  soit  d'après  les  cinq  équations  (5),  (4),  (6), 
on  en  déduira  les  valeurs  de  jr,  j^,  z,  en  fonctions  de 
ty  et  de  leurs  valeurs  initiales  x',  y,  z%  au  moyen  des 
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TRAITE  DE  HÉCAMQUE. 
éqoàUoDS  (i).  Les  intégrales  de  toutes  ces  éqaatioro 
aux  différenoes  partielles  renfermeront  des  fonciiom 
arbitraires,  qui  resteront  encore  à  déterminer,  d'a- 
près l'état  initial  du  fluide ,  et  au  moyen  de  certaines 
conditions  relatives  à  sa  surface  dont  il  sera  question 
plus  bas. 

65o.  Quand  la  température  n'est  pas  la  même  dans 
toute  la  masse  lluide  à  l'origine  du  mouvement,  elle 
varie  ensuite  d'un  poiotà  un  autre,  et,  pour  un  même 
point,  d'un  instant  à  l'autre;  en  sorte  que  si  Von 
désigne,  au  bout  du  temps  t,  par  6,  la  tempe'rature 
qui  répond  aux  points  dont  x,^,  z,  sont  les  coor- 
données, cette  quantité  9  est  une  fonction  inconnue 
de  t,  x,y,  z,  et  pour  la  déterminer  il  faut  joiodre 
une  nouvelle  équation  aux  précédentes.  Cette  équa- 
tion sera  ditîéreate  dans  les  deux  cas  d'un  liquide  et 
d'un  fluide  aériforme,  que  nous  allons  successive- 
ment considérer. 

i".  Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  liquide  bomogène, 
tel  que  l'eau,  pour  fixer  les  idées.  La  températures 
variant  d'un  point  à  un  autre,  la  densité  f  variera 
de  même ,  et  sera  une  fonctioa  déterminée  de  8,  que 
je  représenterai  par  y8  (*J.  La  quantité  f  be  sen 
plus  nulle,  et  l'équatioa  (4)  ne  se  décomposera  plus 
dans  les  deux  équations  (5).  La  cbaleuf  spécifique 
du  liquide  et  la  mesure  de  sa  conductibilité-  seroni 
aussi  des  fonctions  déterminées  .de  0;  mais  û  l'on 
suppose  que  la  communication  de  la  chalear  dans 

'*)  Four  la  forme  de  cette  fonction,  vtijrei  le  T^itédePfy- 
«ifiiede  H.Biot,  lorae  1",  chapitre  XI. 
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rintérienr  de  Feau,  ait  lîeu  comme  dans  un  corps 
solide  y  par  un  rayonnement  à  distance  kisensiUe, 
Féquation  relative  au  mouvement  de  la  chaleur  dans 
un  corps  hétérogène^  que  j'ai  trouvée  autrefois , 
s'appliquera  à  la  masse  d'eau  que  nous  considérons  ; 
car  elle  fait  connaître  l'accroissement  instantané  de 
température  qui  a  lieu  en  un  point  quelconque  d'un 
corps,  dans  lequel  la  chaleur  spécifique  et  la  conduor 
tibilité  varient  arbitrairement  d'un  point  a  un  autre; 
et  d'après  la  manière  dont  elle  a  été  formée ,  elle  ne 
dépend  pas  du  mouvenient  du  point  matérieL  que 
Ton  considère  y  non  plus  que  du  mouvement  des 
points  circonvoisins.  Ainsi^  en  appelant  ^'dt  l'accrois^ 
sèment  de  G  pendant  l'instant  dt^  on  aura  (^) 

d^h-y^         d^h'jr         ^•""îT 

ofl'= ffj Sj ±i         (^) 

o  dT     ^^     dy    ^^     dz    *  ^'^ 

^nation  dans  laquelle  on  fera^  diaprés  la  formule  (2)^ 

et  où  g  et  A  sont  des  fonctions  de  8,  qui  représentent 
la  chaleur  spécifique  rapportée  à  l'unité  de  masse^  et 
la  mesure  de  la  conductibilité.  Chacune  de  ces  fonc- 
tions est  censée  connue ,  ainsi  que  f^,  de  manière 
que  les  équations  (3),  (4)>  (7),  seront  en  nombre 
égal  à  celui  des  inconnues  ^,  p,  u,  v^  w,  qu'elles 
renferment.  Dans  le  cas  d'un  liquide  hétérogène^  les 

(^)  Journal  de  f  École  Polytechnique,  19*  cahier,  page  87. 
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trais  quantités  p,  g,  hy  relatives  au  point  de  sa  tnasst 

dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  s,  dépendraient  de 
la  température  8  et  de  la  matière  da  fluide  ea  ce 
point,  et  seraient,  par  conséquent >  des  foactioos 
données  de  6  et  des  coordonnées  initiales  x',^»  :^, 
de  ce  même  point. 

3*.  Si  le  fluide  que  l'on  considère  est  une  masse 
d'air  ou  d'un  gaz  quelconque ,  dont  la  température 
6  varie  d'un  point  à  une  autre  ,  et  que  dans  l'état  de 
mouvement,  la  pression  soit  toujours  suppoftée  pro- 
portionnelle à  la  densité,  comme  dans  le  d*  précé- 
dent,  l'équatLOo  (6)  aura  toujours  Heu  ;  maïs  l'équa- 
tion (7)  ne  subsistera  pins;  car  elle  est  fondée  sur 
l'hypothèse  que  la  communication  de  la  cbalcor  dans 
l'intérieur  du  corps  se  fait  par  un  rayonnement  à 
dïsLince  insensible;  et,  au  contraire,  la  chaleur 
rayonnante  traverse  les  fluides  aérîformes,  dans  de 
très  grandes  épaissem-s;  en  sorte  qu'il  y  a  échange  de 
chaleur  entre  des  molécules  très  éloignées  l'une  de 
l'antre.  Cette  équation  deira  donc  être  remplacée  par 
Une  autre,  que  l'on  joindra  aux  équations  (3),  (4), 
(6) ,  afin  d'en  avoir  un  nombre  égal  à  celui  des  in- 
connues p,  p,  ^,  u,  V,  w.  Dans  le  problème  des 
vents  alises,  par  exempte,  qui  sont  produits  par  les 
différences  de  température  des  couches  atmospbéri- 
'  qnes ,  on  formera  cette  sixième  équation  de  la  ma- 
nière suivante,  qu'il  nous  suffira  maintenant  d'indi- 
quer. 

La  quantité  de  chaleur  reçue  pendant  l'instanlf//, 
'  par  l'élément  quelconque  dm  de  Ja  masse  fluide,  et 
qu'on  peut  supposer  proporUoDoeUe  à  dmdt^  ae  o(»n- 
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pose  de  h  chaleur  solaire  absorbée  par  ibn  pendant 
cet  iostant  fit,  à  laquelle  ilfiint  d'abordajpttter  la  cha- 
leur rayonnante  que  cet  élément  reçoit,  dans  ce  même 
în^taqt ,  d'nne  partie  de  la  surface  de  la  terre  et  de  la 
partie  de  l'atmosphère  dont  la  communication  avec 
4m  n'est  point  interrompue  par  cette  surfeice,  et,  en 
outre  I  la  portion  de  chaleur  qui  peut  être  communi- 
quée à  dm  par  les  élémens  circo'nyoisins  t  comme 
49n3  les  corps  solides.  En  retranchant  de  cette  somme 
]a  quantité  de  chaleur  émise  au  dehor$  par  l'élément 
din,  pen^nt  l'instant  dt,  soit  par  communication , 
soit  par  rayonnement  à  grande  distance ,  on  aura 
raugmentation  instantanée  de  la  chaleur  de  dm,  que 
Von  peut  représenter  par  ûkdmdt;  A  étant  un  coeffi- 
cient dont  je  me  borne  à  indiquer  l'origine.  D'un 
autre  côté ,  cette  augmentation  de  chaleur  est  égale 
a  g&dtdm,  en  désignant  toujours  par  g  et  ^dtj  la 
chaleur  spécifique  rapportée  à  l'unité  de  masse ,  et 
l'accroissement  instantané  de  température  ;  on  aura 
4onc  Qdmdt  =  ^'dm4t,  on  A  ==?  g^\  pour  l'Àjuation 
demandée ,  qu'on  devra  si^b^tituer  k  l'équation  (7). 

65 1 .  Avant  d'aller  plus  loin  >  il  y  a  une  remarque 
importante  à  faire  relativement  à  l'équation  (4)* 

D'après  la  manière  dont  elle  a  été  formée ,  eHe 
exprime  que  la  masse  de  l'élément  différentiel  dm  du 
fluide  ne  varie  pas  pendant  l'instant  dt  ;  na^iis  c'est 
pour  abréger  que  l'on  ^.  considéré  le  volume  de  cette 
partie  du  fluide  comme  infiniment  petit  ;  et  si  l'on 
divise  le  volume  total  en  parties  de  gr^ndenr  finie, 
mais  insensible ,  dont  chacune  renferme  néanmoins 
un  nombre  extr^ement  grand  de  molécules  ^  Vér 
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quntion  (4)  exprime  réellemenl  que  chacune  de  ces 
parties  renferme  toujours  les  mêmes  molécules,  cl 
que,  par  conséquent,  sa  masse  est  invariable.  C'est 
pour  cela  qu'elle  est  désignée  sous  la  dénominalioD 
inéquation  de  la  continuité  dujluide.  Or ,  îl  existe  des 
mouTemens  danslesquels  cette  continuité  n'a  pas  lien, 
et  où  l'on  ne  doit  plus  faire  usage  de  l'cquatioD  qai 
s'y  rapporte. 

Supposons,  parexemple,  que  de  l'eau  soit  cootenne 
dans  un  cylindre  vertical,  ouvert  à  sa  partie  supé- 
rieure. Si  l'on  échauffe  le  liquide  par  en  liaut,  ta 
température  sera  croissante,  et  la  densité  décroissante, 
en  allant  du  fond  à  la  surface;  la  masse  fluide  s'al- 
longera ,  les  coucbes  horizontales  se  remplaceront 
successivement ,  et  l'équation  de  la  continuité  s'appli- 
quera à  ce  mouvement.  Mais  si  le  liquide  est  échauffé 
par  en  bas,  la  densité  sera  croissante,  et  la  tempé- 
rature décroissante  de  bas  en  haut  :  .i  la  rigueur,  les 
couches  horizontales  pourront  encore  se  remplacer 
successivement;  mais  un  pareil  mouvement  ne  serait 
pas  staMe;  et  l'observation  montre  que  les  molécnles 
d'eau  s'élèvent  du  fond  vers  la  surface ,  en  traversant 
l'es  coucbes  supérieures.  Toutes  les  parties  trcs  petites 
du  liquida  ne  sont  pas  constamment  formées  des 
mêmes  roolécuks;  l'équaticm  (4)  n'a  donc  pas  lien 
dans  cegenrede  mouvement;  et  il  est  mème'doDtenx 
que  les  équations  (5),  fondées  sur  le  principe  de 
l'égalité  de  pression  en  tons  sens,  puissent  s'y  appli- 
quer; en  sorte  que ,  dans  l'état  actuel  de  la  science, 
nous  n'avons  aucun  moyen  de  déterminer  le  mou- 
vement  d'un  liquide  dont  les  coucbes  se  traversent 
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mutuellenient ,  les  unes  en  montant,  les  autres  en 
descendant.  La  même  remarque  s'applique  aux 
mouvemens  yerticaux  qui  peuvent  exister  dans 
chaque  colonne  atmosphérique,  dont  les  couches  in- 
férieures, échauffées  par  le  contact  avec  la  terre,  et 
devenues  plus  légères,  s'élèvent  en  traversant  les 
couches  supérieures.  La  détermination  de  ces  mouve- 
mens, d'un  genre  différent  de  ceux  qu'on  a  considérés 
jusqu'à  présent ,  et  leur  influence  sur  les  variations 
diurnes  du  baromètre,  sont  des  questions  sur  lesquelles 
il  importe  d'appeler  l'attention  des  géomètres. 

65:i.  Dans  les  mouvemens  des  fluides  que  Ton 
soumet  au  calcul,  on  a  coutume  de  supposer  que 
les  points  qui  se  trouvent ,  à  une  époque  déterminée, 
sur  une  paroi  fixe  ou  mobile,  ou  qui  appartiennent 
à  la  surface  libre  d'un  liquide,  demeureront  sur  cette 
paroi,  ou  appartiendront  à  cette  surface ,  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement;  en  sorte  que  l'on 
exclut  les  mouvemens  très  compliqués  dans  lesquels 
des  points  d'un  fluide,  après  avoir  appartenu  à  sa  su- 
perficie, rentreraient  dans  l'intérieur  de  la  masse, 
ou  réciproquement  ;  et  l'on  exclut  même  les  cas  ou 
des  points  d'un  liquide  passeraient  alternativement 
de  la  surface  libre  à  la  surface  en  contact  avec  une 
paroi  fixe  ou  mobile.  Ces  conditions  particulières 
auxquelles  on  assujettit  les  mouvemens  que  l'on  con- 
sidère, s'expriment  par  les  équations  suivantes. 

Soient  toujours  :r,^,  z,  les  coordonnées  variables 
d'un  pointjdu  fluide,  et 
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l'eqaation  d'une  sorface  fixe  ou  mobile  qtù  passe  par 
ce  point  au  bout  du  temps  /,  et  que  nous  appelle- 
rons S,  jiour  abréger.  DésignouB  aussi  par  x' ,_/' ,  *', 
les  coordonnées  înitiales  du  même  point,  de  sorte 
que  X,  Xt  z,  soient  des  foncttoos  de  t,  a^ ^y' ,  £. 
Si  l'oDsubstitue  leurs  valeurs  dans  l'équation  dooaée, 
eUe  Be  changera  en 

F((,x',y,  t!)  =  o; 

et  tous  les  points  du  fluide  dont  le»  coordonnées 
initiales  satisferont  à  cette  équation  ,  seront  ceux  qui 
appartiennent,  au  bout  du  temps  £,  à  la  surface  S; 
par  conséquent,  pour  que  ces  points  soient  constam- 
ment les  mêmes,  il  faudra  que  la  fonction  F  ne 
renferme  pas  la  variable  t.  Si  donc  S  est  la  surface 
libre,  ou  celle  d'uue  paroi  fixe  ou  mobile,  il  faudra 
que  la  fonction  J'(t,  x,  j,  z)  soit  iodépeadaute 
de  ^,  eo  y  regardant  x,,  j,  z,  comme  d£«  fonctions 
de  ces  variables;  sa  difTéreaticUe  comp)i;te  par  rap- 
port à  t  devra  donc  çtrfl  nulle  ;  et  d'»prè«  U  ibnuide 
(3),  ou  aura 

1+ „£+„£  +  .!=„,         (8) 

pour  exprimer  la  coadîtîoo  ci-dessus  énoncée- 

Dans  le  cas  d|une  paroi  fixe ,  la  fonction  yne  ren- 
fermera pas  explicitement  le  temps  /  ;  eu  la  repré- 
sentant par  L,  de  sorte  que  L  =  o  soit  l'équation 
donnée  de  la  paroi ,  l'équation  (8)  deviendra 

(9) 
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Si  l'on  désigne  par  ^  la  raiiilUQte  des  vitesses 
Uf  Vf  Wy  et  par  a  ^  €,  y,  les  angles  qu'elle  Eut  avec 
les  directions  des  Xfjr^zisi  Ton  appelle  aussi  a ,  b, 
Cf  les  angles  que  fait  la  normale  à  la  paroi  avec  les 
mêmes  directions ,  et  qu'on  fasse 

^)"+(f)V(â)*-^-. 

on  aura ,  en  même  temps, 

M=  ^COSflt,     p  a=  ^cos^y  fv  =  Çcosj., 
dL  ^  dL  ^         ,    dL  ^ 

2^  =s  Xcosa,  ^  =  AcosA,^  c^  Açosc; 

et^  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (g)j  e\ 
supprimant  ensuite  le  Êiqteur  commifti  i^A  ^  ellç  de- 
viendra 

COS  et  C06  a  -f-  cos  f  cos  6  -f-  cos  7  cos  c  3=  o. 

Cette  équation  (g)  sip^fie  donc  que  la  vitesse  de 
chaque  point  de  fluide  adjacent  à  une  paroi  fixe  ^  est 
normale  à  cette  surface  ;  et  ^  en  effet ,  c'est  la  condi-^ 
tion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ce  point  ne  se 
détache  pas  de  la  paroi,  et  ne  fasse  que  glisser  sur 
sa  surface. 

A  la  surface  libre  d'un  liquide ,  la  pressûm  p  estj^ 
en  général ,  une  quantité  constante  ;  mais  elle  pour<r 
rait  dépendre  de  t  et  être  seulement  indépendante  de 
^fj^f  ^f  sî  hi  pression  extérieure,  commune  à  toua 
les  points  de  cette  surface ,  variait  avec  le  temps  ;  en 
la  désignant  par  T,  l'équation  de  la  surfiice  libre 
sera  donc  p —  T  =  o;  et  en  mettant  /'-r  T  à  la 
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place  de  f  dans  1  équation  (8)  on  aura 

ài^^  dx^     rfr  dz       di  '  ^*"' 

pour  l'équation  qui  aura  lieu  en  tnème  temps  que 
p  —  T  =  o,  ou  en  niéme  temps  que  l'équatioD  diffé- 
rentielle de  la  surface  libre ,  qui  a  été  donnée  dans  le 
n*  G47. 

Nous  ferons  remarquer  que  les  équations  (8) ,  (g) , 
(10)  auront  encore  lieu,  sans  erreur  sensible,  lorsque 
les  points  du  fluide  ne  s'écarteront  de  sa  superficie, 
que  de  quantités  insensibles.  Par  conséquentes!  l'on 
considère,  comme  dans  le  numéro  précédent, 
une  portion  du  fluide  dont  les  dimensions  soient  de 
grandeur  finie,  mais  insensibles,  et  qui  contienne 
néanmoins  un  nombre  immense  de  molécules ,  et  si 
l'on  suppose  qu'une  partie  de  sa  surface  appartienne 
à  celle  da  fluide,  à  une  époque  déterminée,  ces 
équations  exprimeront,  en  lealité,  que  cela  aura 
lieu  pendant  toute  la  durée  du  monvemeot.  Cette 
partie  commune  aux  deux  surfaces,  pourra,  d'ailleurs, 
varier  en  étendue  dans  des  rapports  quelconques; 
et  la  petite  portion  de  fluide  dont  il  s'agit,  en  se  dé- 
plaçant à  la  superficie  du  fluide,  pourra  s'étendre 
on  se  rétrécir  sans  que  son  volume  change  dans  le 
cas  d'un  liquide ,  on  sa  masse  dans  le  cas  d'un  fluide 
quelconque.  Ainsi,  par  exemple,  lorsqu'un  liquide 
pesant  oscille  dans  nn  vase  ouvert  à  sa  partie  supé- 
rieure, l'étendue  de  sa  surface  libre  et  celle  de  sa 
surface  de  contact  avec  les  parois  du  vase  varient 
pendant  le  mouvement,  de  sorte  que  le  nombre  des 
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points  matériels  du  liquide,  qui  sont  situés  à  l'une  ou 
1  autre  de  ces  deux  surfaces ,  n  est  pas  constamment 
le  même  ;  mais  les  équations  (9)  et  (10)  peuvent 
avoir  lieu  néanmoins,  .si  l'on  considère  qu'elles  ne 
répondent  pas  seulement  à  des  points  isolés,  mais 
qu'elles  se  rapportent  à  de  petites  portions  du  li- 
quide ,  de  grandeur  insensible  et  de  forme  variable. 

Ces  équations  particulières  que  Lagrange  a  intro- 
duites dans  la  théorie  des  fluides,  concourront, 
dans  chaque  cas,  avec  l'état  initial  du'  système,  à 
déterminer  les  fonctions  arbitraires  qui  seront  conte- 
nues dans  les  équations  du  mouvement. 

653.  Dans  un  cas  très  étendu,  on  peut  réduire  les 
trois  équations  (3)  à  une  équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre,  et  faire  dépendre  d'une 
seule  quantité,  les  trois  inconnues  u,  v,  w.  Ce  cas  a 
lieu ,  lorsque  la  formule  udx  +  ^djr  H-  wdz  est  une 
différentielle  exacte  d'une  fonction  de  x ,  ^ ,  z ,  re- 
gardées comme  des  variables  indépendantes,  et  que 
le  fluide  dont  on  s'occupe  est  homogène  et  partout  à 
la  même  température,  dans  son  état  d'équilibre. 

Soit  alors 

udx  +  sfdjr  +  wdz  =  dç; 

<p  désignant  une  fonction  inconnue  des  quatre  va- 
riables t,  X,  jr,  z,  mais  la  différentielle  d^  étant 
prise  seulement  par  rapporta  x,jr,  z,  de  sorte  qu'on 
ait 

D  après  la  nature  des  foixcs  X,  Y,  Z,  qui  provien- 


} 
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sent  tonjoars  d'attractions  ou  de  répulsions , 
centres  sont  des  points  fixes  ou  mobiles,  on  les  potnis 
mêmes  du  flaide,  on  a  aussi 

Xdx  ■+-  \{fy  -f  Zdz  =  dW 

et,  parconse'qucnl, 

X—   —      V=—      Z=— • 
dx*  dj-'  <fs* 

V  étant  une  fonction  de  t,  x^y^z,  qui  n'est  dlffé- 
renliée  que  par  rapport  k  x,  y  ,  z.  Dans  le  cas  d'un 
fluide  élastique  dont  la  densité  est  constante  à  l'état 

de  repos,  l'intégrale  /  -^  s'exprimera  par  un  loga- 
rithme ,  si  l'on  suppose  que  la  loi  de  Mariotte  ait  en- 
core lieu  à  l'état  de  mouvement;  si  l'on  tient  compte 
des  variations  de  tempéralure  qui  accompagnent 
celles  de  la  densité  pendant  le  mouvement ,  celle 
intégrale  sera  une  autre  fonction  de  />  ;  et  dans  le  cas 

d'un  liquide  homogène,  elle  se  réduira  i  -p^  ah»-' 

traction  faite  de  la  constante  arbitraire.  Pour  com- 
prendre tous  ctis  cas  en  un  seul,  je  ferai 

il  en  résultera 

\^ ^       '^-^^       '4' ^ . 

f  dx'~  dx*        f  dj        ày*       f'Sz~~  dt* 
et  au  moyen  de  ces  valeurs  et  des  précédentes ,  les 
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équations  (3)  deviendront 

df  ^^dV  <^^  d^     d*p  d^  d^p  dp    d^p-  , 

dx         dx        dxdt        dx    5?  tfy-  dxdjr  ""  S  dxdz  ' 

dp  ^^dV         d*p  dp     d^p  dp   d'P         dp    d^p 

^  ■"  ^         djrdt        d^    dj'dx        ^  4r'  S  djrdz  * 

d?        dV         d*p  dp     d^p  dp    d^p  dp    d^p 

dz  dz         dzdl        dx    dzdx^        €^  dxdjr         dz     d^  * 

Je  les  ajôtité  après  les  avoir  multipliées  par  dx^  dy  ^ 
dz\  il  vient 

et  tous  les  termes  de  cette  équation  ébnt  des  diffé-< 
réntielles  exacte^  à  trois  variables  or,  /*,  z,  on  en« 
déduit  immédiatement 

v-p»^+iC(S'+(^)*+œ-]-(*) 

La  constante  arbitraire  qu'on  devrait  ajouter  dans 
cette  intégration ,  peut  être  censée  contenue  dans  la 
quantité  inconnue  (p  ^  et  Ton  peut  regarder  les  inté- 
grales y  et  P  comme  des  quantité  entièrement  dé- 
terminées. 

Cette  équation ,  qui  remplacera  les  trois  équations 
(3)  y  fera  connaître  la  valeur  dé  /? ,  quand  celle  de  ^ 
sera  déterâiinée  ;  les  équations  (a)  détermineront, 
aussi  les  trois  inconnues  u,  v^  w,  et  .quant  k  la  va» 
leur  de  ^,  elle  se  déduira  de  Téquatian  (4)^  qui  de^ 
vient 


Daas  le  cas  d'un  fluide  incompressible ,  cette  équation 
se  réduira  à 

d'y    ,_ 

dj-' 

dans  le  cas  d'un  fluide  aériforine,  on  y  mettra  poorp 
sa  valeur  en  fonction  de  p,  et  pour  p  sa  valeur  ti- 
rée de  l'équation  (b). 

654-  Pour  que  la  formule  udx  +  vdj^  -f-  ntlz  soit 
une  diOërentielle  exacte  pendant  toute  U  dnree  du 
mouvenïent ,  il  faut  qu'elle  le  soit  à  l'origioe ,  et  que 
les  valeurs  initiales  de  «,  v,  U',  qui  sont  données 
arbitrairement  en  fonclioas  de  X,  y,  z,  satUTassent 
aux  conditions  d'intégrabilitc.  Réciproquement,  on 
admet  qu'il  suffit  que  cette  formule  soit  une  diffé- 
renlielle  exacte  relativement  à  une  valeur  déterniiuée 
de  t ,  pour  qu'elle  le  soit  aussi  pour  toutes  les  valeurs 
de  cette  quantité;  mais  cette  proposition  n'a  pas  tonte 
la  généralité'  qu'on  lui  suppose.  Voici  com'meDt  on 
la  démontre. 

Soit  t,  une  valeur  particulière  de  t;  supposons 
que  pour  celte  valeur  on  ait 

udx  -f-  vdx  +  wdz  ^  df/, 

Pi  étant  une  fonction  de  x,  ^',  z.  Si  l'oa  déûgne 
par  f  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit,  et  que 
le  temps  t  devieone  t^-^i,  les  quantités  u,  p,  fv, 
vaiierODl  aussi  ;  et  en  supposant  que  leurs  expits- 
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sions  en  fonctions  de  t  soient  développables  suivant 
les  puissances  de  e ,  on  aura 

et ,  par  conséquent , 

udx  +  i^djr+wdz  =  ^^+  i(Ujda:+  v/ij  +  w/i£) , 

en  désignant  par  u^j  s^^  ,w^ ,  des  foncticuy  dex^j',  z. 
Pour   avoir  les    valeurs   des   différences   partielles 

^,  ^,  -^,  qui  entrent  dans  les  équations  (5),  il 

faudra  différentier  ces  valeurs  de  u^  i^,  w,  par  rap- 
port à  €  ;  ce  qui  donne 

du  dv  dw 

En  les  substituant  avec  celles  deu^  i^,  tv  ^^  et  de  leurs 
différences  partielles  relatives  à  oo,  jr,  z,  dans  ces 
équations^  et  supprimant  ensuite  les  termes  multi- 
pliés par  € ,  il  vient 

I  dp ^ ^  d^,   d^  dj^d^  d^^  d*p^ 

P   dx  ""*  '         dx    dx*  dy  dxdjr         dz    dxdz  ' 

I  dp_^Y ^  ^'  Élh ^  f^/ ^/  £1l 

^   dj  '         dx  djrdx        djr    dj^  dz  djdz  ' 

»  4^  _  7        w—^  ^!îi  ^  îî^  _  ^/  ^/ . 

^  5z  —  '       ^  dzdx         dj^  dzdy         dz    dz*^  ' 

d'où  Von  tire,  d'après  les  notations  précédentes, 

=.v-</p-i</.[(0+(|i)+(©-], 

2.  44 
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et  d'où  il  résultç  que  la  quantité  («,cttr-hf/i;'+iV//8)i, 
dont  s'accroît  la  formule  iidsc  •\-  vdjr  +  wdz  pendant 
le  temps  i,  sera  une  différentielle  exacte.  Par  consé- 
quent, cetle  formule  sera  une  différenlielle  exacte  ao 
bout  du  temps  i^  -h  é,  puisqu'on  suppose  qu'elle 
l'est  au  bout  du  temps  2,;  elle  le  sera  au  bout  da 
temps  £,-f-3«>  puisqu'elle  l'est  au  bout  du  lempt 
(^  -^  j  ;  et  ainsi  de  suite.  Et  comme  ou  peut  prendre  i 
positif  ou  ii^atif ,  on  en  conclut  que  cette  formule 
wir-t-  vdj-^-ivdz  est  une  différentielle  exacte  pour 
toutes  les  valeurs  i\e  t,  si  l'on  s'est  assuré  qu'elle 
le  soit  pour  telle  valeur  qu'on  voudra  de  cette  va- 
riable. 

Mais  cette  démonstration  suppose  que  les  valeurs 
de  u,  V,  w,  qui  répondent  à  /  +  «,  peuvent  se 
développer  .suivant  les  puissances  de  t,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  elle  suppose  que  les  expressioni 
de  u,  I*,  IV,  en  fonctions  de  t,  satisfont  aux  équa« 
tions  du  problème  et  à  toutes  celles  qui  s'ea  dé- 
duisent par  des  différentiations  relatives  à  /.  Or, 
cela  n'a  pas  toujours  lien  à  l'égard  des  expressions 
de  u,  c,  u',  en  séries  d'exponentielles  et  de  sinus 
ou  cosinus,  dont  les  exposans  et  les  arcs  sont  pro- 
portionnels à  ^  j  et  la  démonstration  étant  en  dé&ut,  U 
proposition  peut  aussi  être,  et  elle  est  effectiTe- 
ment  en  défaut,  dans  certains  cas  dont  j'ai  reacon- 
tré  des  exemples.  Dans  chaque  problème,  les  ex- 
pressions de  »,  V,  w,  dont  11  s'agît,  satisfont  aux 
équations  relatives  à  la  niasse  et  à  la  surface  da 
fluide  en  mouvement  ;  en  y  déterminant  conve- 
nablement les  eoefficiens  des  exponenltelleti  et  des 
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sinus  ou  cosinus ,  elles  représentent  Tëtat.  initial  et 
donne  de  tous  les  points  du  fluide  ;  et  si  les  séries 
qui  en  résultent  sont  d'ailleurs  convergentes^  cela 
suffit  pour  qu'elles  renferment  la  solution  de  la 
qulsfkm ,  quoiqu'un  de  leurs  tuimctèred  particuliers 
soit  de  ne  pas  toujours. satisfidre  aux  équations  qui 
se  déduisent  de  celles  du  mouYement  ^  par  de  nou- 
velles différentimtioQS, 

655.  La  conditibn  d'intëgrabilité  de  la  formule 
udx  «f-  vdjr  +  ^^^  ^^  P^  lî^u  daM  le  mouvement 
d'un  fluide  qui  tourne  ^  sans  changer  de  forme,  au* 
tour  d'un  axe  fl^xe.  En  effet ,  les  composantes  de  la 
vitesse  d'un  point  quelconque  sont  alors  les  mêmes 
que  dans  le  cas  d'un  corps  solide  ;  en  prenant  donc 
l'axe  fixe  pour  celui  des.  z  y  et  désignant  par  cù  la 
vitesse  angulaire  de  rotation,  on  aura  (n*  387) 

d'où  il  résulte 

udx '^  vdy '\^  wdv  ==  tD  {xdjr  ^-^  jrda:)  i 

quantité  qui  n'est  point  une  différentielle  exacte, 
puisque  le  facteur  ca  est  indépendant  des  coordonnées 

X  eXjr. 

Il  en  résulte  que  pour  déterminer  la  pression  p 
en  un  point  quelconque,  il  faudra  recourir,  dans 
cet  exemple ,  aux  équations  (5).  Or,  en  y  mettant 
les  valeurs  de  m,  p,  w,  et  considérant  (d  comme 
une  quantité  constante  par  rapport  à  t^  aussi  bien 
que  par  rapport  à  x ,  /*,  z ,  il  vient 

44.. 
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CHAPITRE  IL 

DE  LA  PROPAGATION  DU  SON. 

656.  Il  n'entre  pas  dans  le  plan  de  cet  ouvrage^  de 
faire  connaître  les  résultats  nombreux  qui  ont  été  dé- 
duits des  équations  générales  du  mouvement  des  flui- 
des qu'on  vient  de  donner;  je  me  contenterai  d'indi- 
quer les  ouvrages  dans  lesquels  on  peut  les  trouver. 
Dans  lechapitre  suivant,  je  déterminerai  le  mouvement 
d'un  fluide  qui  js'écoule  dans  un  vase^  d'après  une 
hypothèse  particulière  et  approximative,  générale- 
ment suffisante  pour  la  pratique  ;  et ,  dans  cçlui-ci , 
je  prendrai  pour  exemples  de  l'application  des  équa- 
tions générales ,  les  cas  les  plus  simples  de  la  théorie 
du  son. 

1**.  On  trouvera,  dans  les  tomes  II  et  V  de  la 
Mécanique  céleste  j  tout  ce  qui  est  connu  jusqu'à 
présent  sur* les  oscillations  de  la  mer  et  de  l'atmos- 
phère, produites  par  les  attractions  de  la  lune  et  do 
soleil. 

2°.  Le  tome  II  de  la  Mécanique  analytique  ren- 
ferme la  détermination,  par  le  moyen  de  séries  con- 
vergentes ,  du  mouvement  d'un  liquide  pesant ,  soit 
dans  un  canal  très  étroit,  soit  dans  un  vase  très  pro- 
fond. 

5*".  Relativement  aux  oscillations  de  ce  liquide 
dans    un   vase   d'une  profondeur  quelconque,    je 


de  M.  Naïier,  qui'  faii'p. 
Académie. 

6*.  Enfin  ,  pour  tout  ce 
son,  et,  généralement,  la 
ment  dans  un  milieu  élasti 
lieux  superposés,  j'indiqm 
écrits  sur  ce  sujet,  et  qui  f< 
Jourml  de  VËcole  Polytt 
et  X  de  l'Académie  des  Sri 

6Sp.  Pour  donner  une 
générales,  considérons  un  (1 
dont  la  température  et  la  i 
mêmes  dans  son  étal  dëquil 
tant  soit  peu  de  cet  état,  de 
mouvement  qui  en  résulter 
férens  points  soient  très  pel 
ou  dilatations  dont  elles  sei 
aussi  de  très  petites  fraction 
conséquence,  les  carrés  et  1 
lités  ,■  ce  qui  réduira  les  éqi 
la  forme  linéaire,  et  permet 
grales  sons  forme  finie.  Noi 
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dans  l'état  d'équilibre ,  soit  constante  f  comtxie  boos 
le  supposons. 

Soit  D  cette  densité  ;  p  étant  celle  qui  a  lieu  dans 
rétat  de  mouvement,  au  bout  du  temps  t  et  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x  yj^^z^  ou  aura 

p  =  D<i  +  s), 

en  désignant  par^r  utie  fractioa  positive  ou  négative  ^ 
qu'on  suppose  très  petite.  Soient  aussi  h  et  gmA  la 
hauteur  et  la  pression  barométriques  qui  répondent  à 
la  densité  I)  ;  g  représentant  la  gravité ,  et  m  la  den- 
sité du  mesure.  Dans  Tétat  de  mouvement,  la  preS'- 
sion  Pj  qui  répond  à  la  densité  p,  serait ginA(i+<f)f 
d'après  la  loi  de  Mariotte,  si  la  température  du  fluide 
était  invariable;  mais,  à  raison  de  la  condensation 
positive  ou  négative  s ,  la  température  augmente  ou 
diminue;  et  si  le  mouvement  est  assez  rapide  pour 
que  le  fluide  n'ait  pas  le  temps  de  revenir  à  sa 
température  primitive,  la  pression  variera  dans  ua 
plus  grand  rapport  que  la  dens^é.  Nous  suppose- 
rons donc  qu'on  ait  „  en  général , 

p  =  gmA  (i  +  j  +  er)  ; 

0-  désignant  une  quantité  de  même  signe  que  ^,  et 
qui  en  ésf  une  certaine  foùction.  A  cause*  de  la  peti- 
te^e  de  .£ ,  on  |>eut  supposer  cette  quantité  (t  propor^ 
tionnelle  à  ^,  et  faire 

» 
C  étant  un  coefficient  positif  et  indépendant  de  s.. 

Au  inoyen  de  ces  valeurs,  on  aura 

dp  z=:  gmh{i  •+•  €)ds} 


"1 
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€t  il  eu  résultera 


ff  =  a-\os  {,+.), 


en  supposant  que  l'intégrale  s'évanouisse  avec  s,  et 
faisant,  pour  abréger, 

D  —  "  ■ 

Si  l'on  néglige  le  carré  de  s  et  qu'on  prenne  celte 
intégrale  pour  la  valeur  de  la  quantité  P  comprise 
dans  réquation  (h)  du  n'  655 ,  on  aura 

ï*  =  a's; 

'  ■,■  ■  t  '    j        •.  dm    d9    dp 

en  négligeant  aussi  les  carres  des  vitesses  ^ ,  -7-,  -y- , 

et  supprimant  le  terme  V  qui  provient  des  forces  X, 
Y,  Z,  cette  équation  (b)  deviendra 

et  en  la  joignant  aux  équations  (à),  savoir, 

df  dp  dp  .  . 

dx'  dy'  dt'  ^  ' 

'  ces  quatre  équations  feront  connaître  la  condensa- 
tion, la  grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  da 
fluide,  au  bout  du  temps  t  et  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x,j-,  z,  lorsque  la  fonction  9  aura 
été  déterminée  en  fonction  de  x,  y ,  z,  t. 

Si  les  déplacemens  des  points  du  fluide  sont  aussi 
supposés  très  petits,  c'est-à-dire,  si  les  points  du 
fluide  ne  font  que  de  très  petites  oscillations,  et  n'ont 
pas  un  mouvement  commun  de  translation  ou  de 
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rotation,  les  variables  x,  jr^  z,  différeront  très  peu 
des  coordonnées  initiales  x' ,  y,  z'  ,d\x  point  auquel 
elles  répondent  ;  on  pourra  les  regarder  comme  éga- 
les à^'fy,  ^,  en  intégrant  les  valeurs  de  udt , 
s^dt  f  wdt%  pour  en  déduire,  à  un  instant  quelconque , 
les  déplacemens  de  ce  point  suivant  les  trois  axes 
des  coordonnées;  et  alors,  on  aura 

x  —  a:'=:fudt,    y — y zrzfsfdt,     z-^z'zszfwdt; 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  qu'elles  s'éva- 
nouissent quand  ^=  o. 

Quant  à  la  quantité  ^ ,  pour  obtenir  l'équation  dont 
elle  dépend ,  je  mets  D(i  +  -f)  à  la  place  de  f  dans 
l'équation  (c)  du  numéro  cité;  et  en  négligeant  les 

produits  de  ^  et  de  -£■,  j^,  "X»  ^^  Nieni 

ds  ^,     d'p         d*p        d^(f>  

de'^  dx^^dj--'^  3?  '~  ^' 

ou  bien,  en  substituant  pour  s  sa  valeur  précé- 
dente , 

^  =  a»  r^  4-  -^  4.  ^"i     *  m 

dt'  —  ^  \dx-  ^  <r»  ^  dz^r        ^^ 

Ces  équations  (i)^  (2)^  (3) ,  sont  celles  de  la  théorie 
du  son  dans  un  air  dont  la  température  et  la  densité 
sont  constantes.  Elles  supposent  que  la  formule 
udx  4-  ^djr  -h  wdz  soit  une  différentielle  exacte  ;  ce 
qui  a  lieu,  effectivement ,  dans  les  deux  cas  particu- 
liers auxquels  nous  allons  les  appliquer. 

658.  Supposons,  d'abord,  que  l'air  soit  contenu 
dans  un  tuyau  cylindrique ,  et  que  ses  points  s€^ 


> 


Oo  en  déduira  tes  tnén 
réqualioQ  (i)  du  n"  4^4 
longitudinales  d'une  verge  e 
se  proloQgera  indeKnimeat 
propagation  du  son  suivan 
sera  terminé ,  et  d'une  lonj 
vibrations  du  fluide,  dans  1 
pondant  au  son  le  plus  gravi 
de  l;  quand  le  ton  s'élèvera 
le  même  ra^porl  que  celui  ( 
et  en  désignant  par  X  la  dista 
nœuds  consécutil^ ,  et  par  n  ' 
des  vibrations,  ou  aura 


Ences  points,  la  vitesse  des 
et  la  condensation  s  ne  l'est  | 
d'autres  points  où  cette  cond 
le  fluide  est  en  mouvement 
rent  ces  autres  points  sont 
premiers,  comme  on  peut  k 

B"   4q5.    Ils   ino;cc^n*    ^'..», 
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eux.  Si  l'on  fait  une  puverture  à  la  paroi  du  tuyau  - 
en  Tun  de  ces  points  où  la  condensation  est  nulle , 
et  qu'on  établisse  la  communication  avec  Tair  exté- 
rieur ,  le  mouvement  du  fluide  intérieur  n'est  aucu- 
nement changé^  non  plus  que  le  ton  qu'il  fai|  en- 
tendre. En  prenant  pour  A  la  distance  de  deux  de 
ces  points  consécutifs^  et  pour  71  le  nombre  correspon- 
dant au  ton  observé ,  l'équatioti  précédente  fera  con- 
naître la  valeur  de  a,  et  par  suite  celle  de  la  quan- 
tité 6f  contenue  dans  l'expression  de  cette  vitesse. 
L'usage  >  pour  eet  ob^etf  du  ton  élevé  qui  répond  i 
une  partie  aliquote  de  If  est  préférable  à  cdui  du 
ton  fondamental ,  qui  peut  être  influencé  par  le  mode 
d'insufflation  du  tuyav  et  par  les  circonstances  rela- 
tives à  l'embouchure.  C'est  de  cette  manière  que 
M.  Dulong  a  déterminé,  pour  l'air  et  difierens  gaz, 
les  valeurs  de  la  quantité  y  du  H*  637;  laquelle 
quantité  est  égale  a  i  ^6,  comme  on  le  verra  tout 
à  l'heure. 

659.  Pour  second  exemple ,  je  supposerai  que  la 
masse  d  air  s'étende  indéfiniment  en  tous  sens ,  et 
qu'elle  soit  ébranlée  semblablement ,  suivant  toutes 
les  directions,  autour  d'un  point  fixe  que  je  prendrai 
pour  origine  des  coordonnées.  Si  l'on  appelle  r,  au 
boqt  du  temps  t,  le  rayon  vecteur  du  point  qui  ré- 
pond a  X,  jr,  z,et  Çsa  vitesse,  elle  sera  dirigée 
suivant  ce  rayon,  et  sa  grandeur  sera  une  fonction 
de  r  et  t,  ainsi  que  la  condensation  s;  car  il  est  évi^ 
dent  que  tont  doit  être  symétrique  autour  de  Tori- 
gine  des  coordonnées,  pendant  toute  la  durée  du 
mouvemeot.  On  aura 


r 
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«  =  &;,     .={^,-,v  =  £; 

et  à  cause  de 

X* -j- X* -j- z' :=  r' ,     xdx  +  Xflx  -\~zds  =  rdr  ; 

il  en  résollera 

udx  +  vtfy-  +  wdz  ^  C'^r; 

en  sorte  qne  cette  formule  sera  la  différeotielle  exacte 
d'uoe  foQCtion  de  r  et  t.  Cette  fonction  étant  la 
quantité  (p,  déterminée  par  l'cquation  (5),  on  aura 


pour  la  résultante  des  vitesses  u,  v,  w. 

Eu  la  diffërentiant  par  rapport  à  x,  j,  z,  on.  aura 

aussi 


d^ dp  X 


dp dp  y       dfi  df)   t  ^ 

dj         dr    r*     di  """  dr  r' 


en  difTérentiant  une  seconde  fois,  il  vient 


-^. 

r» 

+ 

dr' 

d; 
-SF- 

+ 

d, 
dr 

r' 

d; 

_  d; 

*' 

_!. 

d. 

^■+; 

et,  d'après  ces  valeurs,  l'équation  (3)devîeQt 
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ou,  ce  qui  est  la  même  ;  chose , 

Son  intégrale  complète  est  (n*  4^4) 

rxp  =  f(r  +  at)  +  F(r  —  at); 

y  et  F  désignant  les  deux  fonctions  arbflbires.  Si 
donc  on  fait 

pour  une  rariable  quelconque  z ,  on  déduira  de  cette 
intégrale 

Ç  =  i[/'(r+«0H-F'(r-a<)3 

-^[/(r+at)  +  ¥(r~at)-\,  ),  (5) 

et  ces  formules  feront  connaître  la  vitesse  et  la  con- 
densation en  un  point  et  à  un  instant  quelconques  ^ 
après  qu'on  aura  déterminé  les  fonctionsy  et  ^  pour 
toutes  les  valeurs  de  r^^at,  qui  est  une  variable 
positive,  et  les  fonctions  F  et  F'  pour  toutes  les  va- 
leurs positives  ou  négatives  de  r  —  at. 

660.  Tout  étant  semblable,  par  hypothèse ,  antour 
de  l'origine  des  coordonnées,  il  faut  que  le  centre  de 
l'ébranlement  du  fluide  demeure  immobile  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement  ;  il  est  donc  nécessaire 
que  la  première  formule  (5)  s'évanouisse  avec  r;  ce 
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d'où  l'on  tire 

en  représentant  par  b^tc  deux  constantes  arbitraires, 
et  faisant 

on  pourra  supposer  que  ces  deux  intégrales  s'éva-*- 
nouissent  pour  telle  valeur  qu'on  voudra  de  r;  nous 
prendrons  tout  à  l'heure  r  =  oo  pour  cette  valeur. 

Si  Ton  a  seulement  égard  aux  constantes  b  et  c^ 
les  équations  précédentes  donneront 

Fr  =B  \hr  -H  le,     F'r  s»  \c\ 

OQ  en  QOndat 

/(r  +  a/)  =  \h{r  +  «<)  —  \c , 
f{r  +  at)  ^  iè; 

pour  r^a<,  on  aura  aussi 

F(r  — «O*^  **(»•  —  «<)+ î^» 

pour  r  <  a<,  on  aura 

fiât  —  r)  s=  i6(a<  —  r)  —  ^c. 


(«) 


^nt  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 

et  en  vertu  des  équations  (6)  il  en  résoltera 
¥  (r  —  at)  =  {b(r  —  at)  -^-  { 
F'(r  —  at)  =  ^b, 
comme  dans  le  cas  de  r  >■  at.  Or,  en  substituant  ces 
différentes  valeurs  dans  les  formules  (5),  on  trouyera 
qu'elles  se  réduisent  à  zéro  ;  de  sorte  que  les  deux 
constantes  arbitraires  A  et  c  disparaissent  de^exprcs- 
sioas  de  Ç"  et  s. 

En  en  faisant  donc  abstraction ,  et  mettant  :  au 
lieu  de  r  dans  les  équations  (7)  et  dans  leurs  diffé- 
rentielles, il  vient 

fz  =  iz4,2— i'i',3,  1 

fz  =  i'i^z.-i-iz(4z—-i'z),- 
Fz  =  ïS^I'.s+ï'^'■^, 
F's  =  H.^  +  tzC-I'S  +  ^s),    1 
pour  les  valeurs  qui  restaient  à  trouver. 

Les  formules  (5)  ne  contiendront  plus  rien  d'in- 
connu ,  et  renfermeront ,  par  conséquent ,  la  solu- 
tion complète  du  problème.  On  peut  remarquer  que 
rien ,  dans  la  question  ;  ne  pourrait  servir  à  déter- 
miner les  valeurs  de  /(—■  z) ,  dont  les  formules  (5) 
n'exigent  pas  la  connaissance. 

661.  Voici  maintenant  les  conse'quences  relatives 
à  la  tbéorie  da  son ,  qui  se  déduisent  de  ces  for- 
mules. 

Soit  e  le  rayon  de  l'ébranlement  primitif,  en  sorte 
que  4^*  ^^  "^^  aient  des  valeurs  données  arbitraire- 
ment depuis  r  =  o  jusqu'à  r  ^  e,  et  soient  zéro 
depuis  r=  e  jusqu'à  r=  oo  .  Les  intégrales  •^,r  et 
"Ir.r  seront  des  quantités  constantes  pour  toutes  tes 
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valeurs  de  z  qui  surpassent  é;  et  comme  on  les 
suppose  nulles  pour  r  =  oo,  elles  le  seront  aussi 
depuis  r  =  6  jusqu'à  r=  00  . 

Cela  posé,  si  l'on  considère  d'abord  un  point  du 
fluide  compris  dans  l'étendue  de  l'ébranlement  pri- 
mitif, on  aura  r<^e.  Tant  que  t  sera  moindre  que 

,  les  valeurs  de  /{r  +  at)  et  f^r  -f-  at)  ne  seront 

pas  nulles,  et  on  les  déduira  des  équations  (8);  il  en  sera 
de  même  à  legarddls  valeurs  de  F(r — at)  et  F'(r — at), 

tant  qu'on  aura  t<C-;  quand  t  surpassera  -,  celles- 
ci  se  déduiront  de  celles  de  /(at  —  r)  et  f^at  —  r) , 
au  moyen  des  équations  (6)  j  enfin ,  quand  le  temps  / 

sera  devenu  plus  grand  (pie  * ,  tous  les  termes 

des  formules  (5)  seront  nuls,  et  tous  les  points 
contenus  dans  Tétendue  de  l'ébranlement  primitif 
seront  revenus  a  l'état  de  repos.  Ainsi ,  pour  tous 
les  points  compris  dans  la  sphère  dont  le  rayon 
est  €,  la  durée  du  mouvement  décroîtra,  du  centre 

h  la  surface,  entre  les  limites  -  et  —  • 

'  a        a 

En  dehors  de  l'ébranlement  primitif,  on   aura 

r+af^  i;  ce  qui  fera  disparaître  /(r+at)  et 

f\r  +  at)  des  formules  (5),  et  les  réduira  à 

quand  on  a  r"^  at ,  ou  bien ,  en  vertu  des  équa- 

5!.  45 
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'(0). 


loi'squ'on  a  rt(  >  r.  Les  valeurs  des  qudtitités  com- 
prises dans  ces  expressions  de  Ç"  et  s  seront  données 
par  les  formules  (8);  elles  seront  nulles  tant  qa'on 
ïen(kx>nt  dès  qu'on  aura 
it  que  le  son  se  propa- 
ème  vitesse  a  que  dans 
Jrique;  que  le  raouve- 
lir  subsistera  pendaul  un 
' ,  et  que  la  largeur  de 

l'onde  sonore  sera  égale  an    Liamètre  se  de  l'ébranle- 
ment primitif. 

A  une  grande  dislance  du  centre  de  cet  ébranle- 
ment ,  on  pourra  négliger  les  seconds  termes  des  va- 
leurs de  Ç*,  qui  sont  divisés  par  r*,  par  rapport  xa\ 
premiers  qui  ne  le  sont  que  par  r;  ou  aura  alors, 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement , 


aura  r  >■  i 
r<iat—  il 

géra  à  1' 

rinlérieur  d'un  tuv^ 
ment  de  chaque  i 
intervalle  de  temps 


comme  dans  le  n'  497>  où  s  représentait  la  dilatation 
au  lieu  de  la  condensation.  La  vitesse  propre  des 
molécules  d'air  décroîtra  alors  en  raison  inverse  i^e  r. 
On  suppose  l'inteusité  du  son  proportionnelle  au  cané 
de  cette  vitesse;  en  sorte  qu'à  une  grande  distance  do 
lieu  de  l'ébranlement  primitif,  elle  décroîtra  en  rai' 
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son  inverse  du  carré  de  cette  distance;  ce  qui  parait 
conforme  à  l'expérience. 

Ces  résultats  ont  encore  lieu ,  lorsque  l'ébranle- 
ment n'est  pas  le  même  en  tous  sens.  A  une  distance 
considérable  par  rapport  à  son  diamètre ,  la  vitesse  du 
son  est  uniforme  et  égale  à  la  constante  a ,  les  ondes 
ont  une  forme  à  peu  près  sphcrique,  et,  suivant  la 
direction  de  chaque  rayon,  l'intensité  du  son  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance ,  quelle  que 
soit,  d'ailleurs,  S2^ variation  en  passant  d'un  rayon  à 
un  autre.  Cette  intensité  décroît  aussi  avec  la  deur 
site  du  milieu  où  le  son  est  produit;  en  sorte  que, 
par  exemple,  elle  diminue  à  mesure  qu'on  approche 
du  sommet  d'une  haute  montagne.  En  considérant  la 
propagation  du  son  dans  un  air  composé  de  couches 
de  différentes  densités,  on  trouve  qu'à  distance  égale, 
son  intensité  ne  dépend  que  de  la  densité  au  lieu  de 
l'ébranlement  primitif;  d'où  il  résulte  qu'une  per- 
sonne placée  dans  un  ballon,  doit  entendre  le  bruit 
qu'on  fait  à  la  surface  de  la  terre,  comme  si  elle  était 
à  cette  surface;  tandis  que  le  bruit  qu'elle  ferait  serait 
entendu,  à  celte  surface,  comme  si  l'on  était* dans  la 
couche  atmosphérique  où  se  trouve  l'aérostat.     ' 

Si  l'intensité  du  son  dépend  de  la  grandeur  des  vi- 
tesses des  molécules  d'air  qui  frappent  l'organe  de 
l'ouïe,  si  l'élévation  du  ton  est  réglée  sur  le  nombre 
de  ces  coups  dans  un  même  temps,  c est-à-dire,  sur 
la  répétition  plus  ou  moins  fréquente  des  vibrations 
de  l'air,  on  peut  se  demander  ce  qui  fait  la  différence 
d'une  syllabe  à  une  autre,  chantées  avec  une  même 
force  et  sur  un  même  ton.  Selon  Euler,  cette  diffé* 

45.. 
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rence  doit  être  attribuée  à  la  forme  de  la  fonction 
qui  exprime  la  loi  des  vitesses  successives  de  l'air 
pendant  chaque  vibration  ;  de  manière  que  l'or- 
gane de  la  voix  aurait  la  faculté  de  donner  à  cette 
fonction  la  forme  convenable,  et  l'organe  de  l'caîe, 
la  faculté  d'en  apprécier  les  formes  diverses. 

062.  Sans  que  la  forme  de  l'équation  (4)  soit  chan- 
gée, on  peut  transporter  l'origine  descoordouoées  en 
d'autres  points  du  fluide.  D'après  cela ,  si  Ton  désigne 
par  r  ,  7;  ,  r,,^ ,  etc. ,  les  rayons  veSleut's  d'un  même 
point,  comptés  de  ces  diverses  origines,  et  si  l'on  sup- 
pose sHCcessivemeot  que  (psoït  fonction  de  tel  de  cha- 
cun de  ces  rayons,  on  satisfera  a  l'équation  (4)  au 
moyen  de  la  valeur  de  (p  du  n°  GSg,  et  des  valeurs  qui 
s'en  déduisent,  en  y  niettaut  r, ,  r,^ ,  r„, ,  etc. ,  au  Heu 
de  r,  et  changeant  à  chaque  fois  les  fonctions  arbi- 
traires. A  cause  de  la  forme  linéaire  de  cette  équatioD , 
on  y  satisfera  donc  aussi  en  prenant  pour  9  la  somme 
de  toutes  ces  valeurs  particulières  ;  ce  qui  donne 

-^  etc. 

Or ,  on  conclura  de  cette  formule ,  que  si  l'air  est 
ébranlé  simultanément  autour  de  chacune  des  ori- 
gines de  r,  r, ,  r„,  etc.,  là  condensation  -^  en  od 
point  et  à  un  instant  quelconques,  quî  sera  toujonrs 
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donnée  par  Téquation  (  i  ),  aura  pour  valeur  la  somme 
des  condensations  qui  auraient  lieu  en  verlu  de  tous 
ces  ébranlemens  isolés.  De  plus ,  en  vertu  des  équa- 
tions (2),  les  composantes  de  la  vitesse  au  bout  du 
temps  t,  et  en  un  point  M,  dont  x ,  jr,  z,  sont  les 
coordonnées  par  rapport  à  Torigine  de  r,  auront  pour 
expressions 

^_^  d0 dp  dr    ^^  dp  dr^  ^^  dp  dr^  ^^ 

^*  dx*      dr  dx         dr^  dx'*     dr^  dx^^        *' 

~  4r~  drdj^^  dr,dr^  dr^  dj  ^^'^-  ' 

€*p  dp  àr         dp  dr^         dp  dr„ 

^  ^  di  —TrTz'^  dF^di^  dF^  dJ^'T^^^^'' 

les  différences  partielles  ^  >  5"  >  ^  >  ^*^*  f   étant 

prises  en  regardant  r,  r^,  r,^,  etc. ,  comme  des  va- 
riables indépendantes.  Mais ,  si  l'on  appelle  x^y  j^^ 
z^y  les  coordonnées  de  M  rapportées  à  Torigine  de  r^ 
et  à  des  axes  parallèles  à  ceux  des  x^j,  2,  ces  coor- 
données x^j  y^j  z^,  ne  différeront  de  x,jr,z,  que 
d'une  quantité  constante;  de  sorte  que  Ton  aura 

ilr       dr        X.         dr        dr        T  dr       dr        z 

dx'^dx^       r^  *        dy'^dj^  r^  '         dz"^ dz^  r^  ' 

on  aura  de  mêm6J|j| 


^fr  XA    dr^  Y        dr  z 

i£r  r^  '     dy  r^  '     cf  z  r^ 


en  désignant  par  j^^^  ,  7*^^ ,  z,^ ,  les  coordonnées  du 
même  point ,  dont  l'origine  est  celle  de  r^^  ;  et  ainsi 
de  suite.  Les  formules  précédentes  deviendront  donc 
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rédaite  à  ses  deux  premiers  termes,  savoir  : 

<p  =  i[/(r+«/)4-F(r-aO] 

i 

et  déterminant  convenablement  les  fondions  arbi- 
traires/, F,/,  F,. 

En  effet,  on  déterminera  les  deux  premières, 
comme  précédemment,  d'après  Fétat  initial  du  fluide 
autour  du  point  C;  les  points  qui  répondent  à  r^<l  A, 
n'appartenant  pas  au  fluide ,  on  pourra  donner  telle 
valeur  qu'on  voudra  à  chacune  des  fonctions /r^  et 
F/^  sans  altérer  cet  état  initial  ;  on  pourra  donc  pren- 
dre pour  les  fonctions  indiquées  par/,  et  F^  les  mêmes 
fonctions  qu'on  aura  trouvées  pour  celles  dont  les  in- 
dices sont  y  et  F  ;  la  formule  précédente  deviendra 
alors 

\  )    (»o) 

et  ne  renfermera  plus  rien  d'inconnu.  De  plus,  pour 
tous  les  points  du  plan  AB^  on  a  r,  =  r;  on  aura 

donc  w"  =  T"  f  ^^  comme  on  a  aussi  pour  ces  même» 

points  jc  =  A  et  .r^  =  —  A ,  il  en  résultera  w  =  o  ;  en 
sorte  que  la  formule  (lo)  représentera  l'état  initial  du 
fluide,  et  remplira  la  condition  relative  aux  points 
adjacens  au  plan  AB  ;  ce  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

Soit  M  le  point  du  fluide  dont  les  rayons  vecteui^ 
CM  et  C^M  sont  r  et  r,  ;  en  vertu  des  deux  parties  de 


I 
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la  formule  (  i  o) ,  ce  point  sera  d'abord  ébranlé  au  boot 

d'un  temps  égal  à  ' ,  et  ensuite  au  bout  d*nn 

temps  égal  à  -^ ,  en  désignant  toujours  par  c  le 

rayon  de  l'ébranlement  primitif.  Le  premier  moare- 
ment  produira  le  son  direct,  et  le  second  le  son  ré- 
fléchi. Celui-ci  sera  le  même  que  si  le  plan  AB 
u'existaït  pas,  et  qu'un  second  ébranlement  identique 
avec  celui  qui  a  lieu  autour  du  point  C,  ait  eu  lieu 
simultanément  autour  du  point  C^.  11  se  propagera 
avec  la  même  vitesse  a  que  le  son  direct,  et  aura 
l'inlensité  correspondante  à  la  distance  C^M,  ou  û 
la  ligne  brisée  CEM,  en  supposant  que  E  soit  1c  point 
oîi  le  rayon  C,M  coupe  le  plan  AB.  Enfin  EF  étant 
la  normale  à  ce  plan,  les  deux  parties  CE  et  ME  du 
rayon  sonore  qui  se  réfléchit  au  point  E,  feront  l'an- 
gle d'incidence  CEF  égal  à  l'angle  de  réflexion  MEF. 
Ainsi ,  il  résulte  de  la  formule  (  i  o)  que  les  lois  de  la 
reflexion  du  son  sur  un  plan  fixe  sont  exactement  les 
mêmes  que  celles  de  la  lumière. 

664-  Comparons  maintenant  la  vitesse  a ,  donnée 
par  la  théorie ,  à  celle  qui  a  été  déterminée  par  l'ex- 
périence'; etpourcela,  voyons  d'abord  ce  que  signifie 
la  quantité  €  contenue  dans  son  expression. 

D'après  les  valeurs  de  p,  p,  <7,  du  n*657,  on  a 


ou  plus  simplement 


i^a,  +  C.),  M 
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en  négligeant  le  cairp  de  s.  Supposons  que  n  soit 
1  augmentation  de  température  qui  répond  à  cette 
condensation  s  ;  de  sorte  que  la  température ,  qui 
était  S  dans  l'état  d'équilibre ,  devienne  8  «f-  d  au 
bout  du  temps  t ,  dans  Fétat  de  mouvement.  A  cet 
instant  y  la  pression  ^,  la  densité  p  et  la  tempéra- 
turc  8  +  ^^  auront  lieu  simultanément;  d'après 
réquation  (i)  du  n*  624»  on  aura  donc 

en  désignant  par  k  un  coefficient  indépendant  de  la 
densité  et  de  la  température ,  et  par  cl  le  coefficient 
OyOoSyS  de  la  dilatation  des  gaz.  Dans  l'état  d'équi- 
libre ,  on  a 

p  =  gmh,     p  =  D,     )f  =  o; 
appliquée  à  cet  état,  l'équation  précédente  sera  donc 

gmh  =  A;D(i  +  afl); 

par  conséquent  y  on  aura,  dans  l'état  de  mouve- 
menty 

et,  en  comparant  cette  valeur  de  p  à  la  formule  (a\ 
il  en  résultera 

C  _  î^_ 

~  (i+tffl)/ 

Or  y  si  l'on  suppose  les  vibrations  de  l'air  assez  ra- 
pides pour  que  la  condensation^  ait  lieu  sans  aucune 
perle  de  chaleur ,  on  pourra  mettre  ^  et  n  à  la  place 
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t^  et  0)  dans  l'équation  (5^  du  n"  636;  ce  qui 

.  +e  =  >; 

-    îlai         rapport  de  la  cbaleur  spéciCque  de  l'air 
pression  constante,  à  sa  chaleur  spéciliqiie 
otume  constant, 
ar  de  a*  du  u°  657  deviendra ,   de  cette 

manière , 


e  l'air  sous  la  pression 
on  aura  (a"  624) 


et  par  conséquent , 


<'  =  \/«=^  (■+««)•         (*) 

Puisque  la  quantité  y  est  regardée  comme  iodé- 
pendante  de  la  température  et  de  la  pression  (n"  637), 
on  voit ,  i".  que  la  vitesse  ajcroilra  avec  la  tempé- 
rature 6  dans  le  rapport  de  \/i  +  «6  à  l'unilé;  a", 
qu'elle  ne  variera  pas  avec  les  hauteurs  barométri- 
ques, puisque  A  et  A  croissent  en  même  temps  et 
dans  le  même  rapport.  Les  académiciens  français  en- 
voyés au  Pérou,  poui^  mesure  d'un  arc  du  méri- 
dien, ont,  en  effet,  trouve  à  peu  près  la  même  vitesse 
du  son  à  Quito,  où  la  pression  barométrique  n'était  pas 
tout-à-fait  de  o"',55,  qft'à  Paris,  où  elle  s'élève  à  o™,70. 
L'état  hygrométrique  de  l'air  doit  influer  un  peu  sur 
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la  valeur  de  a  :  la  densité  diminuant^  toutes  choses 
d'ailleurs  égales,  à  mesure  que  l'air  contient  une  plus 
grande  quantité  de  vapeur ,  la  vitesse  a  augmentera 
avec  le  degré  d'humidité;  mais  d'après  les  données 
du  n*63iy  à  la  température  de  i8%75,  parexemple, 
la  densité  de  l'air  sec  excède  à  peine  de  7^5  f  ^^^^  ^'^ 
l'air  chargé  du  maximum  de  vapeur;  ce  qui  ne  fait 
qu'une  variation  de  737  pour  la  vitesse  du  son  dans 
ces  deux  états  extrêmes  de  l'hygron^ètre. 

Dans  l'expérience  la  plus  récente  que  l'on  a  faite 
sur  la  vitesse  du  son ,  les  commissaires  du  Bureau 
des  Longitudes  ont  trouvé 

a  =  34o",89, 

en  prenant  la  seconde  pour  unité,  et  la  température 
de  l'air  étant  i5*,9  du  thermomètre  centigrade.  Or, 
si  l'on  fait  dans  la  formule  {b) 

g  =  9^80896,     h  =  o™,76,     ^  =  10,462, 
à  =  0,00375,    fl  =    i5*,9,     y  =  1,5748, 

on  en  déduit 

a  =  337",07; 

ce  qui  dîfiere  peu  du  résultat  de  l'observation.  En 
prenant  (n'637), 

et  conservant  toutes  les  autres  données ,  on  trouve 

a  =  542",69, 
dont  la  différence  avec  l'observation  est  en  sens  con- 


r 
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traire  de  la  précédente,  et  tonjours  très  pclîte.  Si 
l'on  se  sert  de  la  vitesse  observée,  pourdélerminer  la 
valeur  de  y  au  moyen  de  la  formale 


on  obtient,  d'après  les  données  précédentes, 
y  =    1,4061. 

665.  11  ne  fout  pas  perdre  de  vue,  en  comparaot 
cette  dernière  valeur  de  j-  à  celle  qui  la  précède , 
qu'elles  supposent  l'une  et  l'autre  la  dilatation  on  h 
condensation  de  l'air  assez  rapide  pour  que  la  quan- 
tité de  chaleur  du  fluide  n'ait  pas  le  temps  de  varier 
sensiblement.  Or,  dans  la  propagation  du  son  à  l'air 
libre,  d'où  l'on  a  déduit  la  valeur  y=  1,4061,  il  est 
possible  que  la  clialeur  s'échappe  ou  revieDac  plus 
facilement  sous  forme  rayonnante,  que  dans  le  son 
produit  par  l'air  renfermé  dans  un  tube  ,  dont  la  con- 
sidération a  donné  l'autre  valeur  y  =  t  ,4a  i ,  et  où  la 
quantité  de  chaleur  de  chaque  couche  d'air  ne  peut 
guère  varier  que  par  le  contact  avtw:  les  parois  dn 
tube.  Cette  remarque  pourrait  expliquer  la  différence 
des  deux  résultats,  et  porterait  à  peoser  que  la  plus 
grande  valeur  de  y  est  la  plus  exacte. 

En  n'ayant  point  égard  à  celte 'quantité,  la  vitesse 

dusoD,  réduite  à  l/^^  ,  est  celle  que  Newton  a 
donnée.  Elle  est  trop  petite  de  plus  d'un  sixième. 
Pour  qu'elle  s'accordât  avec  l'expérience,  Lagrange 
avait  remarqué  qu'il  faudrait  supposer  que  la  pressioa 
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variât  dans  un  plus  grand  rapport  que  la  densité,  et 
fût  proportionnelle  à  peu  prè&  à  la  puissance  f  ;  et , 
en  effet ,  en  négligeant  le  carré  de  ^ ,  la  valeur  de  p^ 
dont  nous  avons  fait  usage ,  est 

p  =  gmh(i  +  s)"^  , 

pour  la  densité  D(i  +  ^)*  Af^is  il  n'a  assigné  aucune 
cause  de  cette  variation  plus  rapide  de  la  force  élas- 
tique de  l'air;  et  c'est  Laplace  qui  l'a  attribuée,  le 
premier,  à  la  variation  de  température  dont  les  con- 
densations et  les  dilatations  alternatives  de  Tair  sont 
accompagnées  dans  le  phénomène  du  son. 

C'est  à  cette  même  cause  qu^est  due  la  propagation 
du  son  dans  la  vapeur  d'eau  au  maximum  de  densité. 
Si  l'on  fait  vibrer  un  corps  sonore  dans  un  vaisseau 
fermé,  qui  contienne  cette  vapeur  non  mélangée 
d'air,  l'expérience  prouve  que  le  son  se  produit  dans 
cette  vapeur  et  s'entend  au  dehors.  Or,  si  la  tempé- 
rature de  la  couche  de  vapeur  adjacente  à  ce  corps 
sonore  n'était  pas  augmentée,  quand  elle  est  con- 
densée par  les  vibrations  de  ce  cdTps,  elle  se  réduirait 
en  eau  et  se  précipiterait  sur  ce  corps ,  puisqu'on  la 
suppose  au  maximum  de  densité  relatif  à  la  tempéra- 
ture de  l'espace  où  elle  se  trouve  ;  mais  sa  tempéra- 
ture augmentant  par  la  compression ,  la  couche  ad- 
jacente au  corps  sonore  peut  se  maintenir  à  l'état 
de  vapeur:  elle  condense  ensuite  la  couche  suivante, 
celle-ci ,  la  couche  qui  vient  après,  et  ainsi  de  suite; 
de  sorte  que  le  son  se  propage,  comme  dans  un  g^z  ' 
permanent,  jusqu'à  la  paroi  intérieure  du  vase.  Les 
dilatations  des  couches  de  vapeur,  qui  suivent  leurs 
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poids  A  à  sa  partie  supérieure  ;  soient  l  sa  longueur 
naturelle  y  et  Z —  JV,  ce  qu'elle  devient  par  FeiTet  de 
cette  pi*ession;  de  sorte  que  «T  soit  une  fraction  très 
petite  y  qui  exprime  la  condensation  du  liquide; 
soient  aussi  p  son  poids ,  et  g  la  gravité  ;  si  l'on  fait , 
comme  dans  le  n^  494» 

>  =  î'  j  =  '^^ 

a  sera  la  vitesse  demandée ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  le 

»•  497- 

Appelons  b  la  section  horizontale  de  la  colonne 

d'eau  ;  supposons  que  la  charge  A  soit  égale  au  poids 

d'une  colonne  de  mercure  qui  aurait  b  pour  base,  et 

dont  la  hauteur  serait  représentée  par  h  ;  désignons 

aussi  par  m  la  densité  du  mercure,  et  par  p  ceUe  de 

l'eau  ;  nous  a^Rons 

A  =  gmhb,     p  =  gflh; 

et  il  en  résultera 

en  sorte  qu'il  suffira  pour  calculer  la  valeur  de  a ,  de 
connaître  la  fraction  «T  relative  à  une  hauteur  don- 
née h. 

A   la  température  de  10  degrés  centigrades,   le 
physicien  anglais  Canton  a  trouvé 

cT  =  0,000046, 

sous  une  charge  équivalente  à  la  pression  ordi- 
naire de  l'atmosphère.  Ce  résultat  a  été  confirmé, 
comme  on  la  dit  précédemment  (n®  SyS),   par  les 


^^^Tfli 
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expériences  récentes  qu'on  a  faites  sous  des  pressions 
plus  considérables,  et  qui  ont  donné  une  condensa- 
tion proportionnelle  à  la  pression  et  égale  à  la  valeur 
précédente  de  eT,  pour  chaque  pression  almospfaérî' 
que.  De  plus,  ces  expériences,  quelque  grande  qu'ait 
été  ta  pression,  n'ont  indiqué  aucune  augmentsiion 
sensible  de  température;  en  sorte  qu'il  n'y  a  pas  lieu 
de  croire  que  la  propagation,  du  son  dans  l'eau ,  soit 
accompagnée,  comme  dans  l'air,  d'une  variation  de 
température  qui  puisse  influer  sur  sa  vitesse.  Cela 
étant,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  J*  dans  la  for- 
mule précédente,  et  qu'on  y  fasse 

g  =  9",8o8g6,     h  =  or,-^G,     -  =  15,5975, 

on  eu  déduit 

a  =  1484";        * 

de  manière  que  la  vitesse  du  son  dans  l'eau  surpasse 
le  quadruple  de  sa  vitesse  dans  l'air. 
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CHAPITRE  m. 

W  MOUVEMENT  DES  FLUIDES  ,  DANg  UBfE  HYPOTOÈSK 

PARTIGULIÈBE. 

667.  La  supposition  que  nous  admettons  dans  ce 
chapitre  est  connue  sous  la  dénomination  d'hypo^ 
thèse  du  parallélisme  des  tranches.  Elle  consiste  à 
supposer  que  quand  un  fluide  pesaDnt,  de  Teau,  par 
exemple  y  s'écoule  dans  un  rase,  et  sort  par  un  oii^ 
fîce  horizontal  pratiqué  au  fond  du  yase^  les  tranches 
horizontales  et  infiniment  minces  se  remplacent  suc- 
cessivement y  en  demeurant  parallèles  a  elles-mêmes. 
Cela  revient  à  négliger  les  différences  des  vitesses  ver- 
ticales des  points  qui  appartiennent  à  une  même  traiv 
che  horizontale,  et  h  regarder  chaque  tranche  comme 
composée  des  mêmes  points  du  fluide  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement  On  néglige  aussi  les  vitesses 
horizontales ,  qu'on  suppose  très  petite»  par  rapport 
aux  vitesses  verticales ,  et  qui  influent  peu  sur  la  vi- 
tesse verticale  commune  à  tous  les  points  d'^ne  même 
tranche.   Ces  suppositions  sont  d'autant  plus  con^- 
formes  à  l'observation ,  que  les  dimensions  horizon** 
taies  du  vase  varient  moins,  et  que  leurs  différences, 
d'une  tranche  à  une  antre ,  sont  plus  petites,  eu  égard 
à  la  hauteur  du  liquide  au-dessus  de  l'orifice.  Quand 
ces  conditions  sont  remplies,  on  oUèrve,  en  efifet, 
2.  4^ 


rjxi  TIUITÉ  DE  MECAHIQUE. 

que  des  parcellesd'une  poussière  légère,  jetées  dans  le 
liquide  et  eotralaéesparsoD  mouTemeDt,  se  meuvent, 
a  peu  près  verticalement,  avec  uue  vitesse  à  peu  près 
égale  pour  toutes  les  parcelles  qui  se  trouvent  dans  uue 
même  tranche  horîzoutale.  Elles  conservent  ces  di- 
rections tant  qu'elles  ne  sont  pas  très  rapprochées  de 
l'orifice;  quand  elles  en  sont  à  de  petites  distances,  et 
que  l'étendue  de  l'orifice  dîflere  notablement  de  celle 
des  sections  inférieures  du  vase,  elles  prennent  des 
directions  obliques,  qui  montrent  qu'alors  le  paral- 
lélisme des  tranches  cesse  d'être  admissible;  car  il  y 
a  lieu  de  croire  que  ces  légères  particules  s'attachent 
au  liquide,  et  prennent  exactement  le  moavemeot 
des  points  auxquels  elloi  répondent. 

Dans  l'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches ,  telle 
que  nous  l'expliquons,  on  aura  doue  seulement  deux 
inconnues  à  déterminer,  en  fonctions  de  deux  varia- 
bles, savoir  :  la  vitesse  d'une  tranche  quelconque  et  la 
pression  qu'elle  épronve,  en  fonctions  de  la  dislaoce 
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dont  répaissedr  -est  dx.  Appelons  p  sa  Vitesse  au 
même  instant,  et  pla  pression  rapportée  à'  Tànité  de 
surface^  qui  a  lieu  sur  la  base  supérieure  MN ,  et  est 
transmise,  par  le  Auide,  sur  la  base  inférieure  M'N' 
et  sur  les  parois  MM^  et  NN'  du  vase.  Désignons  par^ 
Faire  de  la  section  MN  du  Vase  .^'  cfûi  sera  '  donnée  • 
dans  chaque  exemple,  en  fonction  ae  x.  Enfin; 
soient  g  la  gravité  et  p  la  densité  constante  du 
fluide  ;  la  question  consistera ,  comme  on  vient  de  le 
dire ,  à  déterminer  les  valeurs  Ae  v  et  p  en  fonctions 
de  t  e\  X. 

La  masse  de  la  tranche  que  nous  considérons  sera 

le  produit  pjdx  de  la  densité  p  et  de  son  volume  ^"dlr. 

^i  elle  était  libre,  sa  vitesse  augmenterait  de  gdt 

pendant  Tinstant  dt\  elle  augmente  réellement  de 

di>  ;  la  vitesse  perdue  est  donc  gdt  -^dsf^eX  Ton  a 

pour  la  force  perdue,  c'est-à-dire,  poui^  la  partie 
du  poids  gpjrdx  détruite  par  la  pression  des  autres 
tranches.  D'après  le  principe  de  D'Alembert,  il  y 
aura  donc  équilibre  dans  le  fluide,  si  Ton  suppose 
toutes  ses  tranches  sollicitées  par  de  semblables 
forces  ;  dans  cet  état,  la  pression  pjr  qui  a  lieu  sur  la 
base  supérieure  MN  de  la  tranche  ffdx,  se  transmet- 
tra ,  en  raison  des  surfaces  (  n^  577) ,  sur  la  base  in- 
férieure M'N',  et  deviendra,  conséquemment ,  p;^,  en 
désignant  par  y  Taire  de  M'N'  ;  par  conséquent ,  si 
l'on  ajoute  à  cette  pression  transmise,  la  force  motrice 
précédente,  on  aura  la  pression  totale  exercée  sur 

46.. 


^a4 
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M?*';  et  en  représeutant  par  p'  cette  pressioD  ,  rap- 
portée à  l'unité  de  surface ,  il  en  résultera 

A' =/'/^-(g-^)p/^■ 
or,  les  quantités  f'  et  y'  sont  ce  que  deviennent  p 
et  Yt  quiind  o"  y  ™6*  x-\-dx  ^^x  lieu  de  x;  en  né- 
gligeant les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on 
aura  donc 

et,  conséquemmeot , 

ce  qui  réduit  l'équation  précédente  à  celle-ci  : 

que  l'on  obtient  aussi  en  mettant  g  -~  ^  à  la  place 
de  X  dans  la  troisiènae  équation  d^éqoilibre  da 
n°  58a. 

66g.  La  seconde  équation  nécessaire  pour  déter- 
miner les  deux  inconnues  p  et  v,  sera  fournie  par  la 
considération  de  l'incompressibilité  du  fluide.  Il  eo  ré- 
sulte que  le  volume  du  fluide  qui  pa&se,  pendant  llos- 
tant  dt ,  par  chaque  section  horizontale  da  vase  ^  doit 
être  le  même  pour  toutes  les  sections;  par  conséquent» 
les  vitesses  du  fluide  quirépondent,  en  même  temps,  à 
deux  sections  différentes  du  vase,  doivent  être  réci- 
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proquement  proportionnelles  aux  aires  de  ces  sec- 
tions. Si  donc  on  appelle  u^  au  bout  du  temps  t ,  la 
vitesse  qui  a  lieu  à  Forifice  hori:eontal  ÂB;  que  Ton 
représente  par.  cl  l'aire  de  cet  orifice ,  et  que  l'on  com- 
pare cette  vitesse  à  celle  qui  répond  à  là  section  quel- 
conque MN ,  on  aura 

if  :  u  ::  a  :  jr; 

d'où  Ton  tire 

i'  =fi   — •  (2) 

t^ans  cette  valeur  de  i^,  u  est  une  fonction  de  <  ^  et 
jr  une  fonction  de  x;  on  peut  donc  en  prendre  la 
différentielle  par  rapport  à  Tune  ou  à  Vautre  de  ces 
deux  variables  :  la  différentielle  relative  à  a:  expri- 
merait la  différence  entre  les  vitesses  de  deux  tran- 
ches  consécutives^  qui  ont  lieu  au  même  instant;  en 
différentiant  par  rapport  à  ^ ,  on  aurait  la  différence 
entre  les  vitesses  de  deux  tranches  du  fluide ,  qui  ré- 
pondent successivement  à  la  même  section  du  vase  ; 
mais  pour  avoir  la  différence  entre  les  vitesses  succes- 
sives d'une  même  tranche,  qui  se  déplace  pendant 
l'instant  dt,  il  faut  différentîer  à  la  fois  la  valeur 
de  if  par  rapport  aux  deux  variables  ^  et  a: ,  en  con- 
sidérant la  seconde  comme  une  fonction  de  la  pre- 
mière ;  ce  qui  donne 

dv    ^__^   m  dà  au  djr  dx 

dî  j-  dï  "^   "j^  dxlû* 

On  a  d'ailleurs   ^  =  i^  ;  et  en  ayant  égard  à  l'équa*- 
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tion  (a),  il  eti  résulte 

dv   it  da  «'u'  df 

dt  y  àt  j^     dT 

C'est  cette  valeur  de  j-  qu'il  faut  employer  dans 

l'équation  (i),  qui  devient,  en  conséquence  , 

dp  _  'f     du  a'u-    ^ 

^  ~  SP  j     dt    "^    y     dx' 

Je  multiplie  ses  deux  membres  par  dx  ;  j'intègre  en- 
suite par  rapport  à  x  ;  et  en  observant  qu'alors  les 

quantités  «  et  ^  doivent  être  regardées  comme"es 

constantes  >  il  vient 


/'  =  *  +  fi^P-^-«pï/y- 


ar  ' 


£  étant  la  constante  arbitraire  qui  peut  être  une  fonc- 
tion <1p  t-  Pour  la  déterminer,  je  représente  par  -w  la 
pression  atmosphérique ,  et  je  suppose  que  ce  soit 
celle  qui  a  lieu  à  la  surface  supérieure  EF  du  liquide. 
Avant  que  le  mouvement  commence ,  cette  surface 
est  '  horizontale  ;  et  comme  on  admet  que  chaque 
tranche  horizontale  se  compose  ionstammeot  des 
mêmes  points  du  fluide ,  il  s'ensuit  que  la  surface 
£F  demeurera  horizontale  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement.  Au  bout  du  temps  t ,  je  désigne 
par  6  la  distance  de  EF  au  point  0 ,  et  par  ta  l'aire 
de  cette  section  variable  du  vase,  de  sorte  que  e> 
soit  la  même  fonction  de  S  que  /  est  de  a-  ;  on 
aura  à  la  fois 
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p  s  <8-,    X  =  fl,    j  =  et; 

et  ai  l'on  suppose  que  Tintëgrale  j  —  commence  à 
jCBsO,  Tëquation  précédente  donnera 


^fU* 


gp«î 


f  =  -H-^P(*-«)-*^ï/'j-?(p-^>  (') 


an  moyen  de  quoi ,  cette  équation  deviendra 

du  rdx 

J 

Les  équations  (a)  et  (5)  feront  connaître  immédiat 
tement  les  valeurs  des  deux  inconnues  i^  et  p,  lors- 
qu'on aura  déterminé  la  valeur  de  u. 

670.  Four  cela,  j'obserye  que  la  pression  qui  a 
lieu  à  l'orifice  AB  sera  donnée  :  si  le  liquide  s'écoule, 
dans  l'air  libre,  elle  sera  la  pression  atmosphérique,' 
comme  à  son  niveau  EF;  s'il  s'écoule  dans  le  vide, 
elle  sera  zéro;  pour  plus  de  généralité,  je  supposerai 
que  l'écoulement  a  lieu  dans  un  air  dont  la  force 
élastique  est  égale  à  la  pression  4r,  diminuée  de  la. 
pression  gpc  correspondante  à  une  hauteur  donnée  ç 
du  liquide  ;  en  sorte  qu'en  appelant  /  la  distance  de 
AB  au  point  0 ,  on  aura  constamment 


pour  x=^  l.  J'appelle  aussi  h  la  hauteur  dn  niveau  EP 
du  liquide  au-dessus  de  cet  orifice ,  ou  la  différence 

l  —  6  y  et  je  représente  par  -  la  valeur  de  l'Intégrale. 
I  —,  étendue  au  volume  entier  du  liquide;  dema-^ 


r 
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nière  que  A  soit  une  ligne ,  dout  la  longueur  sera  one 
fonction  de  h  ,  dépendante  de  la  figfure  du  vase ,  et 
donnée  dans  chaque  exemple.  A  l'orifice,  on  aura 
donc  ,  en  même  temps,  la  valeur  précédeule  de^,  et 

^  =  «,     x  =  /  =  9  +  A,    J  ^        -  =  ^; 

par  conséquent,  réqua#>n  (5),  appliquée  à  celte  sec- 
tion du  Vase ,  deviendra 


■;  7, -;="—"      (« 


va  faisant,  poar  abréger. 


On  peut  remarquer  que  cette  quantité  aumérique 
€'  sera  toujours  une  quantité  positive  et  moindre 
que  l'unité  j  car,  pour  qu'elle  devînt  négative,  il  fau- 
drait que  l'aire  de  la  plus  petite  section  du  vase 
surpassât  celle  Je  l'orifice,  et  lo  liquide  se  dctacbe- 
rait  du  vase  à  l'endroit  de  cette  section  minima,  qui 
deviendrait  le  véritable  orifice  par  lequel  l'écoule- 
ment  aurait  lieu. 

Lorsque  le  niveau  du  liquide  sera  eatretenu  à  noe 
hauteur  constante  au-dessus  de  l'orifice,  les  trois 
quantités  h,  0,  ^,  seront  des  constantes  données,  et 
l'équation  (4)  suffira  pour  déterminer  la  valeur  de  u 
en  fonction  de  t.  Quand  le  niveau  £F  s'abaissera  pen- 
dant l'écoulement  du  liquide,  h  sera  une  variable 
qu'il  faudra  aussi  déterminer  en  fonction  de  t.  Or,  à  ce 
niveau ,  on  a.  y  =^ù>  ti  v^=:-^;  tt  a  cause  que  » 


\ 
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somme  9+ A  est  une  cotisfanCe  /,  on  a  aussi  ^= — -jz 
en  vertu  de  rëquatiou  (3)  on  aura  donc 

•  *+?=»'    («) 

et  les  valeurs  de  ueih  dépendront  des  deux  équations 
différentielles  (4)  et  (S) ,  qm  soht  du  premkr  ordre. 
On  déterminera  les  deux  constantes  arbitraires  que 
leurs  intégrales  contiendront,  au  mojen  de  la  hau-* 
teur  initial^  du  liquide,  et  en  observant  qu'on  a 
u  =  o,si  Torigine  du  mouvement. 

Soit  que  le  niveau  s'abaisse  ou  qu  il  ne  varie  pas^ 
si  Ton  appelle  q  le  volume  du  liquide  sorti  du  vase 
au  bout  du  temps  ^ ,  sa  différentielle  sera  égale  au 
volume  aiuk  de  la  tranche  qui  traverse  lorifice  ÂB 
pendant  l'instant  dt;  on  aura  donc 

dq  =:  audt,     ^  J=  afudti 

l'intégrale  étant  prise  de  mtmière  qu'elle  s'évanouisse 
quand  ^  =  0. 

Nous  allons  appliquer  successivement  ces  différentes 
formules  aux  deux  cas  du  niveau  constant  et  du  ni* 
veau  variable. 

67 1 .  Bans  le  premier  cas ,  l'équation  (4)  donne 

d'trji  l'on  tire,  en  mettant  h  au  Ueti  de  A-|-£!, ,  et 
intégrant 
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on  n'ajoute  pas  de  constante  arbitraire ,  parce  qu'on 
doit  avoir  u^o,  quand  (^o.  On  pourra,  sans  chan- 
ger cette  formule,  «garder,  à  volonté,  S  et  VagA, 
comme  des  quantités  positives  ou  négatives  ;  nous  les 
supposerons  positives.  L'on  aura  réciproquement, 

y/^~.€u=^{y/^-^Çu)e  •       ,    (6) 

en  désignant,  comme  à  l'ordinaire,  par  ela  base  des 
logarithmes  népériens.  A  mesure  que  t  augmentera, 
le  second  membre  de  cette  équation  diminuera;  au 
bout  d'un  certain  temps,  il  sera  sensiblement  nul; 
et  à  partir  de  cette  époque,  la  vitesse  u  aura  ane 
valeur  à  peu  près  constante,  savoir  : 

En  chaque  point  du  vase,  la  pression  p  et  la  vitesse  v 
varieront  avec  la  vitesse  zt ,  et  deviendront  sensi- 
blement constantes  eu  même  temps  que  u.  Si  l'on 

fait  ^  s=  o ,  dans  la  formule  (5) ,  et  qu'on  y  mette 

pour  u  sa  valeur  précédente,  on  aura 

pour  la  valeur  finale  de  p ,  relative  au  poiot  quel- 
conque M. 

Dans  l'état  d'équilibre,  la  pression  en  ce  point 
serait  4i+gp(j: — Q);  elle  est  donc  augmentée  ou  di- 
minuée par  le  mouvement  dii  liquide,  selon  que  le 
dernier  terme  de  cette  formule  est  positif  ou  négatif. 
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c*est^-dire,  selon  que  la  section  horizontale  MN  ou 
y^  est  pins  grande  ou  plus  petite  que  la  section  EF 

ou  ùè. 

L'équation  (6)  donne 

e         ^ 

à  cause  de  9  ^  ofudt^  et  de  9  ;?=  o  quand  /  =  o^  on 
aura  donc 

pour  le  volume  dô  liquide  sorti  du  vase  pendant  le 
temps  t.  Au  bout  d'un  certain  temps,  on  pourra  né^ 
gliger  la  seconde  exponentielle^  par  rapport  à  la 
première  ^  et  l'on  aura  simplenient 

Le  premier  terme  est  le  volume  correspondant  à  la 

vitiBse  constante  -g  \J^%h  de  rëcoulemeht;  le  volume 

total  est  plus  petit ,  parce  qu'au  commencement  la 
valeur  variable  de  u  est  moindre  que  cette  vitesse 
finale. 

673.  Dans  le  cas  du  niveau  variable^  je  considère 
u  comme  une  fonction  de  A ,  et  j'élimine  dt  entre  le$ 
équations  (4)  et  (5);  ce  qui  donne 
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En  faisant  abstraction  du  segment  infériear  du  vase 
qa'on  suppose  très  petit ,  on  pourra  prendre 

I         h 
et  =  a,    jr  =  a,    -  =  2» 

dans  l'équation  (7),  qui  deviendra  alors 

dz  (71*—  i)z      ... 

» 

Son  intégrale  complète  est 

z  ^=^  Gh 


en  désignant  par  C  la  constante  arbitraire.  Si  oq  ap« 
pelle  H  la  valeur  initiale  de  A  »  il  faudra  que  z  s'éva-* 
nouisse  pour  A  ^=  H  ;  ce  qui  exige  qu'on  ait 


n*       •«)— n* 


d'où  il  résultera  ^  li  un  instant  quelconque , 
z  =  ^^  (H^-'***'**"-  -  h). 
On  aura^  en  même  temps, 


«  =  n  N/:îgÂ  V — -i 


2  —  »■ 
et,  en  vertu  de  Téquation  (5), 


(8) 


dt 


__     dh         I        2  —  n' 


C'est  donc  cette  formule  qu'il  faudra  intégrer  pour 
obtenir  t  en  fonction  de  h.  Dans  le  cas  de  n  =  i ,  oq 
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d'où  l'oD  tire 

'  =,  \/\  VH^*. 
et,  par  coDséquent, 

comme  cela  do  :,  que  l'orifice  étant  slors 

égal  à  la  base  du  .,  le  mouvement  du  fluide 

doit  êl'"''  Ifl  même  i  d'un  corps  solide  pesaat 

qui  to:  jS  formule  (g)  s'intègre 

encore  soi  rsqu'on  a  n'^  5  ;  et  cela 

n'a  lieu  ;ur  et  pour  n*  =:  i .  Mais 

son  in1       ..t.  d  e  depuis  A^U  jusqu'à 

/i  f=  G ,  qui  expriDii  ps  de  rccouletnent  ealier 

du  liquide,  pourra  touj  i.s  se  réduire  à  des  trans- 
cendantes que  M.  Legendre  a  nommées  iniegmies 
Eulériennes  de  la  seconde  espèce,  et  dont  ïl  a  donoé 
des  tables  numériques.  J'ai  effectué  ailleurs  cette 
réduction  ('*')  ;  ici  je  me  bornerai  à  appliquer  la  for- 
mule (9)  au  cas  de  n*  =  a  f  où  elle  se  présente  sous 
la  forme  %. 
D'après  la  règle  ordinaire,  sa  véritable  valeur  est 


(•)  Correspondance  sur  l'École  Polytechnique ,  lome  III. 
page  a8^. 
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Or ,  si  l'on  fah 

h  =  Eer^\    dh  sz  —  ^er^^xdx-^ 

il  en  résultera 

dt  ^  2  \/—  e-'^dx. 

Les  limites  relatives  k  x  ^  qui  .répondent  à  A  =  fi 
et  h^  o f  seront  a:s=:oeta:  =  oo;si  donc  on 
appelle  T  le  temps  de  l'écoulement  total ,  on  aura 


en  observant  que  l'intégrale  /  e~"''dlr  est  la  moi- 
tié de  j      er-'^dx^  qui  a  \/5r  pour  valeur,  comme  on 

l'a  91  dans  le  n^  S12.  U  s'ensuit  que  le  temps  T  est 
celui  des  petites  oscillations  d'un  pendule  simple, 

dont  la  longueur  serait  -  H« 

674-  Lorsque  l'oriGce  ÂB  est  très  petit  par  rap- 
port aux  sections  horizontales  du  vase,  on  peut  n^ 
gliger  le  terme  multiplié  par  a  dans  l'équation  (4)if 

à  moins  que  le  facteur  -7-  ne  soit  très   grandi;  ce 

qui  a  lieu,  en  effet,  au  commencement  du  mou- 
vement ,  où  la  vitesse  u  varie  avec  une  grande  ra- 
pidité. On  peut  aussi  y  mettre  l'unité  à  la  place 
de  £;  et  alors,  soit  que  le  niveau  £F  s'abaisse  c^ 
qu'il  ne  varie  pas ,  l'équation  (4)  se  réduit  à 

S{h  +  c)  —  iw'  =  oj 
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d'où  l'on  tire 


n^V^S(h  H-  c). 

Il  en  résulte  ce  théorème  :  que  la  vitesse  d'un  liquide 
qui  sort  d'un  vase  par  un  très  petit  orilîce,  eal  égale  à 
celle  qu'uQ  corps  pesant  acquerrait  en  tombant  dans 
le  vide,  d'une  hauteur  égale  à  celle  du  niveau  du 
liquide  au-dessus  de  cet  orifice,  quand  les  pressions 
supérieure  et  inférieure  sont  égales,  ou,  plus  géoé- 
ralemenl,  de  la  hauteur  du  niveau,  augmentée  de  la 
constante  c,  quand  ces  deux  pressions  sont  inégales. 
Dans  le  cas  du  niveau  constant ,  ce  théorème  ré- 
sulte de  la  valeur  finale  de  u ,  trouvée  dans  le  n"  67 1, 
en  y  faisant  ^  =  1 .  11  résulte  aussi  de  la  formule  (8), 
applique'e  au  cas  où  n  est  un  très  grand  nombre,  afin 
que  l'orifice  a.  soit  une  très  petite  partie  de  la  section 
horizontale  a  du  cj'lindre.  On  peut  alors  oiettre  n*  à 
la  place  de  n'  —  a;  ce  qui  change  d'abord  la^r* 
mule  (8)  en  celle-ci  : 

Or,  dès  que  k  sera  notablement  moindre  que  H, 
la  puissance  n*  du  rapport  jj  sera  une  très  petite 
fraction ,  et  cette  valeur  de  u  se  réduira,  à  très  pen 
près,  à  u^\/2gh. 

L'orifice  AB  étant  très  petit,  si  k  section  MN 
n'est  pas  très  voisine  de  cette  ouverture ,  le  rap- 
^n  ^,  qui  entre  dans  la  formule  (3),  sera  ti-ès 
petit;  le  rapport  —  l'est  également  j  on  pourra  donc 
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supprimer  le  dernier  terme  de  cette  formule  ;  et  si 
Ton  néglige  aussi  le  terme  multiplié  par  a ,  elle  se 
réduira  à 

;i  =  ^  +  gp(x  —  G); 

d'où  Ton  conclut  que,  dans  le  cas  d'un  très  petit 
orifice,  la  pression  en  tous  les  points  du  yase  éloi* 
gnés  de  cette  ouverture ,  est  sensiblement  la  même 
pendant  le  mouvement  que  dans  l'état  d'équilibre. 
675.  L'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches 
exige,  en  général,  que  l'orifice  soit  horizontal;  mais, 
dans  le  cas  d'un  très  petit  orifice ,  on  l'admet  encore 
lorsque  le  liquide  s'écoule  par  une  ouverture  laté- 
rale, dont  le  plan  a  une  inclinaison  quelconque,  et 
peut  même  être  vertical.  L'observation  fait  voir  qu'a- 
lors le  liquide  situé  à  peu  de  distance  au-dessous  de 
cette  petite  ouverture ,  demeure  stagnant,  et  que  les 
tranches  horizontales  situées  à  une  pareille  distance 
au-dessus  de  cette  même  ouverture ,  descendent  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes;  en  sorte  que  le  parallé- 
lisme des  tranches  n'est  troublé ,  comme  dans  le  cas 
d'un  petit  orifice  horizontal ,  que  pour  la  partie  du 
liquide  très  voisine  de  l'orifice.   On  pourra  donc 

prendre  \/2g  (h -+-€),  pour  la  vitesse  d'un  liquide 
qui  s'écoule  par  une  très  petite  ouverture,  quelle  que 
soit  l'inclinaison  de  cet  orifice;  h  étant  la  hauteur  va- 
riable ou  constante  du  niveau  du  liquide  au-dessus 
du  centime  de  l'orifice ,  et  c  la  constante  provenant  de 
la  différence  de^  pressiorTs  extérieures  qui  répondent 
à  ce  niveau  et  à  cette  ouverture.  Si  le  vase  est  placé 
dans  le  vide ,  de  sorte  que  les  deux  pressions  et  cette 
2.  47 
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cotislanle  soient  nulles,  les  molécules  du  liquide  ao-w 
roiit,  en  sorlant  dn  vase,  la  vitesse  s/agh  due  â  là 
hauteur  h,  qui  est  aussi  la  vitesse  nécessaire  pour 
s'élevei-,  dans  le  vide ,  à  cette  hauteur  (n"  1 5o ).  Par  , 
conséquent,  si  l'on  donne  au  fluide,  au  moyen  d'un 
tuyau  ,  une  direction  verticale,  il  remontera,  au  de- 
hors, à  la  hauteur  de  son  niveau  intérieur;  ce  qui 
est,  en  ell'et,  conforme  à  l'expérience.  Généralement, 
les  molécules  du  fluide  décriront  dans  )e  vide,  après 
un  très  court  intervalle  de  temps ,  des  paraboles  doni 
la  tangente  à  leur  point  de  départ  dépendra  de  U 
direction  du  jet,  et  le  paramètre  ,  de  la  hauteur  h  ou 
A  +  c,  si  la  constante  c  n'est  pas  nulle. 

La  pi'cssiony^  sera  sensiblement  la  même  que  dans 
l'étal  d'équillbie,  excepté  à  l'orifice,  où  elle  sera 
égale  à  TB-  —  gfc,  au  lieu  de  /or -\- gfh.  Or,  si  elle 
était  aussi  égale  à  •9-  -|-  gfh  sur  cette  partie  do 
vase  ,  les  pressions  horïîontales  se  dclmiraient , 
les  pressions  verticales  se  réduiraient  au  poids  da 
liquide,  augmenté  de  la  pression  ib-w  qui  a  tien 
sur  la  surface  du  niveau  ;  d'où  l'on  peut  condnre 
que,  dans  l'état  de  mouvement,  la  charge  totale 
que  le  vase  aura  à  supporter  se  composera  de  U 
pression  verticale  qui  aurait  lieu  dans  l'état  d'équi- 
libre, et  d'une  force  normale  au  plan  de  l'orïlice, 
dirigée  de  dehoi-s  en  dedans  du  vase,  et  égale  i 
l'excès  de  la  pression  {is--i-  gfh)ot  sur  la  pression 
(w  —  gfc)  a  ,  ou  à  gf  (A  -f-  cj  a  ,  en  désignant  tou- 
jours par  a,  l'aire  très  petite  de  cet  orifice. 

676.  Dans  le  cas  d'un  niveau  constant  et  d'un  ori- 
llc?  très  petit ,  horizontal  ou  incline,  la  dépense  peo- 


ï 
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dant  le  temps  t ,  c'est-à-dire,  le  volume  q  du  liquide 
qui  sort  du  vase  avec  la  vitesse  ^2gh ,  sera 


q  =  aty/^gh; 

ce  qui  résulte  aussi  de  la  valeur  finale  de  q  trouvée 
dans  le  n*  671,  eu  jr  négligeant  le  carré  de  a.  Mais  on 
ne  doit  pas  oublier  que  l'hypothèse  du  parallélisme 
des  tranches ,  sur  laquelle  cette  valeur  de  q  est  fon- 
dée, n'est  qu'une  approximation  dont  le  degré  d'exac- 
titude ne  peut  pas  être  évalv.é  à  priori  ^  et  dont  les 
résultats  ne  doivent  pas  être  employés  sans  restric- 
tion. Or,  Texpérience  ne  s'accorde  pas  toujours  avec 
cette  valeur  théorique  de  la  dépense. 

Si  la  paroi  du  vase  n'est  pas  très  mince,  et  que 
l'ouverture  pratiquée  dfkis  son  épaisseur  soit  évasée 
intérieurement ,  de  telle  sorte  que  le  fluide  qui  s'é- 
coule hors  du  vase  soit  un  cylindre  vertical ,  ou  un 
cylindre  recourbé  dont  les  sections  normales  soient 
constantes  et  égales  à  l'aire  a  de  l'orifice ,  prise  sur 
la  surface  extérieure  du  vase;  dans  ce  cas,  disons- 
nous  ,  la  dépense  observée  s'accorde  avec  la  valeur 
précédente  de  q.  Mais  dans  le  cas  d'un  orifice  en 
mince  paroi,  la  dépense  observée  est  toujours  pro- 
portionnelle à  l'aire  de  l'orifice ,  et  à  la  racine  carrée 
de  rélévation  du  niveau ,  comme  dans  la  formule 
théorique  ;  mais  elle  s'écarte  de  cette  formule  dans 
sa  valeur  absolue,  qui  en  diflfere  par  un  facteur  à  peu 
près  constant  et  moindre  que  Tunité.  D'après  les 
expériences  qui  méritent  le  plus  de  confiance ,  ce 
facteur  est  0,62;  en  sorte  que  la  valeur  de  9,  dont  on 
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rcxpérience  montre  que  la  dépense  est  augmentée,  et 
peut  s'élever  aux  quatre  cinquièmes  du  résultat  de  la 
'théorie.  Si  cet  ajutage  est  enfoncé  dans  l'intérieur 
du  vase 9  la  dépense  est,  au  contraire,  diminuée,  et 
réduite  à  moitié  de  la  dépense  théorique  ;  en  sorte 
que,  dans  la  valeur  précédente  de  9,  le  facteur  0,62 
doit  être  remplacé  par  0,80  dans  Ib  premier  cas,  et 
par  o,5o  dans  le  second.  Je  me  borne  à  citer  sucdnc-* 
tement  ces  résultats  de  Fobservation ,  qui  n'ont  été 
ramenés ,  jusqu a  présent,  à  aucune  théorie. 

677.  On  admet  aussi  l'hypothèse  du  parallélisme 
des  tranches  dans  le  mouvement  d'un  fluide  Masti- 
que qui  sort  d'un  vase  par  un  orifice  quelconque;  et 
elle  «'écarte  peu  de  la  vérifé ,  quand  les  sections  du 
vase ,  parallèles  au  plan  de  l'orifice ,  ne  diffèrent  pas 
beaucoup  l'une  de  l'autre,  et  que  la  longueur  du  vase 
est  assez  grande  par  rapport  à  leurs  dimensions. 

Dans  ce  cas,  on  peut  faire  abstraction  de  la  pesan- 
teur, et  supposer  que  le  mouvement  soit  uniquement 
il  ù  à  la  force  élastique  du  fluide ,  plus  grande  ou  plus 
petite  à  l'intérieur  du  vase  qu'en  dehors.  On  suppri*- 
mera  donc  le  terme  dépendant  de  g  dans  l'équa- 
tion (i),  qui  convient  aux  liquides  et  aux  fluides 
élastiques.  De  plus*,  la  difi*érentielle  de  i^,  qu'elle 
renferme ,  devant  être  prise  par  rapport  à  ^  et  à  la 
variable  x  considérée  comme  fonction  de  ^^  on  aura 

di        *    dx   di      ' 
et,  comme  on  a  aussi  -^=:V^  cette  équation  de- 
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tenir  que  par  approximation.  Ces  valeurs  renferme- 
ront deux  fonctions  arbitraires ,  que  Ton  dctermi- 
nera  d'après  deux  conditions  particulières;  pour  cela, 
je  supposerai^  d'une  part,  que  Técoulement  ait  lieu 
à  l'air  libre,  en  sorte  qu'en  désignant  par  fis  la  pres- 
sion atmosphérique ,  rapporrtéc  à  l'unité  de  surface , 
on  ait  constamment  p=iw,h  l'orifice  AB.  D'un  autre 
côté,  je  supposerai  aussi  que  le  vase  soit  en  commu- 
nication avec  un  gazomètre  d'une  grande  capacité , 
au  moyen  duquel  on  entretienne  une  pression  cons- 
tante et  donnée ,  sur  une  section  EF  du  fluide,  paral- 
lèle à  AB  et  de  position  fixe,  de  manière  qu'en 
désignant  par  risr'  cette  pression  rapportée  à  l'unité  de 
surface,  on  ait  aussi  p=:far\  en  cet  endroit  du  vase , 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Si  donc  on 
compte  la  distance  x  k  partir  du  plan  EF,  et  qu'on 
appelle  /  la  distance  comprise  entre  AB  etEF,.on 
aura  ,  quel  que  soit  t,  ps=i^'  pour  or  =  o ,  et  p^zztzsr 
pour  a:  =  /  ;  ce  qui  servira  à  déterminer  les  deux 
fonctions  arbitraires ,  et  à  compléter  la  solution  du 
problème.  Mais  cette  solution  est  trop  compliquée 
pour  qu'on  en  puisse  déduire  aucun  résultat  utile  ;  et, 
dans  la  pratique,  il  sufHt  de  connaître  la  vitesse 
constante  de  l'écoulement  du  fluide  par  l'orifice  AB, 
lorsque  la  pression  p  et  la  vitesse  v  sont  deve- 
nues constantes  en  chaque  point  du  vase  ;  ce  qui 
arrive,  en  général,  après  un  très  court  intervalle 
de  temps. 

678.  Faisons  donc  ^  =  0  et  j^  =  o ,   dans    les 

équations  (a)  et  {Jb)  ;  elles  se  réduiront  a  deux  équa<- 
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lions  tlifl'érentielles,  savoir  ; 

':*_i.„^  — „       -..■»    ■    -''■i'-_ 


'-+'zr.'=o, 


dx 


P't  +  r 


âx 


=  o,     (c) 


à  cause  de  p  =  kf. 

L'intégrale  de  la  seconde  de  ces  équations  est 

Xpv  =  c; 

f  e'iant  la  conslante  arbitraire.  En  désignant  locjours 
par  a  l'oriiice  AB,  cl  par  «  la  Vitesse  du  fluide  à  cet 
orKice ,  de  sorte  qu'on  ait  à  la  fois_7'=a,  c  =  u, 
y)z=ar,  et,  par  conséquent,  c=  euSTU^  \\  en  résul- 
tera ,   en  un  point  quelconque  du  vase  , 


rp 


('O 


En  substituant  cette  valeur  de  i-  dans  la  première 
équation  {c) ,  il  vient 


*  dp 


.vv  '^■p 
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Les  équations  (^  et  (e)  feront  connaître  la  vitesse 
et  la  pression  en  vi  point  quelconque  du  yase^  dès 
que  Ton  connaîtra  la  vitesse  u  relative  à  l'orifiGe» 
Or ,  en  faisant  p=i^  etjr  s=:a,  dans  l'équation  (e) , 
on  en  conclut  ^ 

H'où  l'on  tirera  la  valeur  de  u.  On  fera ,  dans  cette 
formule , 

k  =  grh, 

en  appelant  g  la  gravité,  et  r  le  rapport  de  la  densité 
du  mercure  à  celle  du  fluide  intérieur ,  sous  une 
pression  barométrique  dont  la  hauteur  est  [h,  le  vo- 
lume du  fluide  qui  sortira  du  vase*pendant  le  temps  t 
aura  pour  valeur  aut. 

Quand  l'orifice  sera  très  petit,  on  remarquera , 
comme  dans  le  n*  675,  qu'il  ne  sera  plus  nécessaire 
qu'il  soit  parallèle  à  la  section  EF  ^  c'est-à-dire ,  qu'il 
pourra  être  pratiqué  à.  la  partie  latérale  (}u  vase,  et 
avoir  une  inclinaison  quelconque  sur  le  plan  de  cette 
section.  On  pourra  alors  négliger  le  terme  dépendant 

de  —p  dans  le  premier  membre  de  Féquation  (J^  qui 

deviendra 

w*  =  2grA.log  —  ; 

par  conséquent ,  la  vitesse  de  Técoulement  du  fluide 


i»»iv^w»m<w»%v<w»%»v¥V^^^w»%w^»Mwt'w%%»MM<»M^<>^%mw^^^w^i<»»»w^v»^vwwA^^^^^^^>^^ 
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Relative  à  V usage  du  principe  des  forces  vives,  dans 
le  calcul  des  machines  en  mouvement. 


679.  Le  principe  des  vitesses  virtueUes  donne  im- 
médiatement les  conditions  d  équilibre  des  forces 
appliquées  aux  machines  ;  celui  des  forces  vives  ren- 
ferme de  même  la  théorie  de  leur  mouvement,  et 
fournit  le  moyen  le  plus  direct  de  calculer  les  effets 
des  forces  qui  leur  sont  appliquées.  Cet  usage  du 
principe  des  forces  vives  forme ,  pour  ainsi  dire ,  le 
point  de  jonction  de  la  Mécanique  rationnelle  et  de 
la  Mécanique  industrielle.  C'est  pourquoi  j  ai  cru 
devoir  donner  succinctement ,  dans  cette  addition^les 
notions  les  plus  générales  sur  cette  matière.  Pour  de 
plus  grands  développemens ,  j'indiquerai  les  leçons 
de  M.  Navier,  à  l'École  des  Ponts-et-Chaussées ,  .et 
de  M.  Poncelct,  à  TÉcole  de  TArtillerie  et  du  Génie , 
qui  ont  été  seulement  lithographiées,  mais  auxquelles 
ces  savans  professeurs  donneront  sans  doute  plus  de 
publicité. 

680.  Les  machines  sont  des  instrumens  ou  des  sys- 
tèmes de  corps  solides ,  propres  à  transporter  Faction 
des  forces,  d'une  partie  à  une  autre  de  ces  assem-> 
blages. 

Quand  une  machine  est  en  mouvement,  certains 
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points  sont  donc  soumis  à  «les  forces  données,  et  d'ao- 
Ircs  parties  exercent  des  pressions  sur  les  corps  exté- 
rieurs, ou  sont  pressées  réciproquenJent  par  ces 
corps  que  la  machine  est  destinée  à  déplacer  oa  à 
déformer.  Les  premiers  forces  s'appiellent^ôrcef  mou- 
vantes; leurs  points  d'application  se  meuvent  sui- 
vant leurs  directions,  ou,  plus  généralement ,  les 
directions  des  mouvemens  de  ces  points  font  desaogles 
aigus  avec  celles  de  ces  forces.  Par  opposition ,  on 
nomme  forces  résistantes,  les  pressions  exercées  par 
les  corps  extérieurs;  et  les  directions  des  raouvenieos 
de  leurs  points  d'application  sont  contraires  a  celles 
de  ces  forces,  ou,  du  moins,  elles  font  avec  celles-ci 
des  angles  obtus. 

La  liaison  des  parties  d'une  machine  es!  telle, 
qu'elle  ne  peut  prendre ,  en  général ,  que  deux  mou* 
vemens  directement  opposés  l'un  à  l'autre;  il  s'ensuit 
donc  que ,  quand  le  sens  du  mouvement  qu'elle  prend 
effectivement  est  connu^  ilsulTil  d'une  seule  équation 
pour  déterminer  ce  mouvement  d'une  manière  com- 
plète. Cette  équation  est  celle  que  l'on  obtient  en  inté- 
grant les  deux  membres  de  l'équation  (a)  du  n*  564  f 
savoir  : 

^d.1mv'  =  1mpidx-i-Ytlj--^Zdz).     (a) 

Au  bout  d'uD  temps  quelconque  t ,  compté  depuis 
l'origine  da  mouvement,  v  représente  la  vitesse  du 
point  dont  X  f  jr,  z,  sont  les  trois  coordonnées  rap- 
portées à  des  axes  Gxcs  et  rectangulaires  ;  m  est  la 
masse  de  ce  point;  dx,  dj,  dz,  sont  les  projeclions, 
.   sur  ces  axes,  de  l'espace  qu'il  parcourt  pendant  l'ins- 
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tant  dt;  on  désigne  par  mX,  m\,  mZ  f  les  oompo* 
santés  de  sa  force  motrice  parallèles  à  ces  mêmes 
axes ,  et  les  sommes  Z  s'étendent  à  tous  les  points  m 
du  système. 

681  •  Ayant  daller  plus  loiri|||Kl  importe  de  distin^ 
guer,  dans  le  secof^d  membre  de  Téquation  (a) ,  les 
termes  qui  proviennent  des  forces  mouvantes  çt  ceux 
qui  résultent  des  forces  résistantes,  et  de  leur  donner 
une  autre  forme. 

Pour  cela,  soient?  une  des  forces  mouvantes,  et  «, 
€ ,  y,\es  angles  que  fait  sa  direction  avec  des  paral- 
lèles aux  axes  des  x,jr^z;  relativeipent  à  cette  force, 
on  aura 

/nX=Pcosa,     mY  =  Pcosf,     mZ  =  Pcosj<. 

Soient  aussi  ds  l'espace  décrit  par  son  point  d'appli- 
cation pendant  Tinstant  dt ,  et  X,  /jl,  p ,  les  angles 
que  fait  la  direction  de  iis  avec  ses  projections  dx  ^ 
djr,  dz,  de  sorte  qu'on  ait 

dxz=zds  cos  A ,     djr  =zds  cos  /if     dzz=:ds  cos  r. 

Désignons  enfin  par  dp  la  projection  de  ds  sur  la^ii- 
reclion  de  la  force  P ,  et  par  er  l'angle  compris  entre 
dp  et  ds  ;  nous  aurons 

dp=dscoscr,  coscTscosacosA-hcos^cos/t-f-cos^cos)»; 
et ,  de  ces  diverses  équations ,  on  déduira 

m{Xdx  +  YdT/  +  Zdz)—  ?dp , 

•* 

pour  le  terme  du  second  membre  de  l'équation  (nj^ 
qui  répond  à  la  force  P. 

En  désignant  par  Q  une  des  forces  résistantes  ,  et 
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nominations  :  on  les  appelle  quantités  d action ,  mo^ 
mens  d'activité,  effets  dynamiques,  des  forces  P  et  Q, 
11  serait  à  désirer  qu'on  les  désignât  toujours  par  un 
même  nom.  M.  Coriolis  a  proposé  de  les  nommer 
quantités  de  travail  élémentaire  \  nous  adopterons 
cette  dénomination.  Les  sommes  '£Pdp  et  SQ^  se-  * 
ront  donc  les  quantités  de  travail  élémentaire ,  pro- 
duites pendant  un  même  instant  par  toutes  les  forces 
mouvantes  et  toutes  les  forces  résistantes  ;  et  leurs 
intégrales  f^Tdp  et  fXQdq  exprimeront  le  travail 
moteur  et  le  travail  résistant  qui  ont  eu  lieu  dans  la 
machine ,  depuis  Torigine  du  mouvement  jusqu'à 
rinstant  que  Ton  considère. 

Ainsi  ^  réquation  (c)  signifiera  que,  dans  une  ma- 
chine en  mouvement,  l'accroissement,  pendant  un 
temps  quelconque,  de  la  demi-somme  des  forces 
vives  de  toutes  ses  parties,  est  toujours  égal  à  l'excès 
du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant ,  pendant  le 
même  temps. 

683.  Si  la  force  mouvante  P,  ou  la  force  résis- 
tante Q,  est  un  poids  FI,  qui  descende,  dans  le  premier 
cas,  d'une  hauteur  verticale  h,  ou  qui  monte,  dans 
le  second  cas ,  h  la  même  hauteur,  le  travail  moteur 
ou  résistant  qui  en  résultera,  aura  pour  valeur  le  pro- 
duit Th,  quel  que  soit  le  chemin  parcouru  par  ce 
poids,  de  manière  que  h  soit  toujours  la  projection 
verticale  de  la  ligne  d]*oite  ou  courbe  que  son  centre 
de  gravité  a  suivie.  Si  cette  ligne  est  fermée  ou  pré- 
sente des  sinuosités,  il  y  aura  eu  alternativement 
travail  moteur  et  travail  résistant;  et  h  étant  la  difie- 
ronce  de  niveau  du  point  de  départ  et  du  point  d'ilr- 
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684*  Lorsque  la  machine  part  du  repos  ^'équa- 
tion (c)  se  réduit  à 

i2/ni;*  =  fl,?dp  —  /l.Qdq.  '        (d) 

Son  premier  membre  ëtaut  une  quantité  essentielle- 
ment positive,  il  faut  que  dans  les  premiers  mômens 
le  travail  moteur  l'emporte  sur  le  travail  résistant. 
Mais  les  vitesses  des  points  de  la  machine  ne  pouvant 
pas  croître  indéfiniment,  ce  premier  membre  at- 
teint son  maximum  au  bout  d'un  certain  temps,  qui 
est  généralement  peu  considérable.  Par  un  moyen 
qui  sera  indiqué  tout-à^l'heure ,  on  faiMpn  sorte  qu'à 
partir  de  cet  instant  du  maximum,  la  demi-somme 
-7  2mi^*  des  forces  vives  demeure  constante ,  ou  n'é- 
prouve plus  que  de  très  petites  variations;  et  l'on 
dit  alors  que  la  machine  est  parvenue  à  son  état 
permanent.  JDans  cet  état  constant,  on  a,  en  difle- 
rentiant  l'équation  précédente , 

tPdp  =  :S,Qdq; 

de  manière  que  la  machine  n'a  plus  d'autre  effet  que 
de  changer ,  à  diaque  instant,  le  travail  moteur  élé- 
mentaire en  une  quantité  égale  de  travail  résistant. 
Mais  il  importe  d'observer  que  la  qnsiniiié fXQiùj  de 
travail  résistant  dans  lequel  se  change  le  travail  mo- 
teur f2,Vdp ,  pendant  un  temps  quelconque ,  ne 
comprend  pas  seulement  le  travail  qu'on  veut  exécu- 
ter au  moyen  de  cet  instrument;  l'intégrale  /'S.Qdq 
comprend  aussi  le  travail  résistant  qui  provient  du 
frottement  des  parties  de  la  machine ,  entre  elles  on 
.   2.  48 
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moteur  consistait  en  une  chute  d'une  partie  consi- 
dérable des  eaux  de  la  Seine,  et  le  travail  utile 
était  l'élévation  d'une  quantité  d'eau  à  une  hauteur 
qui  était  bien  loin  de  compenser  l'exiguité  de  son 
volume. 

685.  Les  quantité  qui  constituent  essentiellement 
une  machine  sont  la  partie  à  laquelle  sont  appli- 
quées les  forces  mouvantes ,  celle  qui  est  en  contact 
avec  le  corps  que  Ton  a  pour  objet  de  mouvoir  ou 
de  déformer  y  et  la  partie  intermédiaire  qui  transmet 
l'action  des  forces  mouvantes.  Quand  on  a  satisfait 
aux  conditions  de  la  solidité ,  il  importe,  pour  l'éco- 
Domie  des  frais  de  construction  et  pour  la  diminu- 
tion des  frottemens ,  que  la  masse  totale  de  la  ma- 
chine soit  la  plus  petite  possible;  mais  il  y  a  une 
autre  considération,  qui  exige  que  l'on  augmente  cette 
masse ,  et  qu'on  ajoute  aux  trois  parties  essentielles 
dont  elle  se  compose ,  une  antre  pièce  qu'on  appelle 
un  volant,  et  qui  consiste ,  en  général ,  en  un  corps 
solide  tournant  autour  d'un  axe  fixe  horizontal. 

Les  mouvemens  des  trois  premières  parties  d'une 
machine  étant  alternatif  ou  révolutife ,  la  demi- 
somme  ^  Ims^  des  forces  vives  qui  s*y  rapportent , 
après  qu'elle  a  atteint  son  maximum ,  devient  une 
quantité  périodique  ;  il  en  est  de  même,  par  consé- 
quent, à  l'égard  du  découd  membre  de  l'équation  (e); 
en  sorte  que  si  la  machine  était  réduite  à  ses  trois 
parties  essentielles ,  le  travail  moteur  et  le  travail  ré- 
sistant, en  comprenant  dans  celui-ci  les  effets  des 
frottemens,  l'emporteraient  alternativement  l'un  sur 
l'autre;  et  û  les  variations  alternatives  du  travail  mo« 

48.. 
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leur  flVdp ,  et  de  la  partie  fS.f^ds  du  IraTail  résis- 
lant,  n'étaient  pas  réglées  cxactcmeot  sur  les  périodes 
de  la  machine,  la  quantité /SQrf-/ de  travail  ntîleva- 
rierait  coatianellement.  Or,  pour  la  bonne  exécu- 
tion des  ouvrages  que  l'on  veut  eflectuer  au  moyen 
d'une  machine,  il  est  indispensable,  le  plus  sou- 
vent, que  le  travail  utile  approche,  autant  que  pos- 
sible, de  l'uniformité;  et  c'est  i  remplir  cette  con- 
dition que  le  .volant  est  destiné. 

En  eCTet ,  soient  dm  un  élément  de  b  masse  du 
volant,  et  r  sa  dislance  à  l'axe  de  rotalion;  appe- 
lons CD  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axo,  com- 
mune à  tous  les  élémens  dm,  el  qui  peut  varier 
d'un  instant  à  un  autre;  no  sera  la  vitesse  atMotue 
de  dnif  par  conséquent,  la  somme  des  forces  tïtcs 
de  toute  la  masse  du  volant  aura  pour  Taleury>*o'*An, 
ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  le  produit  fio*,  eu  dé- 
signant par  fj.  le  moment  d'ioerHe  du  volant  par  mp- 
portàson  axe  ,  c'est-à-dipe,  l'intégrale  fr'dm  éXent^Mt 
à  sa  masse  entière.  Si  donc  on  ajonle  f  >t«f*  an  pre- 
mier membre  de  l'équation  (e) ,  et  à  l'on  enppoae 
que  la  demi -somme  4  Zf"*^  m  rapporte  aux  troà 
autres  parties  de  la  machine ,  on  aura 

i  ^tffl«  +  i  Inw»  =f£edp  —fZQdq  ^/S./lids  ; 
d'où  l'on  tire 

/iQ^iî  =  R  _  !>«.•, 
en  faisant ,  pour  abréger , 

R  =  fZBdp  —  /I/IWr  —  ^Imv.   ■ 
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(hf  on  conçoit  que  les  variations  de  o  .peuvent 
être  réglées  sur  celles  de  cette  quantité  R,*de  ma^ 
nière  que  la  vanation  totale  de  R  —  ^  ftoi*  soit  ré- 
duite à  'de  très  petites  amplitudes ,  et  que,  par  con- 
séquent, le  trav^  résistant  soit  à  peu  près  invariable 
dans  l'état  permanent  de  la  machine  :  op  conçoit 
arfkfii  que,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  les  varia-^ 
lions  de  la  vitesse  m  du  volant  seront  d'autant 
moindres,  que  son  moment  d'inertie  fi  sera  plus 
grand. 

686.  Par  l'addition  d'un  volant,  ta  dépense  de 
travail  moteur  nécessaire  pour  mettre  la  machine  en 
mouvement  et  pour  accrottre  la  force  vive  totale 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parvenue  au  maximum^  se 
trouve  augmentée  ;  mais  quand  la  machine  est  arri-- 
v^  k  son  état  permanent,  les  masses  de  ses  diffé- 
rentes parties  n'ont  plus  d'influence  sur  son  travail , 
*si  ce  n^est  celle  de  leur  poids  sur  les  frottemens. 

Pendant  le  mouvement  de  la  machine,  s'il  sup< 
vient  un  choc  de  ses  parties  entre  elles  ou  contre  des 
oorps  étrangers,  et  qu'après  le  choc  les  points  de 
contact  aient  une  vitesse  commune  dans  le  sens  nor- 
mal aux  surfaces,  il  j  aura  diminution  de  force  vive 
dans  le  système  ;  si  les  parties  qui  se  sont  choquées 
se  séparent,  en  vertu  de  leur  élasticité,  il  y  aura  en- 
core perte  de  fi>rce  vive ,  quand  ces  parties  ne  seront 
pas  parfaitement  élastiques;  et  quand  elles  le  seront,, 
il  y  aura  perte  de  force  vive  dans  la  première  partie 
du  choc ,  puis  une  augmentation  précisément  égale  à 
cette  perte  dans  la  seconde  partie  (n*  ^J^)-  P^r  consé- 
quent, pour  ramener  la  machine  à  son  état  perma- 


ADDITION.  769 

même  maaière  que  le  son  ;  et  il  peut  résulter  de  cette 
propagation  une  auninution  de  vitesse  des  parties  de 
la  fnachine,  semblable  à  celle  qui  serait  produite  par 
la  r&istance  d*un  milieu.  J'ai  donne  un  exemple  de 
cet  efJII  singulier,  dans  le  mouvement  d^un  pendule 
suspendu  à  lextrémitë  d'une  verge  élastique  et  hori- 
zontale, d'une  longueur  indéfinie  (^). 

Quand  #n  supprime  l'action  des  forces  mouvantes, 
et  que  le  travail  utile  de  la  machine  a  aussi  ce^ , 
l'équation  des  forces  vives  se  change  en  celle-ci  : 

1 2/w(^*  =  ^  2mA:»  —  /2/Ncfr  ; 

Z/nX:*  étant  la  somme  des  forces  vives  de  tous  les 
points  du  système  à  cet  instant ,  2/ni^*  cette  somme 
à  une  époque  subséquente,  et  fIJTids  comprenant 
le  travail  qui  provient  des  frottemens,  de  la  résis^ 
tance  du  milieu  et  de  la  perte  dû  mouvement  parles 
supports.  Or,  ce  dernier  terme  sera  bientôt  égal  k 
î2/wA:»j  la  force  vive  de  la  machine  se  trouvera 
complètement  épuisée,  et  la  machine  cessera  de  se 
mouvoir,  comme  on  l'a  déjà  dit  dans  le  n^  568.  ^ 
688.  Quand  un  homme  transporte  son  propre  ^ 
poids,  que  j'appellerai  FI,  à  une  hauteur  verticale  h 
au-dessus  de  son  point  de  départ,  la  quantité  de  tra- 
vail produite  est  exprimée  par  tlh,  d'après  la  règle 
du  n^  683  ;  mais  cette  quantité  donnerait  une  idée 
très  imparfaite  des  efforts  musculaires  qui  ont  été 
faits,  et  de  la  force  totale  que  cet  homme  a  déve-* 

(*)  Additions  à  la   Connaissance  des   Tems   pour  Tan-* 
née  i833 ,  page  26. 
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loppée.  Il  serait  difficile  d'en  obtenir  une  mesure 
exacte  ;  on  peut  seulement  faire  voir  qu'elle  doit  sur- 
passer, souyent  de  beaucoup,  la  quantité  précédente» 
qui  serait  nulle  si  la  hauteur  h  était  zéro,  quoique  , 
irertainemenl ,  il  y  ait  une  quantité  de  travaiWliéca- 
niqiie  correspondante  à  ta  marcbe  d'un  homme  sur 
un  plan  horizontal. 

Dans  cette  marche,  je  suppose  que  Tfabnime  ait 
4l'abord  le  pied  gauche  en  avant  du  pied  droit;  son 
centre  de  gravité  est  alors  abaissé,  au-dessous  de  sa 
position  naturelle,  d'une  quantité  que  je  désignerai 
par  £.  Eu  s'appuyant  sur  son  pied  gauche,  et  s'aidaut 
du  frottement  de  ce  pied  contre  le  sol,  l'homme  ra- 
mène son  pied  droit  au  niveau  du  pied  gauche,  puis 
le  pied  droit  devance  le  pied  gauche,  et  va  se  poser 
'   sur  le  sol;  ce  qui   fait  un  pas  entier,  compose  de 
,  deux  parties.  Or,  dans  la  première  partie,  l'homme 
I  soulève  son  centre  de  gravité  de  la  hauteur  <,  et 
produit  par  là  une  quantité  de  travail  égale  à  T\i;  il 
imprime,  au  même  instant,  à  ce  point  une  vitesse 
horizontale,  que  je  désignerai  [tar  a,  à  la  fin  du 
'premier  demi-pas  ;  ce  qui  répond  à  une  autre  quan- 
tité de  travail   équivalente  à  la  demi  -  force  vive 

'  — ,  en  désignant  par  g  la  gravité.   On  devnit 

encore  ajouter  à ,  la  partie  de  la  demi-somme 

des  forces  vives  provenant  des  vitesses  relatives  de 
tous  les  autres  points  du  corps  (n*  56g);  mais  j'en 
ferai  abstraction  dans  cette  évaluation,  qui  ne  peut 

être  qu  un  aperçu.  Je  supposerai  aussi  que  le  se- 
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cond  demi  -  pfts  a  lieu  en  vertu  de  la  vitesse  ao* 
quise  à.  la  fin  du  premier  »  et  du  poids  dii  oorpt 
qui  retombe  sur  le  sol ,  de  manière  que ,  pen- 
dant le  second  demi -pas,  l'homme  n^exerce  plus 
aucun  etfort^  et  que  les  vitesses  verticale  et  hori- 
zontale, dont  son  centre  de  gravité  se  trouve  en- 
core animé  à  la  fin  du  pas  entier,  soient  détruites 
par  le  choc  et  le  frottement  de  son  pied  droit  contre 
le  sol.  Dans  cette  hypothèse ,  la  quantité  de  tra-» 
vail  de  lliomme  pendant  le  pas  entier  sera  la  somme 

Tli  H ,  ou  n  (c  -f-  ^)  »  en  appelant  a  la  hau- 
teur due  à  la  vitesse  a ,  de  sorte  qu'on  ait  a*  s=  ^gm. 

II  suit  de  là  que  dans  un  nombre  n  de  pas  égaux 
et  semblables,  la  quantité  de  travail  d'un  homme  ou 
d'un  animal ,  portant  un  fardeau  et  marchant  sur  une 
route  horizontale ,  aura  pour  valeur  nK  ($  +  a) ,'  en 
désignant  par  K  son  poids  II  augmenté  de  celui  du 
fardeau.  Si  le  poids  total, a  été  élevé  verticalement  à 
une  hauteur  h  au-dessus  du  poinV  de  départ ,  il  fau« 
dra  ajouter  Kh  à  la  quantité  nK  (ê'^a);  et  si  le  far- 
deau est  traîné  sur  une  route ,  où  il  éprouve  un  frot- 
tement qui  soit  représenté  par  une  partie  F  de  son 
poids,  il  en  résultera  une  autre  augmentation  de 
travail  égale  à  F/,  en  appelant  /  la  longueur  du 
trajet. 

689.  Dans  le  calcul  des  effets  des  machines  en* 
mouvement ,  il  est  souvent  utile  de  distinguer  les 
vitesses  communes  et  les  vitesses  relatives  de  leurs 
différens  points.  Pour  cela,  soient  toujours  x^  y^ 
z,  au  bout  du  temps  /,  les  coordonnées  du  point 
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quelcoDque  dont  la  masse  est  m;  à  cet  insUDt,  les 

composantes  de  sa  vitesse  absolue  seront -T-,  -£,  -^; 

et ,  au  bout  du  temps  t-^dt,  l€&  coordoDaées  de 
ce  même  point  deviendront  x-j-dx,  j'-i-dj-, 
z-\-dz.  Or,  on  peut  décomposer  le  mouvement  du 
système,  pendant  l'instant  dt,  ea  un  mouvement  de 
translation  et  de  rotation  commun  à  tous  ses  points, 
dans  lequel  leurs  distances  soient  iavariables,  et  en 
des  mouvemens  particuliers  où  ces  distances  varient 
convenablement.  J'appellerai  d'x,  dj,  dz,  les  ac- 
croissemens  de  x,jr,  z,  qui  proviennent  du  mouve- 
ment commun,  etd^x,  dj',  d^z,  ceux  qui  résultent 
du  mouvement  relatif  de  m,  de  sorte  qu'où  ait 

dx  =  d'x+d^x,  dj  =  dx-{-d,f,  dz:=dz-+<l^. 

Pour  ce  point  m,  j'appellerai  aussi  (/,  v',  iv*,  les 
trois  composantes  de  la  vitesse  commune  qu'on  rc-  , 
gardera  comme  des  fonctions  données  de  t,  x,j-,  2» 
et  qui  seront  ^ 

dt  '     ^  dt'    ^        ^t  ' 

celles  de  sa  vitesse  relative  seront  aussi  -^ ,  ^ .  ^  ; 
dt  '     dt'  dt' 


dt—'^-^ir'  *—•'  +  ■*'  dt—^-^si' 

pour  les  composantes  de  sa  vitesse  absolue  j  et  eu 
diflërentiaut,  il  en  résultera 
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pour  les  forces  accélératrices  de  ce  point  m,  suivant 
les  axes  desHroordonnées  ;  les  différentielles  relatives 
à  t  qui  sont  indiquées,  étant  prises  par  rapport  k 
cette  variable  et  aux  coordonnées  Xpjr,  z,  regardées 
comme  des  (onctions  de  t. 

» 

Si  ce  point  m  est  astreint  à  se  mouvoir  sur  une  sur' 
face  qui  peut  être  fixe  ou  mobile,  mais  dont  la 
forme  est  invariable,  il  devra  demeurer  constam- 
ment sur  cette  surface,  en  vertu  de  sa  vitesse  absolue, 
et  Ton  pourra  aussi  supposer  qu'il  y  resterait  consr 
tamment ,  en  vertu  du  mouvement  commun  du  sys- 
tème. En  représentant  par  L  =  o ,  l'équation  de  la 
surface ,  L  sera  une  fonction  donnée  des  coordonnées 
de  m ,  rapportées  a  des  axes  mobiles  qui  participent 
au  mouvement  commun,  et  cette  quantité  pourra 
être  changée  en  une  fonction  du  temps  et  des  coor-> 
données  de  m  rapportées  à  des  axes  fixes,  c'est-à- 
dire,  en  une  fonction  de  ^,  x,  jr,  z.  L'équation 
L  =  o  devra  subsister,  lorsqu'on  y  remplacera  ces 
quatre  variables ,  soit  par  t^dt,  j:  -f-  da:,  J'^dy^ 
z-hdz,  dans  le  mou  veinent  absolu  de  m ,  soit  par 
t'j'dt,  x  +  ctjCf  jr^ifjr^  z-f-^fz,  dans  le  mou- 
vement commun  du  système*  En  négligeant  les  infi- 
niment petits  du  second  ordre ,  on  aura  donc  simul- 
tanément 
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§+•£(''-  +  <<'-) 

et,  par  cooséqncnt, 

grf^+|'',7  +  £'','=o-'      (8) 

Cela  posé,  nous  allons  chercber  la  somme  des 
forces  vives  dnes  aux  vitesses  relatives  de  tons  les 
poiols  du  système ,  et  la  comparer  à  .la  somme  des 
forces  vives  qui  résultent  de  leurs  vitesses  absolues. 

6go.  Reprenons ,  pour  cela ,  la  formule  générale 
du  n'  5Si,  de  laquelle  on  a  déduit  l'équation  (a)  du 
n"  68o ,  et  formons  successivement  tes  termes  de  cette 
formule,  relatif  aux  différentes  sortes  de  forces  qui 
peuvent  agir  sur  le  système  que  l'on  considère. 

Désignons  d'abord  par  P  une  des  forces  extén'eures 
et  données;  ^p  étant  la  projection  du  déplacement 
de  son  point  d'ai^Ucation,  sur  sa  direction,  et  en 
regardant  cette  projection  comme  nne  quantité  po- 
kitire  ou  négative,  selon  qu'elle  tombe  sur  la  direc- 
tion même  de  P  ou  sur  son  prolongement ,  on  nura  , 
comme  dans  le  o*  68i, 

m  (SJ'x  4-  Y  Jy  -H-  Z /z)  =  P//) , 

pour  la  partie  de  la  formule  citée ,  qui  résulte  de  celte 
forœP. 
Soit  aussi  R  l'action  mutuelle  de  deui  points  dut 
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système  dont  les  misses  sont  m  et  m'  ;  appelons  r  Ift 
distance  mm!,  dont  BTest  unecertaine  fonction  ;  x^y^ 
z,  x' ,y,  !if,  étant  les  coordonnées  de  m  et  m',  on 
aura 

et  si  JV*  exprime  la  variation  de  rqui  résulte  de  leurs 
aocroissemens /or  t  J'j'fi'if  J^x',  J^y,  J^z'^  on  aura 
aussi 

rcTr  =  (x  —  x')  {^x  —  cf  x') 

Les  composantes  de  la  force  R  appliquée  au  point  m^ 
seront 

mY  =  db  ^J'-y^^ 

r  ' 


et  celles  de  la  même  force  appliquée  au  point  m\ 

r  ' 

r         ' 
"•A   =s  =1= ; 

(Tonù  l'on  conclut 

OT(X/xH-Ycrr4-Z/z) 

4- m' (X'/x' +  Y'// 4- Z'J^O  î=  ±  R^'V 

pour  la  partie  de  la  formule  génère  ^  prOTenant 


wr 


,66  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

de  la  force  R;  le  signe  supérieur  ou  le  signe  infé- 
rieur ayant  lieu ,  selon  que  cette  force  est  répulrive 
ou  attractive. 

Si  le  point  m  est  astreint  à  demeurer  sur  la  surface 
dont  OD  a  représenté  l'équatioD  par  L  =  o,  daas  le 
numéro  précédent,  et  que  l'on  appelle  a  l'élénient 
de  cette  surface  auquel  le  point  m  répond  au  bout 
du  temps  t,  et  roV  la  résistance  qu'il  eu  éprouve, 
cette  force  sera  normale  à  la  position  actuelle  de  «  ; 
on  aura  donc  pour  ses  composantes 


1 


J 


en  faisant,  pour  abréger, 

r  et  si  l'on  fait  aussi 

il  eu  résultera  ofUcTu,  pour  le  terme  de  la  for- 
mole  générale  qui  provient  de  li  résistance  aX3. 
Le  facteur  U  exprimera  cette  résistance  rappor- 
tée à  l'unité  de  surface;  j^u  sera  la  projection  du 
déplacement  de  m  sur  la  normale  à  réiément  a  ; 
elle  aura  un  signe  ambigu,  à  cause  du  radical  V^etToa 
regardera  ^u  comme  une  quantité  positive  on  néga- 
tive, selon  que  la  projection  du  déplacement  de  m 
tombera  sur  la  direction  même  de  la  résistance  «U , 
On  sar  son  prolongement. 
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Outre  la  résistance  normale  de  la  sur&ce  sur.  la- 
quelle le  point  m  est  assujetti  à  se  mouToir,  il  éprou^ 
vera  encore  une  résistance  tangentielle  provenant  du 
frottement  contre  cette  surface;  et  si  Ton  désigne 
cette  force  par  ùêÇ,  et  par  JV  la  projection  du  dépla- 
cement du  point  matériel  m  sur  sa  trajectoire ,  il  en 
résultera  coFSs,  pour  le  terme  correspondant  de  la 
formule  du  n^  53i . 

D'après  cela ,  cette  formule  pourra  s'écrire  ainsi  : 

la  somme  Z  du  premier  membre  répondant  à  tous 
les  points  du  système ,  et  les  sommes  2  du  second 
membre  s  étendant ,  Ja  première  .aux  points  qui  sont 
soumis  à  des  forces  motrices  extérieures  |^  la  seconde 
aux  actions  mutuelles  de  tous  les  points  du  système 
pris  deux  à  deux ,  la  troisième  et  la  quatrième  h  tous 
les  élémens  des  surfaces  résistantes  et  frottantes.  Cela 
posé  ,  si  l'obligation  d'une  partie  des  points  du  sys- 
tème ^  de  dTemeurer  sur  ces  surfaces,  est  la  seule 
condition  qui  restreigne  les  mouvemens  du  système 
entier,  ofi  pourra  maintenant  considérer  tous  ces 
points  comme  entièrement  libres,  et  faire  telle  hypo-* 
thèse  qu'on  voudra  sur  les  variations  J'jc,  ^jr^  J'z, 
des  coordonnées  d'un^  point  quelconque. 

691  •  Je  supposerai  d'abord  qu'on  prenne  , 

de  sorte  que  le  déplacement  du  point  quelconque  m 


I        • 
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soit  celui  qui  a  lieu  effectivemeol  pendant  l'instant  dl. 
On  aura,  en  même  temps  ,  <fr=  rfr;  et  l'on  rempla- 
cera J)>,  <r«,  i'Sy  par  fif;»,  du,  ds^  qui  représentent 
^s  projections  du  déplacement  réel  du  point  m  sur 
les  directions  des  forces  P ,  «Il ,  »F.  En  appelant  i- , 
la  vitesse  d'un  point  fjuelcoaque  m,  et  obsemot 
qu'on  a 

réquatîoD  [h)  deviendra 

irf.  ^mV  =  IFdp  ±  i.Rdr  +  SoUt^M  —  SaFï/j. 
En  intégrant,  on  aura  donc 

k  étant  la  valeur  initiale  de  t* ,  et  les  intégrales  com- 
meoçaut  à  l'origioe  du  mouvemeat. 

he  terme  f%Sdp  oampreadra  U  purtie  du  travail 
moteur  qui  répoud  au  poids  du  sjstème  ;  et  si  l'on 
appelle  n  ce  poids,  et  Ç  la  hauteur  rerticale  dont  le 
centre  do  npravite  sera  tombé  pendant  l6  temps  t, 
cette  partie  sera  égale  k  ^» 

Lorsque  les  distances  des  points  du  syilènie  que 
l'on  considère  demeureront  invariables  pendant  le 
iqouvement,  on  aura  A'w^o,  et  le  terme /ZfWr 
disparaîtra  de  l'équation  (i).  S'il  s'agit  d'oo  fluide , 
ce  terme  comprendra  les  attractions  ou  répulsions 
mutuelles  de  ses  points  »  qui  ^'étendent  à  de  grandes 
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distances  ;  il  comprendrâ^issi  les  actions  mutuelles 
qu'on  appelle  propremen l^rces  moléculaires  (n°  588), 
qui  ne  s'étendent  qu'à  des  distances  insensibles ,  et  qui 
produisent  les  pressions  intérieures,  auxquelles  on 
n'a  point  eu  égard  en  formant  l'équation  (i).  La  valeur 
de  cette  intégrale /2R^/r  dépendra  du  changement  de 
forme  et  des  condensations  ou  dilatations  du  fluide 
pendant  son  mouvement;  et  pour  les  très  petites  va- 
riations de  densité  qui  ont  lieu  dans  le  liquide ,  elle 
pourra  varier  dans  de  très  grands  rapports ,  à  raison 
des  forces  moléculaii-es  ou  des  pressions  intérieures 
qui  en  résultent  (n*  576). 

Les  somnies  XioUcIu  et  ^^aîFds  comprises  sous  les 
deux  dernières  intégrales,  sont  elles-mêmes  des  in- 
tégrales doubles  étendues  à  tous  les  élémens  cû  des 
surfaces  résistantes  et  frottantes.  Si  la  partie  du  sys- 
tème qui  frotte  contre  une  de  ces  surfaces  est  un  corps 
solide,'  la  force  g}F  sera  indépendante  de  la  vitesse  de 
ce  corps,  et  proportionnelle ,  pour  chaque  élément  ûê  , 
à  la  pression  correspondante,  laquelle  est  égale  et 
contraire  à  la  résistance  a»U.  Si  cette  partie  frottante 
du  système  est  un  fluide ,  la  force  cdF  dépendra  de  sa 
vitesse  relative ,  et  sera  indépendante  de  la  pression 
(n*"  4^6  ).  Lorsque  la  surface  dont  L  =  o  est  l'équa- 
tion ,  sera  immobile,  la  projection  du  déplacement 
de  m  sur  la  normale  à  cette  surface  sera  nulle,  puisque 
le  point  m  est  assujetti  à  demeurer  sur  cette  surface  ; 
«   on  aura  donc  du  1=0;  ce  qui  fera  disparaître  Tinté- 
grsle/^aiVdu;  et  si  l'on  fait,  de  plus,  abstraction  du 
frottement,  l'équation  (/)  se  réduira  à  l'équation  or- 
dinaire  des  forces  vives. 

2.  49 
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G(}2.  Prenons  actucllemu|t 

Sx  =  d,x,     S'j  =  d,j,     ,h  =  d,z; 

de  manière  que  les  deplacemens  des  poîuts  du  sys- 
tème que  suppose  l'équation  (h),  soient  leurs  depla- 
cemens relatifs.  Désignons  par  d^p,  dju,  d/,  les  pro- 
jections des  ^deplacemens  relatiis  des  points  où  sont 
appliquées  les  forces  P,  U,  F,  sur  leurs  directîoQS. 
Les  valeurs  de  ifp ,  S'u,  ds,  qui  répondent  à  celles 
de  ^x ,  Jy,  t^s,  que  nous  employons,  seront  dp, 
d^u,d,s.  De  plus,  les  autres  parties  d'à:,  d'j;  dz, 
des  dilTérentielles  totales  dx,  dj,  dz,  n'influant  pas, 
par  hypothèse,  sur  les  distances  mutuelles  des  points 
du  système,  (Trse  changera  dans  la  différentielle  dr, 
comme  dans  le  numéro  précédent,  L'éqnatioa  (h) 
deviendra  donc 

=  2Pf//j±2fW/  +  S/^U^/k  —  ^oiFd/.      S 

Si  Ton  appelle  c^  la  vitesse  relative  du  point  m,  dont 
les  composantes  sont  -jr  j  -^  »  ~£  '  ^"  '"''* 

et ,  en  difTërentiant , 

Enverludes  équations  (/),  on  aura  donc 
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-- d,x  +  ^  d,r -¥  -2^  d,z 

D ailleurs^  si  l'on  metrf^x,  d^y^dji^  dans  l'exprès- 
sîon  de  ê'u  du  n^  690 ,  pour  avoir  celle  de  dju  ,  on 
aura 

quantité  nulle ,  en  vertu  de  l'équation  (jg).  Au  moyen 
de  ces  valeurs ,  l'équation  {k)  prendra  la  forme 


et  f.  en  intégrant ,  il  en  résultera 

x^mv;—i2mk;=ft?dj>±:ftRdi^fXaFds 

kj  étant  la  valeur  initiale  de  v^,  et  les  intégrales  com- 
mençant à  Torigine  du  mouvement. 

693.  Cette  équation  (l)  fera  connaître  Faccroisse- 
ment ,  pendant  le  temps  t,  de  la  demi-somme  des 
forces  vives,  dues  aux  vitesses  relatives  de  tous  les 
points  du  système. 

En  faisant  directement  dans  la  formule  générale 
du  n*  55 1  y  l'hypothèse  qui  nous  a  conduits  à  l'équa- 
tion (/),  c'est-à-dire,  en  y  mettant  d/r,  d^j-^dfi^ 
au  lieu  de  S'x^  i'j^  iz^  on  aura 

49  • 
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ou  bien  ,  d'après  ce  qui  précède, 

la  somme  2  du  second  membre  s'étendanl  à  toutes  les 
forces  qui  agissent  sur  les  points  du  système,  excepté 
les  forces  provenant  des  résislances  normales  des  sur- 
faces iixes  ou  mobiles,  que  les  valeurs  prises  pour  J'j-, 
jy,  J"=,  ont  la  propriété'  de  faire  disparaître/ Or,  si 
l'on  appelle  H  la  force  dont  les  trois  composantes 
sont 

K^-s)'  "'(^-'^)-  »(^-^> 

et  (îh  la  projection  du  déplacement  relatif  de  sou 
point  d'application  sur  sa  direction,  on  aura 

4,  ,n(z  —  ^y  d,z  c=  rfc  Hrf,A , 

selon  que  cette  projection  dfi.  tombera  sur  la  direc- 
tion même  de  la  force  H ,  ou  sur  son  prolongement. 
Donc ,  en  conservant  H  et  dji  dans  le  premier  cas,  et 
employant  L  et  d^l  dans  le  second ,  on  en  conchira 

la  somme  lUdh  s'étendant  à  toutes  les  forces  moa- 


) 
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Tantes  da  système ,  et  la  somme  TLd/  a  toutes  les 
forces  résistantes  • 

.  Cette  dernière  équation  n'est  autre  chose  que  Té- 
quation  (/)  présentée  sous  une  forme  différente.  En 
la  comparant  à  l'équation  (d),  on  voit  que  le  principe 
des  forces  vives  a  encore  lieu  à  l'égard  des  vitesses 
relatives  des  points  du  système ,  telles  qu'elles  ont 
été  déKiiies  dans  le  0^689,  pourvu  que  l'on  rem- 
place les  forces  données  P  et  Q ,  par  d'autres  forces  H 
et  L  ^  qui  dépendent  des  premières  et  du  mouvement 
commun  du  système. 

Ce  théorème  est  dû  à  M.  Coriolis;  Il  peut  être  em- 
ployé utilement  dans  beaucoup  de  questions  étran- 
gères à  ce  traité  de  Mécanique  rationnelle^  et  pour 
lesquelles  nous  renverrons  au  mémoire  de  l'auteur 
sur  le  prifwipe  des  forces  vives  dans  les  mouifemens 
relatifs  des  machines  (*). 

•  694.  Le  terme  fSihdr,  qui  provient  des  forces 
moléculaires ,  est  le  même  dans  les  deux  équations 
(i)  et  (/);  le  plus  souvent ,  le  terme  qui  répond  aux 
frottemens  est  aussi  le  même  dans  le  mouvement  ab- 
solu  et  dans  le  mouvement  relatif  du  système ,  et  ne 
change  pas,  par  conséquent,  en  passant  d'une  équa- 
tion à  Tautre  ;  alors  I  en  retranchant  la  seconde  de 
ces  équations  de  la  première,  on  aura 

O  Journal  de  V École  Poljrlechniquc ,  2i*caliier. 
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Si  les  forces  P  se  réduisent  aux  poids  des  diffërenles 
parties  du  système;  que  l'on  appelle  n  le  poids  to- 
tal ,  et  C  la  hauteur  verticale  tjue  décrit  son  centre 
de  gravité  pendant  le  temps  t,  dans  le  mouvement 
commun  à  tous  ses  points,  il  est  aise  de  voir  que 
l'on  aura  aussi 


/2P{rf^  -  </,ri  =  nr. 


De  plus,  s'il  n'y  a  qu'une  seule  surface  résistante, 
et  que  ce  soit,  par  exemple,  un  plan  qui  se  meut 
parallèlement  à  lui-même,  on  pourra  prendre,  pour 
le  mouvement  commun  du  système,  le  mouvement 
donné  de  ce  plan ,  car  il  satisfait  aux  deux  conditions 
du  u"  689  :  il  ne  changera  pas  les  distances  mutuelles 
des  points  du  système ,  et  il  n'empêchera  pas  les  points 
qui  sont  en  contact  avec  ce  plan  mobile,  de  demeurer 
à  sa  surface.  D'ailleurs,  it  est  évident  que  ce  mouve- 
ment étant  perpendiculaire  au  plan  mobile ,  il  n'in- 
fluera aucuucment  sur  les  vitesses  relatives  des  points 
qui  glissent  sur  ce  plan,  non  plus  que  sur  les  tra- 
jectoires qu'ils  y  décrivent;  d'où  il  résulte  que  le 
travail  résislant  dû  au  frottement  contre  ce  plan,  sera 
le  même  dans  le  mouvement  absolu  et  dans  le  mou- 
vement relatif,  comme  le  suppose  l'équation  (m). 

Pour  simplilier  encore  cette  équation,  je  suppose 
que  le  mouvement  du  plan  résistant  soit  uniforme; 
en  sorte  que  tous  ses  points  décrivent  des  perpendi- 
culaires à  sa  position  iuitlale,  avec  une  vitesse  corn- 
mune,  qui  sera  rendue,  par  un  moyen  quelconque, 
invariable  et  indépendante  de  l'action  du  système 
sur  ce  plan.  Ses  composantes  a',  v' ,  w' ,  seront  cons- 
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tantes,  et  l'on  aura 

Am(^'  d,x  +  %dj  +  ^dz)  =  o. 

En  désignant  •cette  vitesse  par  n,  et  par  et  Tangle 
que  sa  direction  fait  avec  celle  de  la  pesanteur,  on 
aura  aussi 

'  Ç'  =  at  cos  a. 

Soit,  en  outre,  Qla  pression  exercée,  au  hout  du 
temps  / ,  sur  la  surface  entière  du  plan  donné,  et  dans 
le  sens  de  la  vitesse  a.  Le  travail  résistant  qui  ré- 
pond a  cette  force  prise  en  sens  contraire  de  sa  direc^ 
,tion,  c'est-à-dire,  à  la  résistance  du  plan,  sera 
— jK^adtf  pendant  la  durée  du  temps  t ,  en  supposant 
que  Tintégrale  s'évanouisse  avec  cette  variable.  En 
faisant  passer  le  facteur  a  en  dehors  du  signe  y*,  nous 
aurons  donc 

JicaUJdu  =  —  a/l^dl, 

pour  la  valeur  du  dernier  terme  de  l'équation  (m) , 
laquelle  deviendra 

iS/ii(A:»— A:/)— [;2/n(i^*— v^/)-|-na/cosn=n/Q^ft.  (n) 

La  vitesse  p^  est  la  résultante  de  ^f  et  de  la  vitesse  a 
prise  en  sens  contraire  de  sa  direction;  si  donc,  oi| 
représente  par  é,  l'angle  que  fait  la  direction  de  la 
vitesse  i^  avec  celle  de  a,  on  aura 

et  si  l'on  désigne  par  J"  la  valeur  initiale  de  £,  on 


aura  de  même 
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■   2flA  tOS  eT  H-   <2' 


d'où  il  résulte 

5  2m(A'  —  k*)  :^  a  ^mk  cos  cT  —  ^ a*S.m  p 
^  :Zm  (t^  —  v^*)  ^  a  Smc  cos  é  —  ^  a'im  j 

ce  qui  change  i'équalîoD  («)  en  celle-ci  , 

SmAcostr  —  Emi'cosÉ-i-  [Kcos  *^/lQ(J!(,     (o) 

après  qu'on  a  supprimé  le  facteur  a  commun  à  tous 
ses  termes. 

Les  sommes  £ni/;cos  cT  et  S/Ri' cos  g  expriment,  au 
commencement  et  à  la  Gn  du  temps  t ,  les  quantités 
de  mouvement  de  tous  les  points  du  système  ,  dans 
le  sens  perpendiculaire  au  plan  donné;  le  produit 
n;  cosâsest  la  quantité  de  mouvement  produite  sui- 
vant la  même  direction  par  le  poids  FI  du  système  , 
pendant  la  durée  du  temps  t;  et  l'intégrale /QA 
est  la  quantité  de  mouvement  détruite  pendant  ce 
temps  par  la  résistance  du  plan  donué.  Or,  il  est 
évident  que  cette  dernière  quantité  doit  être  égaie  à 
l'excès  de  la  première  somme  sur  la  seconde,  aug- 
menté de  la  quantité  flfcosa;  en  sorte  que  l'équa- 
tion précédente,  qui  exprime  cette  égalité,  peut  être 
regardée  comme  une  vérification  de  notre  analyse. 

GtjS.  Lorsque  la  vitesse  A-  de  chaque  point  du  sys- 
tème se  changera  brusquement  dans  la  vitesse  *•, 
l'action  du  système  sur  le  plan  donné  sera  une  per- 
cussion ;  pendant  sa  durée  très  courte ,  ou  pourra 
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négliger  l'effet  11/  cos  a  de  la  pesanteur;  et  la  quantité 
de  mouvement  détruite  par  le  plan  sera  Fexcès  de 
l.mk  cos  <r  sur  2/ni^  cos  €. 

Si  le  système  est  un  corps  solide  situé  au-dessus 
du  plan  I  et  qui  demeure  juxta^posé  à  sa  sur&ce  après 
le  cboc^  la  composante  i^cos€  de  la  vitesse  inséra  la 
même^  à  cet  instant ,  pour  tous  les  points  du  corps, 
et  égale  à  la  constante  a;  en  différentiant  Téqua- 
tion  (o)  par  rapport  à  /,  on  aura  donc 

ricosât  =  Q; 

et)  en  effet ,  la  vitesse  du  plan  étant  invariable,  par 
hypothèse  f  il  faut  que  sa  résistance  détruise  inces- 
samment les  accélérations  de  la  gravité ,  qui  auraient 
lieu  perpendiculairement  à  sa  surface  ;  il  faujt  donc 
que  cette  force  soit  égale  et  contraire  à  la  compo- 
sante du  poids  n  suivant  cette  direction ,  et  que  la 
pression  Q  soit  égale  à  cette  composante. 

• 

On  peut  remarquer  qi^e,  qua^  1  angle  cl  est  obtus,  la 
valeur  précédente  de  Q  a  le  signe  •».  Mais  on  a  supposé 
plus  haut  que  la  pression  exercée  sur  ce  plan  était 
dirigée  dans  le  sens  de  la  vitesse  a;  et,  si  le.  con- 
traire avait  lieu,  il  faudrait  changer  le  sigoe  de  Q 
dans  toutes  les  équations  précédentes.  Or,  la  pres- 
sion Q  s'exerce  effectivement  en  sens  contraire  de  la 
vitesse  a,  lorsque  langle  a  est  obtus;  la  valeW 
de  Q  est  donc  alors  —  Il  cos  a  ,  ou ,  autrement  dit , 
cette  valeur  est  toujours  II  cos  a,  abstraction  faite  du 
signe.  « 

696.  L équation  (o),  évidente  en  elle-même,  peut 
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servir  à  déterminer  !a  pression  d'une  veine  fluide  en 
mouvement  sur  un  plan  AB  (  fig.  Sy  ),  animé  de  la 
vitesse  a  perpendiculaire  à  ce  plan,  et  dont  la  di- 
rection fail,  avec  celle  de  la  pesanteur,  un  angle  a. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  liquide  sorte' 
d'un  vase  par  un  orifice  horizontal,  et  qu'il  forrae^ 
au-dessous  de  la  contraction  de  la  veine  (n**  67C) 
cjflindre  vertical  dont  tons  les  points  ont  une  vi- 
tesse commune  et  verticale,  que  nous  désignerons 
par  y.  Supposons  aussi  que  le  niveau  du  liquide 
soil  entretenu  à  une  hauteur  constante  dans  le 
vase;  ce  qui  rendra  la  vitesse  y  iodépendaule  da 
temps. 

Jusqu'à  une  section  horizontale  CD,  faite  à  une 
petite  distance  au-dessus  du  plan  AB  ,  la  veine  con- 
servera sa  forme  c^'iindrique  et  sa  vitesse  y,  elle 
s'étendra  ensuile  sur  ce  plan,  et  finira  par  le  débor- 
der. Au  bout  d'un  certain  temps,  le  fluide  parvien- 
dra à  un  état  permanent,  dans  lequel  la  vitesse  (ïe 
chaque  molécule  ne^lépendra  plus  que  du  lieu 
qu'elle  occupe,  et  où  la  pression  en  un  point  quel- 
conque du  plan  AB  sera  aussi  indépendante  du 
temps.  C'est  dans  cet  état  qu'il  s'agira  de  déterminer 
la  pression  totale  Q,  exercée  sur  la  surface  entière 
du  plan. 

^La  partie  de  cette  pression  due  au  poids  du  li- 
pide ,  sera  la  composante  de  ce  poids ,  perpendicu- 
laire au  plan  AB,  défalcation  faite  de  la  partie  de  ce 
même  poids,  qui  est  soutenue  par  les  parois  du  vase 
d'où  le  liquide  s'écoule.  Comme  il  sera  toujours  fa- 
cile d'y  avoir  égard,  dans  chaque  cas  particulier. 
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nous  en  ferons  absti'actîon  ^  et  nous  ferons ,  en  con- 
séquence, Tls^Of  dans  Féquation  (o).  Il  est  évident 
qu  on  pourra  aussi  ^  dans  les  sommes^  ^mk  cos  «T  et 
Xmv  cos  € ,  ne  pas  tenir  compte  des  molécules  du  li- 
quide situées  au-dessus  de  CD ,  puisqu  elles  conser- 
vent toujours  la  même  vitesse,  ce  qui  fait  dispa- 
raître la  différence  de  ces  deux  sommes.  Enfin,  si  le 
diamètre  de  la  veine  fluide  est  très  petit,  l'épaisseur 
de  la  couche  liquide  sera  aussi  très  petite ,  à  une 
petite  distance  autour  de  Taxe  de  la  veine.  A  cette 
distance,  les  vitesses  relatives  des  points  de  la  cou- 
che seront  sensiblement  parallèles  au  plan  AB ,  dans 
toute  l'épaisseur  de  la  couche,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  leurs  composantes  perpendiculaires 
à  ce  plan  seront  égales  à  a.  De  plus,  cette  partie 
du  fluide  comprise  entre  AB  et  CD  sera  beaucoup 
plus  considérable  que  la  partie  voisine  de  Taxe  de  la 
veine  >  si  la  surface  du  plan  AB  est  très  grande  par 
rapport  à  la  section  CD  ;  on  pourra  donc  alors  pren- 
dre a,  sans  erreur  sensible,  pour  la  composante 
i^  cos  €  de  la  vitesse  i^  de  chaque  point  du  fluide  con- 
tenu entre  AB  et  CD. 

Cela  posé ,  soit  CD'  une  autre  section  de  la  veine 
fluide,  faite  au-dessus  de  CD,'  et  telle  que  le  volume 
compris  entre  CD  et  CD'  soit  équivalent  au  volume 
de  fluide  compris  entre  AB  et  CD.  Appelons  6  le  temps 
que  le  premier  volume  du  liquide  emploie  à  traverser 
la  section  CD  et  à  se  changer  dans  le  second  volume. 
Supposonsque  les  sommes  l,nikcos  «T  et  S/rai^cos  £,  de 
Féquation  (o),  étendues  à  tous  les  points  du  second 
volume,  se  rapportent  au  commencement  et  à  la  fia 
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da  temps  6.  Au  commencement,   lotis   ces  points 

étaient  situés  au-dessus  de  CD ,  et  avaient ,  consé- 

quemment,  uue  vitesse^,'  faisant  un  angle  a  avec 

la  vitesse  a  ;  pour  un   point   quelconque  tn  ,  on  a 

donc 

A  =  3',     <r=:a,     Acoscr  =  >cos«. 

A  la  fin  du  temps  ô*  on  a»  comme  on  vient  de  le 
dire, 

fcosfi  =  a, 

pour  un  point  quelconque  m  du  liquide  contenu 
entre  AB  et  Q).  Si  donc  on  appelle  (m  la  masse  de  ce 
liquide,  il  en  résultera 

'S.mk  cos  (T  —  'S.mv  cos  e  =  ^  (j-  cos  a  —  a). 

D'ailleurs ,  la  pression  Q  étant  constante ,  l'intc- 
giale /"Q(f(  est  égale  au  produit  Q6  ,  pour  la  du- 
rée du  temps  d  ;  d'après  l'équation  (o) ,  nous  au- 
rons donc 

^(7  cos  a  —  fl)  =  Q6. 

Soit  n  le  nombre  de  fois  qne  le  temps  Q  est  con- 
tenu dans  un  temps  t  quelconque  ;  nf/.  sera  la  niasse 
du  liquide  qui  traversera  la  section  CD  pendant  le 
.  temps  t.  Mais  cette  masse  sera  aussi  f.C}  t ,  en  ap- 
pelant p  la  densité  du  liquide ,  c  l'aire  de  la  sec- 
tion CD  ,  et  observant  que  y  est  la  vitesse  tx>Qstante 
de  l'écoulement  à  travers  cette  section;  ou  aura. 
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par  conséquent , 

n/Az=fcyt; 

si  l'on  multiplie  Féquation  précédente  par  n,  que 
Ton  y  substitue  cette  valeur  de  n/u, ,  et  qa^on  sup- 
prime ensuite  le  facteur  ^^  commun  à  tous  ses  termes, 
on  a  finalement 

Q  ::=  pcy  ( y  cos  CL  —  a)  , 

pour  la  valeur  de  la  pression  qu'on  se  proposait  de 
déterminer. 

On  devra  se  rappeler  que  cette  formule  suppose 
l'angle  a  aigu  ;  quand  il  sera  obtus ,  il  faudra ,  comme 
on  l'a  dit  plus  haut ,  changer  le  signe  de  Q;  en  sorte 
que  l'on  aura  alors 

Q  =  fcy{ycosaL  +  a). 

Ces  deux  expressions  de  Q  supposent  aussi  que  le 
plan  AB  est  entièrement  recouvert  par  la  veine  fluide 
épanouie  sur  sa  surface;  ce  qui  exige  que  et  ne  soit 
pas  un  angle  droite  et,  qu'en  général ,  il  s'écarte 
sensiblement  de  90*.  Quand  le  mouvement  du  plan 
est  vertical ,  on  a  az=zo,  on  €tz=z  1 80** ,  et ,  consé- 
quemment , 

Q  =  f^>{y  =F  ^)f 


le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  le  plan  se  meut 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  le  signe  inférieur 
dans  le  cas  contraire.  Si  l'on  a  a  =  o,  et  que  y  soit 
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